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Resumen

El articulo muestra el procedimiento necesario para
obtener el modelo dindmico de un robot, con el
propdsito de poder seguir una trayectoria deseada
implementando una ley de control por par calculado. El
robot fue disefiado de manera sencilla por motivos
didacticos. Este posee tres grados de libertad, cuatro
eslabones y tres articulaciones para desplazarse en su
espacio de trabajo, dos de estas articulaciones son de
revolucion mientras que la tercera es una articulacion
prismatica. El modelo dindmico del robot es obtenido
utilizando los jacobianos y simbolos de Christoffel del
centro de masa de cada eslabon. Ademas de incluir el
vector de fuerzas gravitatorias y las fricciones de las
articulaciones. El objetivo del modelo dinamico es
poder simular el robot en “Simulink” y probar distintas
trayectorias utilizando la ley de control de par calculado
en las que las ganancias del control seran manipuladas
hasta encontrar un valor que satisfaga la trayectoria
deseada.

Control par calculado, Modelo dindmico de un
robot, Seguimiento de trayectorias

Abstract

The article shows the needed procedure to obtain the
dynamic model of a robot, with the purpose of being
able to follow a planned path using the control law
“CTC” Computed Torque Control. The robot was
designed in a simple way for didactic reasons, this robot
has three degrees of freedom, four links and three joints
to move around in the work place. Two out of these
joints are rotatory joints meanwhile the third one is a
prismatic joint. The dynamic model of the robot is
obtained using the Jacobians and Christoffel symbols of
the center of mas of each link. Also including the
Gravitational vector and the frictions of each joint. The
objective of the dynamic model is to be able to simulate
the robot in “Simulink” and test different paths using
the computed torque control in which the gains of the
control will be manipulated until a value that satisfies
the desired path is found

Computed torque control, Dynamic model of a
robot, Path and trajectory planning
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Introduccion

En el &rea de ingenieria Mecatronica, los
estudiantes tienen multiples asignaturas las
cuales les enseflan a modelar diferentes
mecanismos para conocer el comportamiento de
estos, ser capaces de controlar sus movimientos,
optimizar el consumo seleccionando los
actuadores necesarios y simular sistemas de
control para seguir una trayectoria y realizar
alguna tarea especifica.

Aunque el tema del control de los
mecanismos y su analisis ya sea un tema algo
revisto, usualmente en la literatura se toman
ejemplos muy generalizados los cuales pueden
Ilegar a confundir a los lectores en la forma de
cémo aplicar los procedimientos explicados, 0
en otros casos es lo contrario y los ejemplos son
demasiados sencillos al grado que el lector
puede terminar con dudas de coémo proceder al
trabajar con mecanismos mas complejos.

Este articulo desarrolla el procedimiento
necesario para obtener el analisis y modelo
matematico de una cadena cinemaética, esto con
el motivo de tener una simulacion de este y poder
observar su comportamiento ante las fuerzas
aplicadas en sus actuadores. En base a este
modelo generar un sistema de control por par
calculado, el cual se encargard de que la
trayectoria sea seguida de manera correcta y que
se pueda realizar la tarea designada.

Disefio mecénico

Se optd por disefiar un robot de cuatro eslabones
y tres articulaciones con el propdsito de tener un
sistema demostrativo con dos uniones revolutas
y una prismatica.

El eslabon 0 o la superficie a la que se
sujeta el robot se encuentra unido por una junta
rotativa al eslabdn 1, de igual manera el eslabdn
1y 2 se unen por una junta de este tipo. Los
eslabones 2 y 3 se unen mediante una junta
prismatica. La orientacién y posicion de los
eslabones se observa en la figura 1.

Marcos referenciales
Los marcos referénciales se asignan de acuerdo

a la convencion Denavit Hartemberg (DH). Ver
figura 1.
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Figura 1 Disefio del robot con sus marcos referenciales

De acuerdo a la convencién DH se
obtiene la tabla de parametros indicada en la
tabla 1.

i a; a; d; 6;
cmy 0 0 cmy q1
1 0 | —m/2 a, Q1
cm, | em, | O 0 q,
2 a, /2 0 q
cms 0 0 gz —cmy | 0
3 0 0 q3 0

Tabla 1 Tabla de pardmetros de eslab6n y centros de masa
Cinematica directa

En base a los datos de la tabla 1 se obtienen las
matrices de transformacion de cada marco
referencial respecto al marco anterior.

La matriz de transformacion contiene en
su interior una matriz de rotacion y un vector de
posicién (ver ecuacién 1). La matriz de rotacion
representa la orientacion del marco que se
analiza y el vector la posicion de este.

Ri1 Riz Rz P

T = [R P] — R21 R22 R23 Py (1)
0 1 R31 R3; R3z P
0 0 0 1

La matriz de transformacion
generalizada esta dada por la ecuacion 2

Cgl. —Sgl.Cal. S“isa'i aicgi

i~1p _ S6;  C6;Ca;  TCo;Sa; QiSe; @)
: 0 Sa: Ca: d;

l l

0 0 0 1
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Considerando cg, = cos 6; y de igual
forma sg, = sen 9; .

Debido a que el objetivo del robot es
manipular objetos con el efector final es
necesario obtener una ecuacion que relacione la
orientacion y posicion del efector final con
referencia al marco referencial 0. La matriz de
transformacion de 3 a 0 se obtiene usando las
matrices de los eslabones 1, 2 y 3 y aplicando
algebra lineal.

ST =T 3T 5T ©)

c1€; —S1 €153 c1(azcy +q3s;)
o = [€251 €1 5152 si(azc; +q352) ()
-s; 0 C2 Q1 —Qa3S; T q3C;
0 0 0 1

Considerando c¢; = cosq;,s; = sen q;
con {Hi para union revoluta }
4@ = d; para union prismatica

La ecuacion 4 contiene las 12 ecuaciones
que corresponden al modelo cinematico directo
del efector final.

11 = €16
1 = €281
31 = —5;
T2 = —$1
T2 = C1
73, =0
3 = (15>
T3 = §152
33 = (3

dy = c;(azc; + q35;)
dy = s1(azc; + q352)
d, = a; + qsc; — ays; (5)

Centros de masa

El modelo dindmico del robot requiere las
posiciones y orientaciones de los centros de
masa de cada eslabédn. La figura 1 muestra la
posicion 'y orientacion de los marcos
referenciales de los centros de masa. Los
parametros de los centros de masa se observan
en la tabla 1.

Modelo dinamico

El modelo dindmico relaciona las fuerzas y pares
aplicados con los movimientos articulares. La
tabla 1 contiene los componentes necesarios para
obtener el modelo dinamico del robot.
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La ecuacién 6 corresponde al vector de
fuerzas y torques que se aplica a las
articulaciones.

T=Digd +Ciqq+ G + Fq (6)

Donde D corresponde a la matriz de
inercias, C es la matriz de coriolis, G
corresponde al vector de fuerzas gravitacionales
y F. contiene las fuerzas de friccion de las
articulaciones.

Matriz de inercias (D(q))

La obtencion de la matriz de inercias “D” se
realiza segin la ecuacion 7, esta ecuacion
requiere los jacobianos de cada centro de masa.

D= Zl 1(m ]chl ]vcml +]wcml i- 1R ii— 1R ]wcm) (7)

El jacobiano contiene tanto el jacobiano
de velocidad lineal “J,.” como el jacobiano de
velocidad angular “J,,.”, ambos necesarios para

obtener la matriz de inercias. Mientras que ;_SR
corresponde a la matriz de rotacién anterior del
eslabon que se analiza con respecto al marco 0.
I; corresponde al tensor de inercia del eslabon.

(8)

Ji = ]vi]

wi

El método de obtencidn de los jacobianos
fue el producto cruz. Debido a que las
articulaciones 1 y 2 son rotativas se usd la
ecuacion 10 para obtener sus jacobianos.
Mientras que para la articulacion 3 se aplico la
ecuacion 11. Las ecuaciones se aplicaron
multiples veces hasta alcanzar el valor i del
eslabon. Después se procedid a llenar con 0 los
jacobianos hasta que tuvieran la forma de la
ecuacion 9

J=U1 2 Jsl ©)
Ji = [Zio-l (12)
0 0 0
0 0 0
_lo 0o o
Jemi =10 0 o (12)
0 0 0
1 0 o
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[—CMyCyS; —CMyC1Sy; 07
cm,ci€, —Cmysys, 0
Jor. = 0 —cmye, 0 (13)
cmz 0 —5; 0
0 C1 0
s 1 0 0-
[5152513 - azczfl —0QzC1S2 — Cﬂz@ 0152]
A2C1C2 — €15243 _a25/152 — (25143 5152
Joms =l 0 sGome Gl (14)
0 c 0
1 0 0

Considerando g3 = (cmsz — q3).

Las matrices de los tensores de inercia se
tomaron como matrices generalizadas.

Ixxi Ixyl- Ixzi
Ii = Iyxi Iyyi Iyzi (15)

szi Izyl- Izzi

Una vez obtenidos los jacobianos de los
tres centros de masa correspondientes a cada
eslabon, es posible calcular la matriz de inercia
del robot usando la ecuacion 7.

D11 D12 D13
D= D21 D22 D23
D31 D32 D33

Dy; = Ixxs + Iyy, + Izz, + cmz?mg +
M3q3? — Ixx3C,% + 1225¢,% — IxZ3C,5, —
2cmamsqs + ay’msc, 2 + cmy?mycy? —
cmg *m3cy® — q3°c% + 2cmamaqscy® —
2a,cm3msC,yS, + 2a,m3q3C2S,

Di; = lyzzc; — 1yz; — Ixyss,

Dys =0

Dyy = lyzsc, — Iyz; — Ixyss,

Dy, = mga3 + mycm3 + myem3 —
2maemsqs + msqi + lyys + Izz,

D3 = —a,mg
D3, = —a;mg
D33 = ms (16)

Matriz de Coriolis (C(q,q))

La obtencion de la matriz de Coriolis se realiz6
usando los simbolos de Christoffel. La ecuacion
17 muestra la formula general para obtener los
simbolos de Christoffel.

1 adk]' adki adi]'
i L | 17
Ciik 2{0% + dg;  Oqg (17)

Donde los elementos
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Cyj = Xity (Cijkdi) (18)
Forman la matriz de Coriolis de la forma

Ci1 Ciz Cy3
C= C21 sz C23
C3; Czz Cs3

Lix3 42524, . Iz25G252q,
Cll - 2 - Ixz3CI2C2q2 - 2 -
CMmzmsqs + mszqsqs _ a%m3q'252q2 _ Cm%quZSZqz +
2 2 2 2
Cm§m3q'252q2 m3q§q'252q2 CM3M3q3C2q,
+ + +
2 2 2
aM3q43S2q, M3q343Czq, .
> — 2 — ACM3zM3(;Caq, +
A;M3q3(q3C2q, — CM3M3(3(q3S2q,

- 2
__Mg3q1 S2q,CM3 .
Cip =———"— mzq, S2q,CM3(q3 —

2
M3y S2q,49%
2

+

. . Ixx341 S2q,
a,M3qq C24,q3 — Ixz,G1 C2q, + 2 o
IZZ3q.1 quz . .

2 - IxychZCZ - Iyz3QZSZ -
azmsqi Szq, _ cm3maqs Szq,

2 2

a,msqy Czq,cm3 +

Ci3 = m3q; (2% — 2cmz + a3y,
— 2q3¢% + 2cmyc?)/2

. Ixx3S2q, 225524,
(21 = q1 (Ixz3C2q2 - + 2 +

2 2 2 2
a2m352q2 szmzszqz Cm3m352q2 m3q352q2 +
2 2 2 2

AyCM3M3Coq, — AM3(3C2q, +
cm3m3q3szq2)
Cy; = —m3zqs(cmz — q3)
Cr3 = —m3qs(cmz — q3)

— . . . 2
(31 = cmgmzq; — Mm3qs3q, — CMzM3q; 5

. 2 .
+ M3q3q1 €3 — A;M3(qq C2S;
(3, = cmgmszq, — Mms3qsq;

0 (19)

)
w
w

Il

Tomando en cuenta que s,,, = sen 2q;
Y C2q; = COS 2q;

Vector de fuerzas gravitacionales (G q))

El vector gravitacional contiene la fuerza
producida por la gravedad en cada articulacion .
Este es obtenido mediante la ecuacion 21 la cual
requiere la energia potencial (ecuacion 20)

Ep = Xit: (mig" iP) (20)
— %
= 95 (21)
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G4 La figura 2 muestra el modelo realizado
G =|Gy en SOLIDWORKS 2019. El set de ecuaciones
Gs 25 muestra las constantes necesarias para
G, =0 simular el modelo en Simulink.
G, = gms(azcz —s,(cmg — Q3)) — CM,g m,C,
G; = gmsc, (22) a; = 0.1m
a, =0.1m

Friccion (F,.)

Las articulaciones que unen los eslabones
poseen friccidn, por motivos de simplicidad a la
matriz de fricciones se le asignaron valores de
uno.

10 0
F,=10 1 0 (23)
00 1

Simulacion en Simulink de Matlab 2015

Para a simulacion en Simulink se requiere el
modelo dindmico anteriormente obtenido
(ecuacién 6) y se manipula algebraicamente a
manera de despejar . Esto se realiza para poder
conocer el valor articular de las articulaciones en
base a la fuerza que se introduzca al sistema.

§=D"'(r-Cq—G-Fq) (24)

La ecuacion 24 se introducird en un
bloque de funcion en Simulink, posteriormente
se le asignaran los valores necesarios para las
constantes. Las constantes del robot se
obtuvieron al realizar un modelo en
SOLIDWORKS con una aleacion de aluminio
1060 como material y se inspeccionaron las
propiedades de cada eslabon para obtener las
masas Y tensores de inercia correspondientes.

Figura 2 Modelo del robot en SOLIDWORKS 2019
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cmy; = 0.07045m
cm, = 0.04375m
cmsz = 0.05214m
m; = 0.03442 Kg
m, = 0.05988 Kg
m; = 0.04860Kg

5.00 x 1075 0 0
I, = [ 0 5.00 x 1075 0 Kgm?
0 0 5.42 %1077
135%1075  2.4%1071° —2.52x107°
I, = [ 24%1071°  1.05%10™* —1.1x10"1°[Kgm?
—2.52%107° —1.1%10"1° 924x1075
7.14 % 1075 0 0
Iy = [ 0 7.52 %10~ 0 kgm>  (25)
0 0 4.59 x 1076

Ley de control par calculado

Esta ley de control se basa en separar los
términos lineales y no lineales, esto se realiza
con el propdsito de obtener una respuesta lineal
y un comportamiento mas uniforme.

La ecuacion 6 se puede reescribir de la
siguiente manera: (ver ecuacion 26)

T =Y.400 (26)

La separacién de los términos no es mas
que una factorizacion de los componentes donde
“Y” contiene todos los términos no lineales y “6”
los términos lineales.

Una vez obtenidos los términos
necesarios se agrego la sefial de control ©

T=1 + Y(qd'qd'q)e (27)

considerando % = K,Aq + K,Aq donde
K, y K, representan las ganancias, Aq y Aq los
errores de posicion y velocidad.

El modelo en Simulink aplicando la
ecuacion 27 se puede observar en la figura 3
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Figura 3 Control par calculado en Simulink

& ot

qqaqd

(27 Maa @y
qqd fen

“{J
*

Matrix pe—

~
Mutiply 7"( | )
lllﬁlll1.1'> P mea e Y*etha
Matrix Mutply

corantes de masa
: ‘ tena
y longfudes

[

tensores de iInercia

fen

Tetha
Figura 4 Matriz Y y vector 8

El regresor y el vector 8 se encuentran
dentro del bloque “Y*tetha” (figura 4), mientras
que los componentes del bloque T’ se pueden
observar en la figura 5.

1) - }piag AQ'kp
qd .

Fromag

C2) ~>Q—>,\q AGTkY
qqd :

From qq

Figura 5 Contenido del bloque T’

El contenido de los bloques Kp y Kv es
simplemente son las ganancias que multiplican
al error correspondiente.

i [1]2]3
K, |7
K, |[1]1]1

[op)
ol

Tabla 2 Ganancias K,, y K,
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Modelo Cinemético Inverso

Para poder trabajar en el espacio cartesiano de
manera adecuada es necesario tener el modelo
cinemético inverso, este se encargard de
convertir las coordenadas cartesianas a valores
articulares los cuales seran usados por la ley de
control.

El valor articular para cada articulacion
se obtiene en funcion a las posiciones deseadas.
La figura 6 muestra el robot en una posicion de
la cual se pueden despejar los valores articulares
usando  funciones  trigonométricas.  Las
ecuaciones 28, 29 y 30 muestran el valor
necesario para alcanzar la posicién deseada.

q; = tan™' (Yq/X4) (28)

- Zg—-a
q2=c051< S|

——_— —COS_l _ (29)
Xa?+Ya* +(Za—a1)? Xa?+Yg*+(Zg—ar)?

G = XAV T a)t—a? (@)

!

Z

Figura 6 Proyeccion ortografica del robot
Trayectoria

La trayectoria que se probd se encuentra descrita
por la ecuacion 31 esta trayectoria es una espiral
gue comienza desde abajo hacia arriba (grafico
1).
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0.2+ .1cos(5t+m/2)
Ty = .2sin(5t+m/2) (31)
0.15 + t/10

El modelo final incluyendo los bloques
de cinematica inversa y trayectoria se puede
observar en la figura 7.

bl e -

LS O S L—l v“[r—l q

f _J qqq}—+ =}
L:}_._ |  ROBOTRRP

BT

Figura 7 Modelo del robot en Simulink
Resultados

El robot con una posicién inicial segin la
ecuacion 32 y siguiendo la trayectoria descrita
por la ecuacion 31 tiene una respuesta aceptable
con un error inicial pero después de un cierto
tiempo logra converger en la trayectoria
deseada. En el grafico 1 se puede ver la
trayectoria deseada en verde y la trayectoria del
efector final en azul

0.1
Po=| 0 (32)
0.15

Mientras que el grafico 2 muestra los
valores articulares en el tiempo. Teniendo en
cuenta que las lineas en verde representan la
articulacion 1, las de color azul la articulacion 2
y en naranja la articulacion 3. Las lineas
punteadas representan el valor articular
necesario para seguir la trayectoria deseada, y las
lineas continuas son los valores articulares reales
del robot.
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trayectoria

s 63 - 02 aey
04

Gréfico 1 Comparacion de trayectoria deseada con la
trayectoria descrita

Ll
o
»

LY
LYY
M

| |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Segundos

Gréfico 2 Valores articulares en el tiempo; q,(verde) y q,
(azul) en radianes, q; (naranja) en metros

Conclusion

El grafico 1 nos muestra a el efector final
logrando alcanzar la trayectoria final con un
pequefio margen de error al comienzo. Si se
observa el grafico 2, el efector final convergié en
la trayectoria final a los 1.25 segundos
aproximadamente, esto debido a que la
articulacion dos fue la ultima en converger en el
valor articular deseado, mientras que las
articulaciones 1 y 3 convergieron al transcurrir
un segundo.
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El control por par calculado resulta ser un
control muy preciso debido a que toma en cuenta
las velocidades y aceleraciones articulares,
ademas de que al separar los términos entre
lineales y no lineales, se logra tener un control
mas uniforme.

El articulo desarrollo el disefio,
modelado y control del robot, con motivos
didacticos a manera de servir como guia para
cualquier lector con dudas en como modelar o
controlar algun robot.
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