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Resumen

En este trabajo se muestra el modelo matematico del
sistema no lineal de un péndulo tipo Acrobot sobre un
carro, el cual consiste en un brazo planar de dos uniones
de revoluta, con un actuador en el codo, pero sin actuador
en el hombro, mediante el método de Euler-Lagrange.
Ademas, se propone una estrategia de control robusto para
lograr la estabilizacién del péndulo Acrobot sobre un carro
en su posicién invertida en un marco de referencia no
inercial, en donde este efecto incluye reaccion de fuerzas
y movimientos relativos que pueden potencialmente
alterar el comportamiento del sistema. El algoritmo
propuesto es el control adaptable por modos deslizantes
(ASMC), el cual altera la dinamica de un sistema no lineal
mediante la aplicacion de una sefial de control discontinua
que obliga al sistema a “deslizarse” hasta alcanzar el punto
de estabilidad deseado, cuya principal ventaja es el
rechazo de incertidumbres, y efectos no inerciales. Para su
implementacidn se cuenta con una simulacién numérica en
la plataforma de Simulink

Sistemas no lineales, Acrobot, Modos deslizantes

Abstract

This work shows the mathematical modeling of the non-
linear system of an Acrobot on a car, which consist in a
planar rotational mechanism with two joints of revolute,
with an actuator in the elbow, but without actuator in the
shoulder through the classical Euler-Lagrange method. In
addition, a robust control strategies is proposed to achieve
the attitude stabilization of the inverted position of
Acrobot on a car in a non-inertial physical framework,
these include reactions forces and relative motions which
can potentially alter the performance of the system. The
algorithm proposed is the Adaptive Sliding Modes Control
(ASMC), which alters the dynamic of a non-linear system
applying a discontinuous control signal that forces the
system to “slide” until reaching the desired stability point,
whose the main advantage is reject modeling uncertainties
and non-linear effects , which result from the accelerated
framework of reference to which Acrobot on a car.
Implementing a scheme by numerical simulations in the
platform Simulink.
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Introduccion

El Péndulo invertido sobre un carro es un
ejemplo cl&sico no lineal de un sistema
subactuado [10], cuya respuesta fisica puede ser
acoplada a un marco de referencia inercial 0 no
inercial. En el caso de ser no inercial [21], esto
significa que una vez que el sistema sea
modelado, y se disefie una estrategia de control,
deben incluirse las fuerzas de reaccion y
movimientos relativos debido al marco
referencial acelerado, los cuales alteran el
comportamiento del sistema en general, caso
contrario al marco de referencia inercial. En el
caso de los péndulos, pueden ser analizados y
estudiados desde un marco de referencia no
inercial ([7],[8], [20]), con un componente movil
(carro o eslabén) tomado como un marco
referencial acelerado (no inercial) o marco de
referencia inercial (es decir, sin aceleracion).

Los péndulos son sistemas ampliamente
estudiados tanto en aplicaciones del area de
robética, como por ejemplo cuando se necesita
simular un brazo planar como en [2], asi como
en teoria de control debido a su respuesta
inestable, por lo que pueden presentar diferentes
configuraciones agregando complejidad al
sistema, tal el caso de: el péndulo simple, el
péndulo rotatorio, el péndulo Foucault, péndulo
de Furuta, péndulo sobre un carro y los péndulos
dobles.

En [13] sistema Cart-Pole esta
constituido por un péndulo simple invertido que
rota libremente mientras es colocado sobre un
carrito actuado. Por otra parte, el péndulo doble
sobre un carro [15] consiste en dos eslabones no
actuados, unidos a una plataforma movil, sin
embargo, existen variaciones de este tipo de
péndulo doble, tales como el Pendubot [(2),(19)]
y el Acrobot, cuya diferencia radica en la
ubicacion del torque, ya que el Pendubot,
asemeja el brazo de una persona, por lo que la
entrada de control se localiza en su primera
unién u hombro, mientras que el segundo
eslabon o codo rota libremente, caso contrario
con el Acrobot, el cual es similar al
comportamiento de un gimnasta de barras
paralelas, dado que el torque esté localizado en
el segundo eslabon o cadera, mientras que el
primer eslabon rota de forma libre [9]. Para este
trabajo, se considera un marco de referencia no
inercial aplicado al Acrobot sobre un carro, en el
cual se incluiran tanto las fuerzas de reaccion
como los movimientos relativos que genera el
carro al péndulo.
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En algunos casos, en el estudio de los
péndulos, se contempla en un marco referencial
no inercial, presentan reacciones que pueden
causar inestabilidad incluso al algoritmo de
control, por lo que una alternativa para lidiar con
dindmicas indeseadas es contemplar en el
modelado perturbaciones, incertidumbres y
efectos no lineales. Los métodos de control
pueden ser enfocados tanto en la tarea de postura
como en la de balance, tal el caso del control
robusto, quien puede llegar a rechazar dinamicas
y perturbaciones desconocidas de un sistema,
ejemplo de ello es el Control por Modos
Deslizantes (SMC: Sliding Mode Control) que
es una estrategia de control para sistemas no
lineales ([18],[22]), sin embargo la principal
desventaja del SMC es el fendmeno llamado
chattering ([5],[6]), aunque existen métodos para
controlarlo, tal el caso de [18] o el uso de un
controlador de orden superior por Modos
deslizantes ([12],[14]). Un ejemplo para el
control de postura y estabilizacion es [14], en
donde una estrategia SMC se aplica a un sistema
Cart-Pole, el cual rechaza perturbaciones
agregadas y reduce el chattering.

El disefio de un controlador robusto
basado en el algoritmo de Super-Twisting para
un Acrobot en [3] es utilizado para la
estabilizacion de la postura y el rechazo de
efectos no deseados en un marco referencial no
inercial. Otra variante del SMC es del Control
Adaptable por Modos deslizantes (ASMC:
Adaptive Sliding Mode Control), el cual
contempla dos metodologias desarrolladas en
[11], para ambos casos se cuenta con una
ganancia ajustable de manera dinamica [11], es
decir, adaptable ([16],[17]), lo cual permite
rechazar incertidumbres o perturbaciones
acotadas sin su conocimiento, implicando asi el
mejoramiento de las caracteristicas dinamicas
cuando las propiedades de la planta o el entorno
estén variando.

En este trabajo, la estrategia de control
ASMC asegura la estabilizacion de la posicién
invertida del Acrobot sobre wun carro
en un marco de referencia no inercial,
incluyendo fuerzas de reaccion y movimientos
relativos que pueden alterar el comportamiento
del péndulo. El control serd comparado con un
PID y finalmente los resultados obtenidos
mostraran la robustez del control estudiado para
rechazar los efectos no deseados, frente al
control clasico PID.
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Modelo Matematico Del Acrobot Sobre Un
Carro.

El Acrobot es un mecanismo subactuado de dos
grados de libertad con un torque aplicado en la
union de los dos eslabones [9]. De esta forma
y considerando el modelo del Acrobot como
un modelo humano, es posible simular
un movimiento, y presentar su dinamica.
El Acrobot sobre un carro es presentado en la
Figural, donde una aceleracion constante w es
tomada en cuenta, debido a que la dindmica del
Acrobot es afectada por el movimiento del carro,
lo cual significa que el sistema se encuentra bajo
un marco de referencia no inercial.

La funcion Lagrangiana, obtenida por la
ya conocida ecuacion de Euler-Lagrange, puede
ser calculada mediante en la cual Q_i representa
el vector de fuerzas generalizadas.

qoq aq Qv i=12 (1)

Los parametros del Acrobot sobre un
carro son:

w = Aceleracion horizontal del carro.

x= Desplazamiento horizontal del carro.

q; = Angulo entre el eslabon 1y la horizontal.
q, = Angulo entre el eslabon 2 y el eslabon 1.
T = Torque de entrada.

g = Aceleracion gravitacional.

m,, m, = Masas de los eslabones 1y 2.

L;, L, = Longitudes de los eslabones 1y 2.
l.1,1., = Distancia del eje del centro de masa de
los eslabones 1y 2.

Ii 72,12,z = Momentos de inercia de los
eslabones 1y 2.

Por lo que, sean:

my1G; + myaqs — ¢CI% —2¢G1q, + -+
+(hy + hy)g = 64 (2)

My1Gy + Myyqy + ¢qi + hyg =746,

Las ecuaciones dindmicas del sistema, la
matriz del Acrobot sobre un carro [3] es descrita:

M(q)§+Clq,9)q+G(q) =Q 3)

Donde g e R? representa el vector de
coordenadas generalizadas. La matriz de inercia
se describe como:
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Mll MlZ]

M@ = [y 2 @

Con los coeficientes

My = myLi + mylZ +myld, + 1y + Iy pp .
+2m,L4l.,c0s(q;)
My, = Myy = myle; + I 5, + myLylepc0s(qy)
My, = mzlgz + 1,

La matriz de Coriolisis y la matriz de
fuerzas centripetas:

206 04 6

Donde ¢ = m,L,l., sin(q,). ElI vector
de gravedad esté dado por:

G(q) = [(hy + hy)  hag]” (6)
Tomando en cuenta que:

hy = (myleq + myLy)cos(qy) (7)
h, = myl.,cos(qr + qz2)

Figura 1 Péndulo Acrobot sobre un carro en un marco de
referencia no inercial
Fuente: Elaboracion Propia

El vector de fuerzas generalizadas es
presentado de la siguiente forma:

Q=1[6 t+6]" (8)

Donde t€R es el torque de entrada, y
d_1,6_2€R son los efectos inducidos no lineales
por el movimiento del carro:

01 = [(myley + myLy) sin(qy) + myle, sin(qy + qx)]w
8, = [myle,sin(qy + q2)|w
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Ademas, el Acrobot sobre un carro puede
ser representado mediante Espacio del estado.
Dado que

det(M) = My M, — M, > 0 ©)

El Acrobot en [18] es reorganizado y
multiplicado por la matriz de inercia M~1(q),
resultado

1)
G=M"1Q—-C(q9q—-G6]= [r +16-: il.uz] (10)

Ahora, los términos son:

1 = —¢q3 — 2¢q1q, + (hy + hy)g (11)
ty = $14% + hag

La matriz inversa M~1 es:

Mll MIZ]

-1 _
= g 12)

Con los componentes,

Mll
MllMZZ - MlZ
iy, = iy, = — 2
12 — 21 —
MllMZZ - MlZ
M22 -
MllMZZ - MlZ

Las ecuaciones para las aceleraciones
son dadas por:

G1 = M1 (81 + 1) + My2(82 + 12) (13)
G2 = M12(81 + p1) + M32(62 + p12)

La ecuacion (13) puede ser reducida
sustituyendo:

f1(t;CI(t)) = @11(51 + ) + @12(52 +uz) (14)
fz(t»Q(t)) = M15(61 + pq) + My3(6; + pp)

Los términos representan los efectos no
deseados actuando en el sistema. Los efectos no
inerciales &,,68, inducidos por el carro son
incluidos como parte de f;, f5. Con T == u(t),

g = f1(t,.q) + I\ZMU(t) (15)
Gz = f2(t, @) + Mu(t)

El Espacio del Estado es definido de la
siguiente manera:
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x = [q1,92, 41, 9> ]T = [xl,xz,x3,x4]T (16)

Asi, la dindmica del Péndulo, en la
representacion de Espacio del Estado es:

X3
. X4
= | A x(©) + Mipu() 4
fo(t, x(t)) + Myau(t)

A. Disefio del Controlador Adaptable

El proposito del control para el Acrobot en un
marco referencial no inercial estd basado en el
Control Adaptable por Modos deslizantes,
asegurando un ajuste adecuado de la magnitud
de la discontinuidad del control como en [11],
dentro de la “fase de alcance”, esto es, cuando
las trayectorias estan fuera de la superficie de
deslizamiento.

La estrategia de control consiste en
estabilizar la posicion de los estados del Acrobot
en su forma invertida mientras rechaza los
efectos inducidos no deseados con el
movimiento del carro, lo cual se logra con la
ganancia dindmica de la parte adaptable.
Algunas aproximaciones del control robusto
para el sistema péndulo invertido son disefiados
como un control de switcheado, con una parque
que provee el impulso para elevar el péndulo a la
posicion invertida y otra parte que controla el
balanceo, sin embargo, para este trabajo no se
toma en cuenta la fase de impulso, ya que seran
fijadas las condiciones iniciales indicando la
postura de arranque, en donde los eslabones 1y
2 tendrén la posicion invertida:

x(0) = (x1(0),x,(0), x3(0), x,(0)) (18)
x(0) = (g,o,oo)

Para diseflar el ASMC es necesario
definir la variable de deslizamiento. Como en
[19], esta variable tomara en cuenta los estados
correspondientes a la posicion y velocidad del
péndulo. Esta variable de deslizamiento, en
particular, es elegida para que el sistema tenga
una respuesta de orden reducido cuando se
obligue a esto [17]. La variable de deslizamiento
se define como:

S=C1x1 + Caxy + X3 + Xy, (19)
c1,¢, >0

La cual toma en cuenta a todos los
estados del Acrobot. Por otra parte, la variable
dinamica de deslizamiento es:

TREJO-SOSA, Laura Elena & ALAZKI, Hussain. Control Robusto
Adaptable para Sistema no inercial: Acrobot sobre un carro. Revista del
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s=f1000)+ fo0x,t) + c1x5 + - (20) Las condiciones iniciales, en ambos

+epxq + (Myp + Mpp)u(t)
S =@(x,t) +c1x3 + x4 + Mt

Donde M = M,, + M,,, y los efectos no
deseados f; (x,t) + f,(x, t) se agrupan

(p(x! t) = fl(x' t) +f2(x' t) (21)

El control z(t) debe conducir a la
variable deslizante (19) a la estabilidad en
tiempo finito, y esto puede ser obtenido con el
ASMC considerando:

(t) = —%(u + C3Xx3 + C4Xy), C3,64 >0 (22)
u(s, t) = —K(t) (1 +1 “IxI |2 + e) sign(s(x)) (23)

Donde la ganancia K (t) puede variar en
un rango de [n,k*], n > 0 es un minimo valor
de K, 1=0,e>0. ElI pardmetro e es
introducido para obtener solo valores positivos
para K. De modo que el controlador es descrito
como:

T(t)z—%(l((t)<1+l /||x||2+6)*... (24)

* Sign(s) + c3x3 + C4xy
Simulacion de Resultados

De forma que se muestre el comportamiento del
método propuesto en este trabajo, se realizaron
simulaciones numéricas para el Péndulo
Acrobot. Este control fue probado en el Acrobot
sobre un carro con el ASMC usando los
parametros fisicos en la simulacion mostrados en
la Tabla 1, ademés, un control PID fue
comparado en él, de la forma:

1 N
P+I-+D— (25)

s 1+N3

Notacién Va!o!' Notacién Va!o!’

numérico numérico

m 0.265kg Lex 0.103m

m, lep

Ly 11,22, 2.3428x107*

LZ 0.206m IZ,zz kgmz

Cq 1 Cy 3

n 0.001 w 0.5m/s?

k* 3 g 9.81m/s?

A 3.2 € 0.003

P —0.0115 C3,C4 1

1 —0.0017 D —0.0183

Tabla 1 Parametros para la simulacion del Péndulo
Acrobot sobre un carro del control ASMC y el PID
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casos, son elegidas en el punto de equilibrio
inestable, es decir, posicion invertida

x(0) = (x1(0),x2(0), x5 (0), x4(0))

x(0) = (g,o,oo) (1)

El ASMC estabiliza los estados x, ,
correspondiente al primer eslabon y x,, que
corresponde al segundo eslabon, en las
posiciones deseadas, de modo que en las Figuras
2 y 3, respectivamente, se presentan sus
comportamientos.

~

)]
T

| WW JW\/W{ WW UWW WA WA AAAAA]

Estado X, con ASMC (rad)
w S (6)]
l ——

N

-

10 20 30 40 50 60
time(seg)

o

Figura2 Respuestadel estado x; con ASMC del Péndulo
Acrobot sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia

2

-
T

° ‘Hw’mm VW\M VAVAAANAAAAAI A A A s A

Estado X, con ASMC (rad)

0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

Figura3 Respuesta del estado x, con ASMC del Péndulo
Acrobot sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia

Ambos estados cumplen con las
condiciones iniciales. Respecto al estado x; se
aprecia que estabiliza muy cerca de 4.7124

. 3w T .
radianes o > lo cual significa que el primer

eslabon da algunas vueltas antes de alcanzar el
punto deseado Yy el estado x, se encuentra cerca
de los O radianes, lo que fisicamente representa
varios movimientos previos a la posicion
invertida, mientras que los  estados
correspondientes a la velocidad angular x5 y
X, presentan en la Figura 4.

TREJO-SOSA, Laura Elena & ALAZKI, Hussain. Control Robusto
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100 ! ! | ! !
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Figura4 Respuesta de los estados x5 y x,con ASMC del
Péndulo Acrobot sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia

El error a la respuesta del estado x,, es
decir, el correspondiente a la posicion angular
del eslabdn 1, se presenta en la Figura 5,

\[WWMMMNWWMNU\MW sfuﬁ/\f\!\f\/\}\/\/vv\m\/www\;

Error del estado x1(rad)
1=

0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

\K\M{\N\N WW\/WV‘-/\/"JW\/"./\/‘\:’V‘\/\f\/\/\/\/WVWW\/W\/wwwwww

Error del estado xz(rad)
(=]

0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

Figura 5 Respuesta del error de los estados x; y x, con
ASMC del Péndulo Acrobot sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia

Donde, en la parte superior, mientras que
en la parte inferior, se muestra el error
correspondiente al estado del segundo eslabon,
X5.

La respuesta de la sefial de control del
ASMC respecto al comportamiento del sistema
es mostrado en la Figura 6.

0.4
(&)
= 0.2
w0
< n
§ 0 | T Py FOr T et [ (R
= YWWY WA y
S
o
© -0.2
by =
©
L -
o -0.4

0.6 . - ; : :
(0] 10 20 30 40 50 60

time(seg)

Figura 6 Respuesta de la sefial del control ASMC del
Péndulo Acrobot sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia
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Por otra parte y como objeto de
demostracion de la robustez del ASMC frente a
otro control, se eligio el control clasico PID en
su forma paralela. La respuesta de los estados
X1,X2,X3 , Y X, (Que corresponden a las
posiciones angulares y las velocidades angulares
del Acrobot sobre un carro se pueden apreciar en
la Figuras 7, respectivamente.

g 2
6( :
£ 4 WNMW Wﬂw’mwm“wm £ o WM\‘ IIIWI\W“WI\\'MVA\WMWA\WWW
ooy N
= -1
4 2
i} 20 40 60 0 20 %0 i
time(seg) time(seg)
20 20
A0 10
® e
g o W E o RN PO
* >
-10 10
-20 20
0 20 40 60 0 20 PP o
time(seg) time(seg)

Figura 7 Respuesta de los estados del Péndulo Acrobot
sobre un carro con PID
Fuente: Elaboracion Propia

La respuesta del error del estado x;
aplicando el control PID se ve en la Figura 8 en
la parte superior, mientras que en la parte inferior
se ve el error correspondiente al estado x,.

N

W}WLW I MWN\JWWWMWJ\MM\MW\MN\;

Error del estado x,(rad)
Q

0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

BN

mﬁVWMAN\MNWV‘NW ARV AN AAAAN AR

Error del estado xz(rad)
Q

-2

0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

Figura 8 Respuesta del error de los estados x, y x,con
PID del Péndulo Acrobot sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia

Con las Figuras previas, se realizd una
comparacion del uso de los controladores ya
mencionados.

Es por ello que, en la Figura 9, se
presenta la respuesta del estado x; cuando el
ASMC es aplicado, asi como con el PID.

En ella se aprecia la robustez del control
elegido frente a la comparacion realizada con el
PID. Lo mismo se hizo para el estado x, (véase
Figura 10).
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Figura 9 Comparacion de la respuesta del estado x,
aplicando ASMC y PID al Péndulo Acrobot sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia

22—

X, con ASMC

1 — ——x, con PID

an

1
Lol Rt R phsp v any s
hg AOA AT . P i
W A AR AR RO
-1 2
| o A <
2 T v N PEST
-2
3 >
0 1 2 3 4 5

0 10 20 30 40 50 60
time(seg)

Estado X, con ASMC vs PID (rad)

Figura 10 Comparacion de la respuesta del estado x,
aplicando ASMC y PID al Péndulo Acrobot sobre un carro
Fuente: Elaboracion Propia

Conclusion

En este trabajo se presentd un modelo
matematico a partir del Lagrangiano seguido de
las matrices correspondientes al Espacio del
estado para el Acrobot sobre un carro en un
marco de referencia no inercial. Ademas, el
disefio del Control Adaptable por Modos
Deslizantes fue implementado para estabilizar al
sistema en suposicién invertida. En la
simulacion mediante la plataforma de Simulink
del software de Matlab® ,se visualizo el
comportamiento del sistema no inercial con la
metodologia adaptable, la cual fue comparada
con la respuesta de un control PID, y los
resultados mostraron robustez cuando se aplicé
el ASMC al rechazar los efectos no inerciales no
deseados.
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