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Presentación 
 

 

 

ECORFAN, es una revista de investigación que pública artículos en el área de: Revista del Diseño 

Innovativo. 

 

 

En Pro de la Investigación, Enseñando, y Entrenando los recursos humanos comprometidos con la 

Ciencia. El contenido de los artículos y opiniones que aparecen en cada número son de los autores y no 

necesariamente la opinión de la Editora en Jefe. 

 

 

 Como primer artículo Control de Seguimiento de Trayectoria en el espacio operacional de robot 

manipulador actuado por motores de inducción por TORRES DEL CARMEN, Felipe,  MONTES-

RENDÓN, Azucena, GONZÁLEZ-HUITRÓN, Víctor,  GUERRERO-RAMIREZ, Gerardo, y MOTA-

CRUZ, Juan Esteban,  con adscripción en Tecnológico Nacional de México y Universidad Politécnica 

del Estado de Guerrero, como siguiente artículo Diseño de un absorbente pendular para una estructura 

tipo edificio por FLORES-SANCHEZ, Diego Armando, ZAMORA-CAMPOS, Luis Alberto y 

ABUNDIS-FONG, Hugo Francisco, con adscripción en Universidad Politécnica de Pachuca e Instituto 

Tecnológico de La Laguna, como siguiente artículo Diseño y control de un sistema generador de 

electricidad de disco- stirling por AGUILERA-JIMÉNEZ, Miguel Ángel, J.-PAUL, Christopher, 

NÁJERA-HERNÁNDEZ, Erick, MARTÍNEZ-VELÁZQUEZ, Francisco Javier, HERNÁNDEZ-

PÉREZ, Javier y HERNÁNDEZ-CORTÉS, Tonatiuh, como siguiente artículo Instrumentación y 

desarrollo de una plataforma de vehículo terrestre para la obtención de posicionamiento RTK por 

RODRÍGUEZ-CRESPO, Marco Antonio, TREJO-MACOTELA, Francisco, ESPINOZA-QUESADA, 

Eduardo y FREY, Andreas, como siguiente artículo Modelado difuso T-S de un motor de CD y diseño 

de una estrategia de control PI difuso con ganancias programables por PADRE-ÑONTHE, Juan David, 

RAMOS-FERNÁNDEZ, Julio Cesar, MÁRQUEZ-VERA, Marco Antonio y LAFONT-Frederic, con 

adscripción en Universidad Politécnica de Pachuca y Université de Toulon, como siguiente articulo 

Sincronización de sistemas caóticos descritos por modelos T-S usando propiedades de regulación y 

observabilidad difusa por Hernández-Cortés, Tonatiuh, Rivera-Arreola, Daniel E., Meda-Campaña & 

Jesús A., con adscripción en Universidad Politécnica de Pachuca e Instituto Politécnico Nacional. 
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___________________________________________________________________________________________________ 

 

Resumen 

 
Este trabajo trata con el control de seguimiento de 

trayectoria en el espacio operacional de un robot 

manipulador actuado por motores de inducción con 

disponibilidad del espacio total del estado del sistema. El 

par requerido por el robot manipulador es considerado 

como el par de carga para los motores de inducción. La ley 

de control se ha diseñado en base a la metodología de 

Lyapunov para mantener convergencia global y asintótica 

de los errores de seguimiento en su respuesta en lazo 

cerrado. Las simulaciones realizadas con parámetros 

reales, obtenidos de hojas de datos, muestran que el 

controlador propuesto logra el seguimiento de la 

trayectoria deseada en un tiempo finito. 

 
 

Robot Manipulador, Seguimiento de Trayectoria, 

Diseño de Lyapunov, Motor de inducción 

 

Abstract 

 
This paper deals with the tracking control on the 

operational space of a robot manipulator driven by 

induction motors in the case where the full state-space is 

available. The required torque for the robot manipulator is 

used to be the load torque for the induction motor. The 

control law has been designed based on the Lyapunov 

methodology to yield global asympthotic convergence of 

the tracking closed-loop errors. Simulations with rear 

parameters taken from data sheets show that the controller 

reaches the tracking of the desired trajectory in a finite 

time. 

 

 

 
Robot Manipulator, Tracking Control, Lyapunov 

Design, Induction Motor 
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Introducción 

 

Los robots manipuladores industriales 

comúnmente utilizan motores de corriente 

directa (CD) tipo sin escobillas (brushless) como 

actuadores. Los imanes permanentes que 

requieren estos motores, los hacen costosos en su 

inversión inicial así como en el mantenimiento 

preventivo que debe realizarce.  

 

Una alternativa para reducir estos costos 

en los actuadores, ha sido el uso de motores de 

inducción trifásicos de jaula de ardilla. Los 

motores de inducción (MI) tienen la ventaja de 

brindar un alto par de salida, bajo costo de 

inversión inicial y prácticamente nulo 

mantenimiento. Su desventaja se aprecia en la 

alta no linealidad de su dinámica que dificulta el 

control en tareas de seguimiento de trayectoria, 

en particular en el espacio operacional o de 

trabajo. 

En (Hu, Dawson y Qian, 1996) se 

describe un controlador adaptable de 

seguimiento de posición de una articulación por 

realimentación de estado parcial en el espacio de 

articulación, sin mediciones del flujo del rotor. 

En (Seleme, 1999) se estudia el control 

de robots manipuladores rígidos conducidos por 

motores de inducción en el espacio de 

articulación. Incluyeron la dinámica total del 

sistema en el diseño del controlador para el 

seguimiento de la trayectoria eléctrica y 

mecánica de un robot manipulador rígido de 2 

grados de libertad (g.d.l.). 

 

En (Guerrero-Ramírez y Tang, 2001) se 

ataca el problema del control descentralizado de 

robots rígidos actuados por motores de 

inducción por alimentación de corriente, en el 

espacio de articulación. Así también, en (Hsu y 

Fu, 2005) se trata con el control descentralizado 

adaptable de robots manipuladores actuados por 

MI por alimentación de corriente.  

 

 

Se acoplaron los motores de inducción 

como actuadores de las 3 articulaciones de un 

robot PUMA 560, en el espacio de articulación. 

 

En (Diniz et al., 2012) se controla un 

robot planar de dos grados de libertad, actuado 

por motores de inducción trifásicos bajo un 

control de modos deslizantes, en el espacio de 

articulación. 

 

En todos los trabajos citados, la ley de 

control se diseña en el espacio de articulación. 

Por tanto, el objetivo de este trabajo consiste en 

diseñar una ley de control que incluya las 

dinámicas del robot manipulador y del motor de 

inducción para el seguimiento de trayectoria 

deseada en el espacio operacional o de trabajo.  

 

El artículo está estructurado de la siguiente 

manera: en la sección II se describe el modelo 

dinámico del robot manipulador y las 

propiedades del mismo. En la sección III se 

presenta el modelo dinámico y control del motor 

de inducción. En la sección IV se muestra el 

acoplamiento de las dinámicas del robot 

manipulador y del motor de inducción. En la 

sección V se diseña la ley de control basado en 

la metodología de Lyapunov. En la sección VI se 

exponen las pruebas y resultados de las 

simulaciones realizadas, las conclusiones son 

presentadas en la sección VII. 

 

Metodología 

 Modelo del robot manipulador 

Se considera un robot manipulador, 

completamente actuado, sin fricción, con 𝑖 =
1, … , 𝑛 articulaciones. Los vectores de 

coordenadas de las articulaciones de los robots 

son 𝑞𝑖 ∈ ℝ𝑛. Usando el formulismo de Euler-

Lagrange, el modelo dinámico del robot es dado 

por: 

 

𝑴(𝑞𝑖)𝑞̈𝑖 + 𝑪(𝑞𝑖, 𝑞̇𝑖)𝑞̇𝑖 + 𝒈(𝑞𝑖) = 𝝉𝑖, (1) 
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Donde 𝑀(𝑞𝑖) ∈ ℝ𝑛×𝑛 es la matriz de 

inercias,  𝐶(𝑞𝑖, 𝑞̇𝑖) ∈ ℝ𝑛×𝑛 es la matriz de 

fuerzas de Coriolis y fuerzas centrífugas, 

𝑔(𝑞𝑖) ∈ ℝ𝑛 es el vector de fuerzas debidas a la 

acción de la gravedad y 𝝉𝑖 ∈ ℝ𝑛 es el vector de 

pares de entrada. Por simplicidad de notación, se 

evitará el uso de negrita para vectores y matrices. 

Este modelo contempla las siguientes 

propiedades (Rodríguez-Ángeles y Nijmeijer, 

2004): 

P1. La matriz de inercias 𝑀𝑖(𝑞𝑖) ∈ ℝ𝑛×𝑛 es 

simétrica y definida positiva para todo 𝑞𝑖 ∈ ℝ𝑛. 

P2. La matriz [𝑀𝑖
̇ (𝑞𝑖) − 2𝐶𝑖(𝑞𝑖, 𝑞̇𝑖)] es 

antisimétrica, por lo que para toda 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 

𝑥𝑇[𝑀𝑖
̇ (𝑞𝑖) − 2𝐶𝑖(𝑞𝑖, 𝑞̇𝑖)]𝑥 = 0. 

 

Modelo y control del motor de inducción 

El modelo dinámico del motor de inducción y su 

control no lineal fue tomado de (Marino et al. 

2010), donde los vectores de corriente y flujo 

(𝑖𝑎, 𝑖𝑏), (𝜆𝑎, 𝜆𝑏) del modelo (𝑎. 𝑏)) fijo al 

estator, son utilizados para expresar las 

ecuaciones del modelo en un esquema de campo 

orientado  (𝑑, 𝑞).  

 
𝑑𝜔𝑚

𝑑𝑡
= 𝜇𝜆𝑑𝑖𝑞 −

𝑇𝐿

𝐽
, 

𝑑𝜆𝑑

𝑑𝑡
= −𝛼𝜆𝑑 + 𝛼𝐿𝑚𝑖𝑑, 

𝑑𝑖𝑑
𝑑𝑡

= −𝛾𝑖𝑑 + 𝛼𝛽𝜆𝑑 + 𝑛𝑝𝜔𝑚𝑖𝑞

+ 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞
2

𝜆𝑑
+

1

𝜎𝐿𝑠
𝑢𝑑 , 

𝑑𝑖𝑞

𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑞 − 𝛽𝑛𝑝𝜔𝑚𝜆𝑑 − 𝑛𝑝𝜔𝑚𝑖𝑑

− 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞𝑖𝑑

𝜆𝑑
+

1

𝜎𝐿𝑠
𝑢𝑞 , 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 𝑛𝑝𝜔𝑚 + 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞

𝜆𝑑
, 

(2) 

 

 

 

Donde 𝜌 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛
𝜆𝑏

𝜆𝑎
, 𝛼 =

𝑅𝑟

𝐿𝑟
, 𝛽 =

𝐿𝑚

𝜎𝐿𝑠𝐿𝑟
, 𝜇 =

3

2
𝑛𝑝

𝐿𝑚

𝐽𝐿𝑟
, 𝛾 =

𝑅𝑠𝐿𝑟
2+𝑅𝑟𝐿𝑚

2

𝜎𝐿𝑠𝐿𝑟
2 , 𝜎 = 1 −

𝐿𝑚
2

𝐿𝑠𝐿𝑟
,  

𝜔𝑚 es la velocidad angular del rotor, 𝑖𝑑, 𝑖𝑞 son 

las corrientes en el eje d y eje q; 𝜆𝑑 los enlaces 

de flujo del rotor en el eje d. 𝑛𝑝, 𝑇𝐿 son número 

de pares de polos y par de carga, 

respectivamente.  𝐽 es el momento de inercia del 

motor, definido constante. 𝐿𝑚, 𝐿𝑠 y 𝐿𝑟 

inductancia mutua y auto-inductancia del estator 

y rotor, obtenidas de 𝐿(𝑚,𝑠,𝑟) =
𝑋(𝑚,𝑠,𝑟)

2𝜋𝑓
, en la cual 

𝑋(𝑚,𝑠,𝑟) es la reactancia inductiva mutua, del 

estator o rotor, según corresponda; 𝑓 es la 

frecuencia nominal en Hertz (Hz). 𝑅𝑠 y  𝑅𝑟 

resistencia del estator y rotor. 𝑢𝑑 y 𝑢𝑞 son las 

entradas de control no lineal de realimentación 

de estados, descritas por: 

 

(
𝑢𝑑

𝑢𝑞
)

= 𝜎𝐿𝑠

(

 
 −𝑛𝑝𝜔𝑚𝑖𝑞 − 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞
2

𝜆𝑑
− 𝛼𝛽𝜆𝑑 + 𝑣𝑑

𝑛𝑝𝛽𝜔𝑚𝜆𝑑 + 𝑛𝑝𝜔𝑚𝑖𝑑 + 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑑𝑖𝑞

𝜆𝑑
+ 𝑣𝑞

)

 
 

. 
(3) 

 

Aplicando (3) al modelo, se obtiene el 

siguiente sistema de lazo cerrado: 

 
𝑑𝜔𝑚

𝑑𝑡
= 𝜇𝜆𝑑𝑖𝑞 −

𝑇𝐿

𝐽
, 

𝑑𝜆𝑑

𝑑𝑡
= −𝛼𝜆𝑑 + 𝛼𝐿𝑚𝑖𝑑, 

𝑑𝑖𝑑
𝑑𝑡

= −𝛾𝑖𝑑 + 𝑣𝑑 , 

𝑑𝑖𝑞

𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑞 + 𝑣𝑞 , 

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 𝑛𝑝𝜔𝑟 + 𝛼𝐿𝑚

𝑖𝑞

𝜆𝑑
, 

(4) 
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Donde 𝑣𝑑 y 𝑣𝑞 son las nuevas entradas de 

control obtenidas al aplicar lazos PI: 

 

𝑣𝑑 = 𝐾𝑑1(𝜆𝑑 𝑟𝑒𝑓 − 𝜆𝑑)

+ 𝐾𝑑2 ∫(𝜆𝑑 𝑟𝑒𝑓

− 𝜆𝑑)𝑑𝑡, 

(5) 

𝑣𝑞 = 𝐾𝑞1(𝑇𝑟𝑒𝑓 − 𝑇𝑒𝑚)

+ 𝐾𝑞2 ∫(𝑇𝑟𝑒𝑓 − 𝑇𝑒𝑚)𝑑𝑡, 
(6) 

𝑇𝑟𝑒𝑓 = 𝐾𝑞3(𝜔𝑟𝑒𝑓 − 𝜔𝑚)

+ 𝐾𝑞4 ∫(𝜔𝑟𝑒𝑓

− 𝜔𝑚)𝑑𝑡, 

(7) 

 

Donde 𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓, 𝑇𝑟𝑒𝑓 , 𝜔𝑟𝑒𝑓, son los enlaces 

de flujo del rotor, par y velocidad angular de 

referencia, respectivamente. 𝐾𝑑1, 𝐾𝑑2, 𝐾𝑞1, 𝐾𝑞2, 

𝐾𝑞3, 𝐾𝑞4 son ganancias constantes positivas. 𝑇𝑒𝑚 

es el par electromagnético, definido como 𝑇𝑒𝑚 =
𝜇𝐽𝜆𝑑𝑖𝑞. 

 

Acoplamiento del robot manipulador-motor 

de inducción 

Se considera que la 𝑖-ésima 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛, 

articulación del robot manipulador está siendo 

actuada directamente por un motor de inducción. 

Además se asume que la amplitud de los enlaces 

de flujo 𝜆𝑑,𝑖 es regulada al valor de la referencia 

constante 𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,𝑖 a través del lazo de control (5), 

por lo cual el sistema de lazo cerrado para cada 

MI (4) se reduce a: 

 

 

𝐽𝑖
𝑑𝜔𝑚,𝑖

𝑑𝑡
= 𝜇𝑖𝐽𝑖𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,𝑖𝑖𝑞,𝑖 − 𝑇𝐿,𝑖, 

𝑑𝑖𝑑,𝑖

𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑖𝑑,𝑖 + 𝑣𝑑,𝑖, 

𝑑𝑖𝑞,𝑖

𝑑𝑡
= −𝛾𝑖𝑖𝑞,𝑖 + 𝑣𝑞,𝑖, 

(8) 

 

 

 

Sea 𝑣𝑖 = [𝑣𝑑,𝑖 𝑣𝑞,𝑖]𝑇 , 𝐼𝑖 = [𝑖𝑑,𝑖 𝑖𝑞,𝑖]𝑇, 𝐽𝑖 =

𝑑𝑖𝑎𝑔[𝐽1, 𝐽2,···, 𝐽𝑛], 𝛺𝑖 = [𝜔𝑚,1, 𝜔𝑚,2,···, 𝜔𝑚,𝑛]
𝑇
, 

𝐵𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[𝜇𝑖1𝐽𝑖1, 𝜇𝑖2𝐽𝑖2,···, 𝜇𝑖𝑛𝐽𝑖𝑛], 𝛬𝑖 =

[𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,1𝑖𝑞,1, 𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,2𝑖𝑞,2,···, 𝜆𝑑𝑟𝑒𝑓,𝑛𝑖𝑞,𝑛]. Donde 

𝛺𝑖 , 𝑇𝐿,𝑖, 𝛬𝑖 ∈ ℝ𝑛; 𝐽𝑖 , 𝐵𝑖 ∈ ℝ𝑛𝑥𝑛. 

 
El modelo reducido en lazo cerrado 

que representa los 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 MI para el 
robot manipulador, se muestra como: 
 

𝐽𝑖𝛺̇𝑖 = 𝐵𝑖𝛬𝑖 − 𝑇𝐿,𝑖, 

𝐼𝑖̇ = −𝛾𝑖𝐼𝑖 + 𝑣𝑖 , 
(9) 

 

Donde 𝛺̇𝑖 =
𝑑𝛺𝑖

𝑑𝑡
∈ ℝ𝑛. Así mismo el 

vector de posición angular 𝜃𝑖 ∈ ℝ𝑛 de los 𝑖 =
1,2, … , 𝑛 MI para el robot manipulador, es 

definido como 𝜃𝑖 = [𝜃𝑚,1, 𝜃𝑚,2,···, 𝜃𝑚,𝑛]
𝑇
.  

 

Suposición 1. Existe un acoplamiento 

mecánico directo entre el MI y la articulación del 

robot manipulador, por tanto: 

 

𝑞𝑖 = 𝜃𝑖 , 
𝑞̇𝑖 = 𝛺𝑖, 
𝑞̈𝑖 = 𝛺̇𝑖. 

(10) 

 

Suposición 2. El par de entrada o par 

requerido para cada articulación del robot 

manipulador, se considera como el par de carga 

aplicado a cada motor de inducción  

 

𝑇𝐿,𝑖 = 𝜏𝑖 = 𝑀𝑖𝑞̈𝑖 + 𝐶𝑖𝑞̇𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖). (11) 

 

Sustituyendo (11) y (10) en (9), se tiene que: 

 

𝐽𝑖𝛺̇𝑖 = 𝐵𝑖𝛬𝑖 − [𝑀𝑖𝑞̈𝑖 + 𝐶𝑖𝑞̇𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖)],

𝐵𝑖𝛬𝑖 = 𝐽𝑖𝑞̈𝑖 + [𝑀𝑖𝑞̈𝑖 + 𝐶𝑖𝑞̇𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖)],

𝐵𝑖𝛬𝑖 = (𝐽𝑖 + 𝑀𝑖)𝑞̈𝑖 + 𝐶𝑖𝑞̇𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖),

 

𝐷𝑖𝑞̈𝑖 + 𝐶𝑖𝑞̇𝑖 + 𝑔𝑖(𝑞𝑖) = 𝐵𝑖𝛬𝑖, (12) 

donde 𝐷𝑖 = 𝐽𝑖 + 𝑀𝑖. 

 

 



5 

Artículo                                                                                           Revista del Diseño Innovativo                                                                                                                                                                                                                       
Diciembre 2017 Vol.1 No.1 1-9 

 
bbn  

 
TORRES-DEL CARMEN, Felipe de Jesús. Control de Seguimiento de Trayectoria 

en el Espacio Operacional de Robot Manipulador Actuado por Motores de 

Inducción. Revista del Diseño Innovativo.                                                                                                                                                                                                                    

2017 

ISSN 2523-6830                                          

ECORFAN® Todos los derechos reservados 

Este sistema acoplado MI-Robot (12) tiene 

las mismas propiedades enunciadas en la sección 

II, debido a que 𝐷̇𝑖 = 𝐽𝑖̇ + 𝑀̇𝑖 = 𝑀̇𝑖, 𝐽𝑖 es 

constante. 

Diseño de la ley de control de seguimiento de 

trayectoria en el espacio operacional 

La posición y orientación del efector final en el 

espacio de trabajo, denotado por 𝑥(𝑡) ∈ ℝ𝑚, es 

definido como (Behal et al. 2010): 

 

𝑥 = 𝑓(𝑞), (13) 

 

Donde 𝑓(𝑞) ∈ ℝ𝑚 denota la cinemática 

directa y  𝑞(𝑡) ∈ ℝ𝑛 denota la posición del 

eslabón. Las relaciones diferenciales entre las 

variables de la posición del efector final y la 

posición del eslabón puede ser calculada como: 

 

𝑥̇ = 𝐽(𝑞)𝑞̇, 
𝑥̈ =  𝐽(̇𝑞)𝑞̇ + 𝐽(𝑞)𝑞̈, 

(14) 

 

Donde 𝑞̇(𝑡), 𝑞̈(𝑡) ∈ ℝ𝑛 representan los 

vectores de velocidad y aceleración del eslabón, 

respectivamente.  

El Jacobiano del manipulador, denotado por 

𝐽(𝑞) ∈ ℝ𝑚×𝑛, es definido como: 

 

𝐽(𝑞) =
𝜕𝑓(𝑞)

𝜕𝑞
. (15) 

 

La pseudo inversa de 𝐽(𝑞), descrita por  𝐽+(𝑞) ∈
ℝ𝑛×𝑚, es definida como: 

 

𝐽+ = 𝐽𝑇(𝐽 𝐽𝑇)−1. (16) 

 

El error de posición en el espacio de trabajo 

𝑒(𝑡) ∈ ℝ𝑚, es definido como: 

 

𝑒 = 𝑥𝑑 − 𝑥. (17) 

 

 

 

Donde 𝑥𝑑 ∈ ℝ𝑚 representa la trayectoria 

deseada en el espacio de trabajo, los términos de 

trayectoria deseada 𝑥𝑑(𝑡), 𝑥̇𝑑(𝑡) y 𝑥̈𝑑(𝑡) se 

asumen como funciones de tiempo acotadas.Por 

su parte, se describe un error que permitirá 

realizar la tarea en particular de seguimiento a 

una trayectoria deseada.  

Este error se denota por 𝑒𝑁(𝑡) ∈ ℝ𝑛, es definido 

como: 

 

𝑒𝑁 = (𝐼𝑛 − 𝐽+ 𝐽)(𝜗 − 𝑞̇), (18) 

 

Donde 𝐼𝑛 ∈ ℝ𝑛×𝑛 es la matriz identidad 

𝑛 × 𝑛 y 𝜗(𝑡) ∈ ℝ𝑛 es una señal construida de 

acuerdo al objetivo de control requerido, así 

𝜗(𝑡) y 𝜗̇(𝑡) son señales acotadas. 

 

Tomando la derivada de (17) y sustituyendo 

(14), se obtiene: 

 

𝑒̇ = 𝑥̇𝑑 − 𝑥̇ = 𝑥̇𝑑 −  𝐽(𝑞)𝑞̇ + 𝛼𝑒 − 𝛼𝑒 

= −𝛼𝑒 + 𝐽 (𝐽+(𝑥̇𝑑 + 𝛼𝑒)
+ (𝐼𝑛 − 𝐽+ 𝐽)𝜗 − 𝑞̇), 

(19) 

 

Donde el término 𝛼𝑒 ha sido sumado y 

sustraído para facilitar la formulación del 

control, 𝛼 ∈ ℝ𝑚×𝑚 denota una matriz diagonal 

de ganancias, definida positiva.  

Basado en la estructura de (19), el error 

filtrado de seguimiento para reducir el orden del 

sistema dinámico, expresado por 𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑛, es 

definido como: 

 

𝑟 = 𝐽+(𝑥̇𝑑 + 𝛼𝑒) + (𝐼𝑛 − 𝐽+ 𝐽)𝜗 − 𝑞̇. (20) 

 

Así, el error de posición del sistema MI-

Robot en el espacio de trabajo, puede ser escrito 

usando 𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑛 como: 

 

𝑒̇ = −𝛼𝑒 + 𝐽𝑟. (21) 
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Si se toma la derivada respecto al tiempo 

de (21), pre-multiplicando por la matriz de 

inercias 𝐷(𝑞) del sistema acoplado MI-Robot 

(12) y sustituyendo la dinámica del manipulador, 

se mantiene dicha dinámica en lazo abierto: 

𝐷(𝑞)𝑟̇ = −𝐶(𝑞, 𝑞̇)𝑟 + 𝑌∅ − 𝐵𝑖Λ𝑖, (22) 

Donde la formulación de la matriz de 

regresión/vector de parámetros 𝑌∅ es definida 

por: 

 

𝑌∅ = 𝐷(𝑞)
𝑑

𝑑𝑡
{𝐽+(𝑥̇𝑑 + 𝛼𝑒)

+ (𝐼𝑛 − 𝐽+ 𝐽)𝜗}
+ 𝐶(𝑞, 𝑞̇){𝐽+(𝑥̇𝑑 + 𝛼𝑒)
+ (𝐼𝑛 − 𝐽+ 𝐽)𝜗} + 𝑔(𝑞), 

(23) 

 

Donde 𝑌(𝑥̈𝑑 , 𝑥̇𝑑 , 𝑥, 𝑞, 𝑞̇, 𝑔, 𝑔̇) ∈ ℝ𝑛×𝑟 es la 

matriz de regresión y ∅ ∈ ℝ𝑟 denota los 

parámetros constantes del sistema (por ejemplo: 

masa, inercia, coeficientes de fricción, etc.). 

 

A. Diseño del control basado en Lyapunov 

 

Basado en el desarrollo de los errores del 

sistema, mostrado anteriormente, la entrada de 

control es diseñada a través del método de 

Lyapunov. 

 

Teorema. Los errores de seguimiento de 

trayectoria 𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑛 y 𝑒(𝑡) ∈ ℝ𝑚 del sistema 

acoplado MI-Robot (12) son global y 

asintóticamente estables si la ganancia de la ley 

de control (27) 𝐾, es definida positiva. 

 

Demostración. Se propone la función de 

Lyapunov: 

 

𝑉(𝑟, 𝑒) = ∑{
1

2
𝑟𝑇𝐷𝑟 +

1

2
𝑒𝑇𝑒}

𝑝

𝑖=1

. (24) 

 

La matriz 𝑉(𝑟, 𝑒) es definida positiva 

para todo  𝑟,  𝑒 y 𝑉(𝑟, 𝑒) = 0 si y solo si 𝑟 = 0,
𝑒 = 0. 

 

La derivada de 𝑉(𝑟, 𝑒) es: 

𝑉̇(𝑟, 𝑒) = 𝑟𝑇𝐷𝑟̇ +
1

2
𝑟𝑇𝐷̇𝑟 + 𝑒𝑇𝑒̇. 

 

Por propiedad de escalares 𝑒𝑇𝐽𝑟 =
𝑟𝑇𝐽𝑇𝑒. Además, sustituyendo (22) 𝐷𝑟̇ = −𝐶𝑟 +
𝑌∅ − 𝐵𝑖𝛬𝑖  y  (21) 𝑒̇ = −𝛼𝑒 + 𝐽𝑟 en  𝑉̇(𝑟, 𝑒): 
 

𝑉̇(𝑟, 𝑒) =
𝑟𝑇(−𝐶𝑟 + 𝑌∅ − 𝐵𝑖Λ𝑖)

+
1

2
𝑟𝑇𝐷̇𝑟 + 𝑒𝑇(−𝛼𝑒 + 𝐽𝑟)

=
𝑟𝑇 (

1

2
𝐷̇ − 𝐶) 𝑟 − 𝑒𝑇𝛼𝑒

+𝑟𝑇(𝑌∅ − 𝐵𝑖Λ𝑖 + 𝐽𝑇𝑒).
 

 

Por la propiedad de antisimetría de la 

matriz (𝐷̇ − 2𝐶), se obtiene que: 

 

𝑉̇(𝑟, 𝑒) = −𝑒𝑇𝛼𝑒
+ 𝑟𝑇(𝑌∅ − 𝐵𝑖Λ𝑖

+ 𝐽𝑇𝑒). 
(25) 

 

Para forzar que 𝑉̇(𝑟, 𝑒) < 0 se establece 

la igualdad:  

 

𝑌∅ − 𝐵𝑖Λ𝑖 + 𝐽𝑇𝑒 = −𝐾𝑟, (26) 

 

Donde 𝐾 ∈ ℝ𝑛×𝑛 es una matriz de 

ganancias constante, definida positiva. 

Sustitución de (26) en (25) 𝑉̇(𝑟, 𝑒): 

 

𝑉̇(𝑟, 𝑒) = −(𝑒𝑇𝛼𝑒 + 𝑟𝑇𝐾𝑟) < 0. 
 

De acuerdo a (Behal, 2010), se dice que 

los errores 𝑒(𝑡),  𝑟(𝑡) son global asintóticamente 

estables. 

 

Por tanto, de (26) se desarrolla la ley de 

control que llevará a seguimiento de trayectoria 

deseada al sistema acoplado MI-Robot en el 

espacio operacional o de trabajo, como: 

 

𝐵𝑖Λ𝑖 = 𝑌∅ + 𝐾𝑟 + 𝐽𝑇𝑒. (27) 
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Pruebas y resultados 

 

Para probar el enfoque de seguimiento de 

trayectoria (27),  se utilizó la plataforma de 

Simulink® del software Matlab®, con la 

codificación de S-Function level-2.  

 

Los parámetros de los robots 

manipuladores se tomaron de las hojas de datos 

del modelo BOSH® SR-8. Es un robot 

manipulador tipo SCARA con 𝑖 = 4 

articulaciones. Estos parámetros se muestran en 

la Tabla 1. En la Tabla 2 se aprecian los datos 

del fabricante de los motores de inducción. 

 
Parámetro Valor Parámetro Valor Parámetro Valor 

𝒍𝟏 0.43 𝑚 𝑚1 15 𝑘𝑔 𝐼1 0.2313 𝑘𝑔 ∙ 𝑚2 

𝒍𝟐 0.37 𝑚 𝑚2 12 𝑘𝑔 𝐼2 0.13704 𝑘𝑔 ∙ 𝑚2 

𝒍𝒄𝟏 0.215 𝑚 𝑚3 3 𝑘𝑔 𝐼3 = 𝐼4 0.10074 𝑘𝑔 ∙ 𝑚2 

𝒍𝒄𝟐 0.185 𝑚 𝑚4 3 𝑘𝑔 𝑔 9.81 
𝑚

𝑠2
 

Tabla 1. Parámetros del robot SCARA, BOSH®-SR8. 

 

Los MI tuvieron la misma referencia de los 

enlaces de flujo 𝜆𝑟𝑒𝑓 = 0.4 𝑊𝑏,  tomada de 

(Ibrahim, 2015). 

Las ganancias se establecieron como:  𝐾𝑑1 =
𝑑𝑖𝑎𝑔[2000], 𝐾𝑑2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[8000], 𝐾𝑞3 =

𝑑𝑖𝑎𝑔[150],  𝐾𝑞4 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[150], 𝐾 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[30], 

𝛼 = 𝑑𝑖𝑎𝑔[200]. 
 

Parámetro Valor Parámetro Valor 

Potencia 200 W Polos 4 

Velocidad 1732 rpm Voltaje 220V-3 Fases 

𝑹𝒔 1.77 Ω 𝑅𝑟  1.34 Ω 

𝑳𝒍𝒔 0.024 H 𝐿𝑚 0.245 H 

𝑳𝒍𝒓 0.013 H 𝐽 0.025 𝑘𝑔 ∙ 𝑚2 

Tabla 2. Parámetros del Motor de Inducción. 

 

El esquema de simulación es presentado en la 

Figura 1. 

 
Figura 1. Esquema de simulación del seguimiento de 

trayectoria del MI-Robot en el espacio operacional. 
La trayectoria deseada en el espacio 

operacional o de trabajo es descrita por la 

expresión: 

 

𝑥𝑑(𝑡) = [
0.55 + 0.1𝑠𝑒𝑛(2𝑡)

0.3 + 0.1𝑐𝑜𝑠(2𝑡)
0.08𝑡

]m. (28) 

 

La posición inicial en el espacio operacional del 

sistema acoplado MI-Robot es puesta a: 

 

𝑥𝑖(0) = [
0.37
0.43
0

]m. (29) 

 

En la Figura 2 se muestra la vista en el 

plano 𝑥 − 𝑦 del seguimiento de trayectoria en el 

espacio operacional del MI-Robot.  

 

En la Figura 3 se aprecia la vista en el 

plano 𝑥 − 𝑧. En línea de color negro se describe 

la trayectoria deseada. La línea de color azul se 

utiliza para la trayectoria del MI-Robot. 

 

 
Figura 2. Seguimiento de trayectoria en el espacio 

operacional del MI-Robot. Plano x-y. 
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Figura 3. Seguimiento de trayectoria en el espacio 

operacional del MI-Robot. Plano x-z 
 

El error de seguimiento de trayectoria se 

muestra en la Figura 4. Con línea punteada de 

color rojo se describe el error en la coordenada 

𝑥.  

En color magenta, se representa el error 

en la coordenada 𝑦. 

 

 
Figura 4. Error del seguimiento de trayectoria en el 

espacio operacional del MI-Robot. En las coordenadas x, 

y.  
 

 

Conclusiones 

Se ha diseñado la ley de control para 

seguimiento de trayectoria en el espacio 

operacional o de trabajo, a diferencia del espacio 

de articulación como en los trabajos anteriores, 

de un robot manipulador actuado completamente 

por motores de inducción trifásicos.  

 

La ley de control en base a la 

metodología de Lyapunov, se probó en 

simulación a través de la dinámica de un robot 

SCARA de 4 grados de libertad. 

 

Los resultados mostraron que el 

controlador logra el objetivo de seguir la 

trayectoria deseada en el espacio operacional o 

de trabajo en un tiempo finito, manteniendo una 

convergencia global y asintótica de los errores 

de seguimiento de trayectoria en su respuesta en 

lazo cerrado. 
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Resumen 

El objetivo de este trabajo es el control de las oscilaciones 

en una estructura tipo edificio en condiciones de 

resonancia, donde el daño al sistema es significativo. El 

control de las oscilaciones en la estructura se realiza con 

un absorbente pasivo/activo tipo pendular, cuya dinámica 

del sistema se analiza para dos configuraciones diferentes, 

péndulo con rotación en el plano vertical y péndulo con 

rotación en el plano horizontal, para una estructura tipo 

edificio discretizada en un grado de libertad. Como primer 

paso se obtiene la frecuencia natural, modelando la 

estructura como un sistema masa resorte, posteriormente 

se obtiene el modelo de la estructura con el absorbente de 

vibraciones para las dos configuraciones. Con los datos 

obtenidos se calcula la longitud del péndulo para que 

atenúe las oscilaciones del sistema primario. Finalmente, 

se comparan las respuestas dinámicas de la estructura bajo 

las dos configuraciones implementadas del absorbente.  

Absorción pasiva/activa de vibraciones, Absorbente 

pendular, Resonancia primaria. 

Abstract 

The objective of this work is the control of the oscillations 

in a building-like structure under resonance conditions, 

where the damage to the system is probable. The control 

of the oscillations in the primary system is performed with 

a pendulum absorber. The dynamic of the system is 

analyzed under two different configurations, pendulum 

with rotation in vertical plane and pendulum with rotation 

in horizontal plane, for a building-like structure with one 

floor. As a first step the natural frequency is obtained by 

modeling the structure as a spring mass system, then the 

model of the structure is obtained with the vibration 

absorber in both configurations. With the data obtained the 

length of the pendulum is calculated to dissipate the 

energy supplied to the primary system. Finally, the 

dynamic responses of the structure are compared for the 

two configurations of the absorber. 

 

Passive/active Vibration absorption, Pendulum 

absorber, Primary resonance. 
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Introducción 

El control de vibraciones ha sido importante 

durante varias décadas y se han presentado 

muchos dispositivos capaces de atenuar las 

oscilaciones en estructuras (Guo & Chen, 2007). 

Mediante la adición de un sistema vibratorio 

extra al sistema primario con rigidez y 

amortiguación adecuadas, la respuesta de la 

estructura principal podría disminuir 

significativamente durante la excitación externa, 

como sismos o cargar debidas al viento (Roffel 

y Narasimhan, 2014).  

Una forma común de abordar el 

problema de control de vibraciones se lleva a 

cabo mediante técnicas pasivas (lineales o no 

lineales) aprovechando las propiedades físicas 

del propio sistema, donde el enfoque de la 

ingeniería para evitar los efectos indeseables 

producidos por las vibraciones es modificar, 

principalmente, las propiedades de masa, rigidez 

y amortiguamiento con respecto a la 

configuración inicial de la estructura.  

Dentro del enfoque de control pasivo 

lineal, uno de los dispositivos ampliamente 

utilizados es el amortiguador de masa 

sintonizada (TMD, por sus siglas en inglés) 

(Sakr, 2015), “que es ampliamente utilizado por 

sus propiedades tales como eficacia, fiabilidad y 

bajo costo, con aplicaciones tales como 

maquinaria y estructuras civiles” (Sakr, 2015). 

El TMD fue estudiado a principios del siglo 

pasado desde que su conceptualización fue 

aplicada por primera vez por Frahm (Rao, 2011) 

(Habib y Kerschen, 2016) en 1909 para reducir 

el movimiento de balanceo de los buques, así 

como las vibraciones del casco de la nave.  

 

 

 

Después de un mayor desarrollo en su 

comportamiento dinámico, el TMD se utilizó 

para controlar la respuesta estructural en 

diferentes campos, además, en (1928) 

Ormondroyd y Den Hartog ( Ormondroyd, J. y 

Den Hartog, J.P, 1947) encontraron que un TMD 

con elemento amortiguador puede suprimir la 

amplitud del sistema primario en un rango de 

frecuencia más amplio, seguido por una 

discusión detallada de la optimización que ajusta 

los parámetros de amortiguamiento.  

Los TMD se introdujeron en aplicaciones 

prácticas de ingeniería civil en los años setenta. 

Los primeros grandes edificios con un TMD en 

los Estados Unidos de América fueron la John 

Hancock Tower en Boston, MA, completada en 

1975 y el Citicorp Center en Nueva York, 

completado en 1976 (Ricciardelli, Occhiuzzi, y 

Clemente, 2000). En ambos casos los 

dispositivos estaban dirigidos a mitigar la 

respuesta inducida por la acción del viento. Entre 

las estructuras más recientes que utilizan un 

TMD para el control de vibraciones se encuentra 

el Shanghai World Finance Center en Shanghai, 

(2008). El TMD de 660 toneladas instalado en la 

parte superior de la Torre Taipei 101 en Taiwán 

(2004) se considera como el TMD más grande y 

más conocido (Connor y Nepf, 2012). 

 Los TMDs se utilizan en los edificios no 

sólo para controlar la respuesta dinámica en 

cargas laterales, sino también para mitigar el 

comportamiento de torsión de los edificios con 

acoplamiento torsional significativo (Jangid, 

1997). En la teoría clásica del TMD la estructura 

primaria es modelada como una estructura masa 

resorte, sin embargo, otros modelos también son 

de mucho interés en la investigación y en las 

aplicaciones de ingeniería (Anh, Matsuhisa, 

Viet, y Yasuda, 2007). 
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Por otro lado, el estudio del control 

pasivo de vibraciones utilizando dispositivos no 

lineales es un tema interesante debido a los 

fenómenos que pueden ocurrir y que no suceden 

en su contraparte lineal (Kerschen et al, 2006). 

Existe una clase especial de absorbentes de 

vibraciones no lineales llamados absorbentes  

autoparamétricos los cuales se caracterizan por 

un acoplamiento interno no lineal que involucra 

la interacción dinámica de al menos dos modos 

de vibración.  

Esta condición resulta en la transferencia 

de energía de un modo a otro. Desde el trabajo 

pionero realizado en este tipo de dispositivos 

(Haxton y Barr, 1972) varios investigadores han 

estudiado las características dinámicas presentes 

cuando éstos se sintonizan a un sistema primario. 

Desde el punto de vista de control pasivo, los 

absorbedores autoparamétricos han sido 

diseñados para mitigar vibraciones resonantes. 

Cartmell Y Roberts (Cartmell y Roberts, 1988) 

ilustran las respuestas altamente complejas que 

se pueden presentar en dos vigas en voladizo 

acopladas entre ellas cuando existen dos 

resonancias internas muy próximas entre sí.  

La respuesta dinámica de un sistema 

formado por una viga con masa en el extremo y 

péndulo acoplado sometido a excitación 

armónica fue investigada por Cuvalci y Ertas 

(Cuvalci y Ertas, 1996) trabajo en el que se 

desarrollan las ecuaciones de movimiento no 

lineales para investigar la interacción 

autoparamétrica entre los modos dominantes del 

sistema. Recientemente, se han estudiado las 

características no lineales generales de un 

sistema autoparamétrico, en las que dependiendo 

la aplicación de dicho sistema el 

comportamiento dinámico complejo puede ser 

tratado o evitado (Yan, 2017). 

Un absorbente pendular pasivo/activo es 

considerado en este trabajo para dos 

configuraciones diferentes, rotación en el plano 

vertical y rotación en el plano horizontal. 

 El propósito de este análisis es estudiar 

y comparar la respuesta dinámica de una 

estructura tipo edificio con un sólo piso para las 

configuraciones antes mencionadas. Se muestra 

que con una selección cuidadosa de parámetros 

se puede lograr una gran disminución de la 

amplitud de oscilación de la estructura. Por 

último, se mencionan las conclusiones acerca de 

las ventajas y desventajas de ambos esquemas de 

absorción de vibración. 

Desarrollo 

El sistema primario simula una estructura tipo 

edificio de un piso con masa 𝑚1, soportada por 

cuatro columnas flexibles con rigidez 

equivalente 𝑘𝑒𝑞 = 4 ∗ 12𝐸𝐼/𝐿3(Bottega, 2006). 

Sobre el sistema primario se coloca un 

absorbente de vibraciones tipo pendular con 

masa 𝑚2 y longitud 𝑙, para dos configuraciones 

diferentes.  

En la primera configuración el 

absorbente de vibraciones, también llamado 

sistema secundario, se acopla de tal manera que 

su dinámica suceda en un plano vertical, lo cual 

tiene como consecuencia que los efectos 

gravitatorios asociados a la masa del péndulo 𝑚2 

deban ser considerados (figura 1). Esta 

configuración del absorbente pendular es bien 

conocida en la literatura de dinámica estructural 

ya que su comportamiento emula al de un 

absorbente clásico de vibraciones tipo 

amortiguador de masa sintonizado (TMD, por 

sus siglas en inglés). (Korenev, 1993) 

La segunda configuración consiste en 

restringir la dinámica del sistema secundario en 

un plano horizontal (i.e., los efectos gravitatorios 

son despreciados).  
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Es importante mencionar que esta 

configuración equivale a tener un absorbente de 

vibraciones no lineal de tipo autoparamétrico, 

bajo la cual, se pueden llegar a producir una serie 

de fenómenos complejos que no acontecen en su 

contraparte lineal (figura 2). 

En ambas configuraciones, la excitación 

proporcionada al sistema primario se considera 

en la base de la estructura y es de tipo armónica, 

de la forma 𝐹(𝑡) = 𝐹0𝑠𝑒𝑛 (Ω𝑡), donde la 

frecuencia de excitación Ω es igual al valor de la 

primera frecuencia natural del sistema primario 

en modo a flexión, esta es Ω ≈

(𝑘𝑒𝑞 (𝑚1 + 𝑚2)⁄ )
0.5

 , por lo tanto ambos 

esquemas de absorción pasiva se desarrollan 

para atenuar las vibraciones resonantes de la 

estructura tipo edificio.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Estructura con péndulo vertical 

Fuente: Diseño realizado en SolidWorks. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Estructura con péndulo horizontal   

Fuente: Diseño realizado en SolidWorks. 

 

Primera configuración  

 

Las ecuaciones que rigen la dinámica del sistema 

discretizado en dos grados de libertad formado 

por la estructura tipo edificio y el absorbente 

pendular pasivo se obtiene usando el formulismo 

de Euler-Lagrange. 

Si se considera que la dinámica del sistema 

secundario acontece en un plano vertical (ver 

Figura 1), la energía cinética y potencial del 

sistema están dadas por (1) y (2) 

respectivamente. 

𝑇 =
1

2
𝑚1𝑥̇

2 +
1

2
𝑚𝑏𝑥̇

2 + 𝑚𝑏𝑥̇𝑙𝑏𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃

+
1

2
𝑚𝑏𝑙𝑏

2𝜃̇2 +
1

2
𝐽𝜃̇2 +

1

2
𝑚2𝑥̇

2

+
1

2
𝑚2𝑙

2𝜃̇2 +
1

2
𝑚2𝑙

2̇

+ 𝑚2𝑥̇𝑙𝑠̇𝑒𝑛𝜃
+ 𝑚2𝑥̇𝑙𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃                           (1) 

𝑉 =
1

2
𝑘𝑥2 + 𝑚𝑏𝑔𝑙𝑏 + 𝑚𝑔𝑙 − 𝑚𝑏𝑔𝑙𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃

− 𝑚𝑔𝑙𝑐𝑜𝑠𝜃                               (2) 
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 Las ecuaciones rectoras de la dinámica 

del sistema se obtienen calculando el 

Lagrangiano 𝐿 = 𝑇 − 𝑉, y desarrollando las 

ecuaciones de Euler-Lagrange, se consideran 

oscilaciones pequeñas, esto es, 𝑠𝑒𝑛𝜃 ≈ 𝜃 y 

𝑐𝑜𝑠𝜃 ≈ 1, amortiguamiento viscoso en cada 

grado de libertad (𝑐1 𝑦 𝑐2) y una fuerza externa 

debido al movimiento de la base, dando como 

resultado  

(𝑚1 + 𝑚𝑏 + 𝑚2)𝑥̈ + (𝑚𝑏𝑙𝑏 + 𝑚2𝑙)𝜃̈ + 𝑐1𝑥̇

+ 𝑘𝑥 =  𝐹0                                                                      (3) 

(𝑚𝑏𝑙𝑏 + 𝑚2𝑙)𝑥̈ + (𝐽 + 𝑚2𝑙
2 + 𝑚𝑏𝑙𝑏

2)𝜃̈ + 𝑐2𝜃̇

+ (𝑚𝑏𝑔𝑙𝑏 + 𝑚2𝑔𝑙)𝜃 = 0      (4) 

Donde 𝑥 y 𝜃 denotan el movimiento 

longitudinal del piso del sistema primario y el 

desplazamiento angular del absorbente pasivo 

implementado, respectivamente. 

 

Segunda configuración  

Cuando el sistema secundario se implementa 

para que trabaje como absorbente 

autoparamétrico las ecuaciones que rigen la 

dinámica del sistema son 

 

1 2

2

1

( ) ( 0.5 )

( 0.5 ) cos ( )

b b b

b b

m m m x ml m l sen

c x ml m l kx F t

 

 

   

    
      (5) 

2 2

2

7
( 0.5 )

12

( )

b b b b

t

m l ml ml m l xsen

c k u t

 

 

 
   

 

  

     (6) 

  

Es importante notar el acoplamiento 

altamente no lineal presente en las ecuaciones 

anteriores.  

 

 

En esencia, el absorbente pendular con 

dinámica en plano horizontal, está inercialmente 

acoplado al piso del sistema primario de tal 

manera que una sintonización apropiada permita 

una condición autoparamétrica (operación no 

lineal de dos modos de vibración) donde la 

respuesta ante una excitación armónica 

resonante puede ser atenuada, además el sistema 

es subactuado y la salida a controlar 𝑥 no es 

controlable con la entrada 𝑢 exactamente en los 

puntos de equilibrio de interés, sin embargo, la 

posición de la masa 𝑚 si es controlable desde 𝑢 

y por lo tanto se propone en esquema de control 

prealimentado y realimentado para controlar 

indirectamente la respuesta en estado estable del 

sistema primario. 

Control pasivo de vibraciones 

El control de vibraciones en sistema mecánicos 

trata sobre la cancelación o atenuación de las 

oscilaciones presentes en el sistema. De la teoría 

de dinámica estructural se sabe que una de las 

maneras de lograr dicho objetivo es por medio 

del control pasivo (Korenev, 1993) de 

vibraciones, en el cual se modifica la estructura 

física del sistema empleando técnicas de 

amortiguamiento pasivo, es decir, agregando 

masa, rigidez o amortiguamiento. Este método 

es efectivo para frecuencias específicas y 

condiciones de operación estable, teniendo como 

desventaja que no es robusto ante frecuencias 

variables e incertidumbre en los parámetros, 

además, el rediseño del sistema puede implicar 

costos más elevados. 

A continuación, se presentan las condiciones de 

sintonización de ambos esquemas de absorción 

de vibraciones en modalidad pasiva para después 

llevar a cabo las simulaciones pertinentes y 

realizar la comparación del desempeño dinámico 

entre ambas configuraciones del absorbente 

pendular acoplado a la estructura tipo edificio.    
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Absorbente Pendular (Configuración Tmd) 

Tabla 1: Parámetros de la estructura y absorbente 

péndular en configuración TMD y autoparamétrico. 

Fuente: Parámetros mecánicos obtenidos en SolidWorks.  

 

 

El diseño del absorbente pendular 

configurado como un absorbente clásico de 

vibraciones (TMD) implementado sobre el 

sistema primario para atenuar su primer modo a 

flexión, se puede realizar de la siguiente forma: 

 

 Se calcula los parámetros principales del 

sistema secundario, es decir, masa (𝑚2) y 

longitud (𝑙) de tal forma que su frecuencia 

natural desacoplada coincida con la 

frecuencia natural del sistema primario, i.e.,  

  
 

𝜔𝑎𝑏𝑠 = √ 𝑔 𝑙⁄  ≅ 𝜔𝑛                            (7) 
 

 

 

 

 

 

 Debido a que en el presente trabajo el 

sistema secundario es un péndulo, su masa 

(𝑚2) no influye en el cálculo de su 

frecuencia natural, sin embargo, ésta no deja 

de ser un parámetro de diseño debido a que 

debe de tener en valor congruente en 

comparación con la masa del sistema 

primario (𝑚1). 

 Se selecciona un valor apropiado de 

amortiguamiento viscoso (𝑐2) con el fin de 

garantizar estabilidad asintótica y cierta 

robustez ante pequeños cambios en la 

frecuencia de excitación (Ω)  

 

Absorbente pendular (configuración 

autoparamétrico) 

Para garantizar la interacción autoparamétrica 

(absorción de vibración) entre el sistema 

primario y el sistema secundario, se deben de 

satisfacer las siguientes relaciones de frecuencia, 

las cuales son conocidas como condiciones de 

sintonización externa e interna, respectivamente. 

    Ω = 𝜔𝑛                                                 (8) 

    𝜔𝑛 = 2𝜔𝑎𝑏𝑠                                          (9) 

Donde Ω es la frecuencia de excitación 

en el movimiento de la base, 𝜔𝑛 es la frecuencia 

natural del sistema primario y 𝜔𝑎𝑏𝑠 es la 

frecuencia natural del absorbente pendular. 

 

Resultados en simulación  

 

Los parámetros considerados del sistema 

completo se muestran en la tabla 1. 
 

Tomando los valores de la tabla 1 y 

considerando una excitación  sinusoidal en la 

base de la estructura de frecuencia Ω, y 

condiciones iniciales 𝑥(0) = 0 𝑚 y 𝑥̇ = 0 𝑚/𝑠, 

se obtine la figura 3, en la cual se aprecia la 

respuesta en el dominio del tiempo del sistema 

primario sin absorbente, obteniendo un valor 

máximo de 0.5𝑚.  

𝑚1 𝑀𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑖𝑠𝑜  2.5 𝑘𝑔 

𝑚𝑏 𝑀𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝é𝑛𝑑𝑢𝑙𝑜 0.01 𝑘𝑔 

𝑚2 𝑀𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝é𝑛𝑑𝑢𝑙𝑜 0.5  𝑘𝑔 

𝑘𝑒𝑞 
𝑅𝑖𝑔𝑖𝑑𝑒𝑧 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 

𝑙𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠  
113.8133 𝑁/𝑚 

𝑙 𝐿𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑝é𝑛𝑑𝑢𝑙𝑜 0.2586 𝑚 

𝑙𝑏 
𝐿𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑔𝑟𝑎𝑣𝑒𝑑𝑎𝑑  

𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑝é𝑛𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑎𝑙 𝑒𝑗𝑒 𝑑𝑒 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑐𝑖ó𝑛  
0.25 𝑚 

𝑔 
𝐴𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑏𝑖𝑑𝑜 𝑎 𝑙𝑎  

𝑔𝑟𝑎𝑣𝑒𝑑𝑎𝑑 
9.81 𝑚/𝑠2 

𝐸 𝑀ó𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑎𝑙𝑢𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜  70 𝐺𝑃𝑎 

𝐼 𝑆𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑜 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑒𝑟𝑐𝑖𝑎 3.3873𝑥10−11𝑚4 

𝑏 𝐵𝑎𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑒𝑟𝑎 0.0127 𝑚 

ℎ 𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑒𝑟𝑎 0.003175 𝑚 

𝐿 𝐿𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠 1 𝑚 

𝑐1 𝐴𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖𝑔𝑢𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 sistema primario 1.5 𝑁𝑠/𝑚 

𝑐2 
𝐴𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖𝑔𝑢𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜 sistema secundario 

0.045 𝑁𝑚𝑠

/𝑟𝑎𝑑 

Ω 
𝐹𝑟𝑒𝑐𝑢𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑐𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟  

𝑓𝑜𝑟𝑧𝑎𝑑𝑎  
6.1594 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

𝐹0 𝐹𝑢𝑒𝑟𝑧𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑐𝑖𝑡𝑎𝑐𝑖ó𝑛 1.5 𝑁 
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En la plataforma física la amplitud estará 

restringida por las propiedades físicas de los 

componentes. 
 

 

 

 

 

 

 

Figura 3. Sistema primario sin absorbente 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 

 

La figura 4 muestra la respuesta en el 

dominio de la frecuencia del sistema primario 

sin absorbente, ante una excitación sinusoidal en 

la base del sistema.  

 

 

 

 

 

 

Figura 4. Respuesta en frecuencia del sistema primario 

sin absorbente 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 

 

Para simular un excitación sísmica el 

sistema es somentido a un barrido sinusoidal de 

0 a 5 ℎ𝑧 y condiciones iniciles 𝑥(0) = 0 𝑚, 𝑥 ̇ =
0 𝑚/𝑠, 𝜃 = 0 𝑟𝑎𝑑 y 𝜃̇(0) = −0.037669 𝑟𝑎𝑑/
𝑠, que es la sincronización de fase para la 

sintonización exacta del péndulo, en la figura 5 

se observa como la   amplitud de oscilación de la 

masa del edificio es mucho menor que la 

mostrada en la figura 3, esto debido a la acción 

del absorbente pendular en la estructura. 

 

 

En la figura 6 se muestra la respuesta en 

frecuencia de la estructura con absorbente 

pendular, se puede observar como la amplitud de 

oscilación de la masa de la estructura decrece en 

1 𝐻𝑧, frecuencia a la cual el TMD fue 

sintonizado. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Sistema primario con absorbente en plano 

horizontal 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 

 

 

 

 

 

Figura 1. Respuesta en frecuencia del sistema primario 

con absorbente en plano horizontal 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 

En la Figura 7 se muestra la respuesta 

dinámica del sistema primario sin y con 

interacción autoparamétrica. Es evidente que el 

absorbente autoparamétrico disipa en gran 

medida la energía suministrada externamente al 

sistema primario bajo la condición resonante. Si 

bien es cierto que bajo este esquema de 

absorción existe la interacción dinámica entre 

dos modos de vibración, su función de respuesta 

frecuencial no se ve alterada debido al tipo de 

acoplamiento no lineal que se presenta en la 

dinámica del mismo, es decir, el espectro de la 

señal obtenida mediante la FFT es exactamente 

igual a la presentada en la Figura 4. 
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La respuesta dinámica del absorbente 

pendular en configuración autoparamétrica se 

muestra en la Fig. 8 la cual muestra amplitudes 

en estado estable ligeramente mayores a 1 rad. 

Control activo de vibraciones (caso 

autoparamétrico) 

En caso de que la frecuencia de excitación Ω en 

el movimiento de la base 𝑧(𝑡) sea desconocida o 

variante en el tiempo, el absorbente 

autoparamétrico tipo pendular ya no será capaz 

de atenuar la respuesta del sistema primario. Sin 

embargo, cuando la frecuencia de excitación 

cambia de tal forma que Ω ≠ 𝜔𝑛,  

 

Figura 7. Sistema primario sin y con absorbente 

autoparamétrico 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 

 

 

Figura 8. Respuesta temporal del sistema secundario con 

interacción autoparamétrica. 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 

Todavía sería posible satisfacer la 

condición interna de sintonización 𝜔𝑛 = 2𝜔𝑎𝑏𝑠 

para lograr la absorción de vibraciones en la 

estrucutra tipo edificio. Esto se puede lograr 

implementando una adecuada ley de control 

sobre un servomecanismo para modificar a 

conveniencia la longitud efectiva del péndulo y 

de esta forma cambiar el valor de su frecuencia 

natural. 

El objetivo del control activo de 

vibraciones sobre la estructura tipo edificio 

utilizando un absorbente autoparamétrico tipo 

pendular se puede plantear de forma general de 

la siguiente manera: 

 Dada una frecuencia de excitación Ω, se 

calcula la longitud óptima del péndulo 

𝑙∗(Ω), la cual minimiza la amplitud en 

estado estable de la estructura tipo edificio 

(𝑎), es decir, 

 

𝐦𝐢𝐧
𝒍𝒎𝒊𝒏≤𝒍≤𝒍𝒎𝒂𝒙

|𝒂(𝛀, 𝒍)|                          (𝟏𝟎)     

 

Donde 𝑎(Ω, 𝑙) denota la amplitud en 

estado estable parametrizada en términos de Ω y 

𝑙 para un intervalo cerrado [𝑙𝑚𝑖𝑛, 𝑙𝑚𝑎𝑥] asociado 

a las limitaciones físicas del servomecanismo 

diseñado. Esta solución se calcula 

numéricamente. 

 Con el conocimiento de la longitud 

óptima del péndulo 𝑙∗(Ω)  se sintetiza 

una adecuada ley de control 

prealimentada en la frecuencia y 

retroalimentada en los estados del 

sistema, con la cual la ecuación (9) se 

satisface. 

0

( ) ( , , )

( )

p

t

d

u t f x k e

k e e d

 

 

 

  
                          (11) 
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Una vez que la ley de control (11) se 

implementa, la dinámica del sistema completo 

converge al caso de absorción pasiva de 

vibraciones y, por lo tanto, el esfuerzo de control 

es pequeño comparado con un enfoque de 

control activo completo. 

 

Resultados en simulación 

Con el objetivo de mostrar el desempeño 

dinámico del  absorbente autoparamétrico 

pasivo/activo tipo pendular cuando la frecuencia 

de excitación cambia de valor, 

usamos los parámetros de la tabla 1. Los valores 

de las condiciones iniciales  correspondientes 

son 𝑥(0) = 0 𝑚, 𝑥 ̇ = 0 𝑚/𝑠, 𝜃 = 0.087 𝑟𝑎𝑑 y 

𝜃̇(0) = 0 𝑟𝑎𝑑/𝑠. Es importante mencionar que 

para que el absorbedor autoparamétrico se 

sintonice, es necesario perturbarlo en al menos 

en una de sus condiciones iniciales. 

En la Fig. 9 se muestra el 

comportamiento dinámico de la estructura tipo 

edificio con la ley de control descrita en (11). 

Antes de los 30s el sistema trabaja en forma 

pasiva (i.e., u=0) con frecuencia de excitación 

n   y 0.5bs na  . En t=30s la frecuencia 

de excitación se incrementa a 6.3594 /rad s

 1 0.2 /rad s   . Se puede observar que 

después de un periodo transitorio cercano a 15s 

el sistema primario mantiene amplitudes 

pequeñas en estado estable.

 

Figura 9. Respuesta temporal del sistema primario con 

interacción autoparamétrica y control activo. 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 

 

La respuesta dinámica del absorbente 

pasivo/activo tipo autoparamétrico se muestra en 

la Figura 9. Es evidente que el absorbente no 

lineal se mantiene sintonizado aún ante el 

cambio en la frecuencia de excitación. La Figura 

10 muestra el comportamiento temporal del 

absorbedor activo. La Figura 11 muestra la 

posición que sigue la masa del péndulo con la ley 

de control representada en (11), donde se 

muestra que el error es muy pequeño. 

 

Figura 10. Respuesta temporal del sistema secundario 

con interacción autoparamétrica y control activo. 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 

 

 

 

Figura 11. Posición de la masa del sistema secundario 

con el enfoque activo de vibraciones 

Fuente: Simulación realizada en Matlab. 
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Conclusiones 

En este artículo hemos desarrollado una 

comparación teórica-numérica relacionada con 

el control pasivo/activo de vibraciones en una 

estructura tipo edificio de un piso usando un 

absorbente pendular implementado en dos 

configuraciones diferentes. 

 En términos generales, se puede concluir que 

el 

absorbente pendular tipo autoparamétrico es 

particularmente eficaz en sistemas sometidos a 

frecuencias de excitación de banda ancha cuando 

es necesario reducir las condiciones específicas 

de resonancia. De hecho, el absorbente 

autoparamétrico sólo funciona en su frecuencia 

de sintonización y no da lugar a grandes 

amplitudes o condiciones de resonancia a 

diferentes frecuencias, en contraste con el 

absorbente pendular configurado como TMD, el 

cual está adecuadamente sintonizado en su 

frecuencia de diseño (antiresonancia) pero 

proporciona otras resonancias a otras 

frecuencias, no obstante, tiene la ventaja de que 

el tiempo de sintonización es menor comparado 

con el caso autoparamétrico.  

El trabajo a futuro se centrará en validar los 

resultados sobre una plataforma experimental 

completamente diseñada y construdia para este 

propósito, además, de generalizar la 

sintonización de un absorbente de vibraciones 

para una estructura tipo edificio de n grados de 

libertad usando análisis modal. 
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Resumen 

Existe un interés creciente en el uso de fuentes de energía 

renovables para la generación de electricidad, como la 

biomasa y la solar como alternativas a los combustibles 

fósiles. El objetivo de esta trabajo es desarrollar un sistema 

de generación de electricidad a pequeña escala (impulsado 

por la energía solar) y económico, que utilice tecnologías 

existentes y robustas. 

 

El diseño de un motor híbrido Stirling tipo beta, con base 

en el ciclo adiabático ideal y el intercambiador de calor 

simple es propuesto, tomando como base un generador a 

gasolina comercial. El sistema completo está diseñado 

para obtener niveles crecientes en la salida: 100, 300, 1000 

Watts, además, el desarrollo de la sofisticación y la 

eficacia del motor de Stirling. 

 

Por otra parte, se propone un control PID, con una entrada 

tipo escalón, debido a que el sistema varía de forma lenta 

cuando 𝑡 → ∞. Los algoritmos propuestos se verifican 

mediante la implementación en un modelo a escala del 

seguidor solar. 

 

Motor Stirling, Función de transferencia, Generador 

 

 

 

 

 

Abstract 

There is a growing interest in the use of renewable energy 

sources for the generation of electricity, such as solar and 

biomass as alternatives to fossil fuels. The objective of this 

work is to develop a system of small-scale electricity 

generation (solar-powered) and inexpensive, to use 

existing and robust technologies. 

  

The design of a Stirling hybrid engine beta type, based on 

the ideal adiabatic cycle and simple heat exchanger is 

proposed, the basis are from a commercial gasoline 

generator. The complete system is designed for levels 

increased in the output: 100, 300, 1000 Watts, in addition, 

the development of sophistication and efficiency of the 

Stirling engine. 

  

On the other hand, proposes a PID control with an input 

type, since the system varies slowly when      𝑡 → ∞. The 

proposed algorithms are verified through the 

implementation in a scale model of the solar Tracker. 

 

 

 

Engine Stirling, transfer function, generator 
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Introducción   

En la actualidad existen pequeñas poblaciones 

en regiones alejadas de la civilización de difícil 

acceso en donde no es posible contar con una red 

eléctrica. Para solucionar este problema se 

desarrolló un modelo de motor Stirling basado 

en el modelo adiabático ideal y un 

intercambiador de calor simple.  

 

Sistema completo 

El sistema completo se muestra en la Figura 1. 

El disco parabólico recoge la radiación solar y la 

concentra en su punto focal en donde se 

encuentra el receptor solar el cual absorbe este 

calor derivado de la radiación solar para 

alimentar al sistema Motor Stirling-Generador 

eléctrico con este último se genera la energía 

eléctrica para ser acondicionada para el uso 

doméstico. 

 
Figura 1. Sistema completo 

 

Motor Stirling 

Una patente del primer motor Stirling fue 

otorgada a Roberto Stirling, en 1816. El ciclo 

ideal de Stirling también satisface los requisitos 

de Carnot de reversibilidad y puede describirse 

con referencia a la Figura 2. Las posiciones de 

los pistones muestran los cuatro puntos de estado 

extremo del ciclo, como se observa en los 

diagramas presión-volumen y temperatura-

entropía de la Figura 2.  
 

 

Figura 2. Ciclo Stirling 

 

El proceso 1-2 es de compresión 

isotérmica, el 3-4 es de expansión isotérmica. 

Los procesos 2-3 y 4-1 son de desplazamiento de 

volumen constante, en los que el gas de trabajo 

pasa a través del regenerador.  

 

Configuraciones Mecánicas 

Las configuraciones mecánicas de motores 

Stirling se dividen generalmente en tres grupos, 

conocidos como los arreglos Alfa, Beta y 

Gamma, Kirkley (1962) [1]. Los motores Alpha 

tienen dos pistones en cilindros separados que 

están conectados en serie por un calentador, 

regenerador y enfriador. Los motores Beta así 

como los Gamma utilizan mecanismos 

desplazador-pistón. Sin embargo, el motor Beta 

tiene el desplazador y el pistón en el mismo 

cilindro, mientras que el motor Gamma utiliza 

cilindros separados (Figura 3). 
 

 
Figura 3. Clasificación de los motores del ciclo Stirling 

a) tipo alfa, b) tipo beta, y c) tipo gama, donde: a=piston, 

b=desplazador, c=espacio de expansión, d= espacio de 

compresión, e=regenerador, f=calentador y g=radiador 
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Modelo del Motor Stirling 

El modelo que se emplea es el intercambiador de 

calor adiabático ideal (Urieli y Berchowitz, 

1984) [2], debido a que los espacios de trabajo 

adiabáticos son más realistas para un motor bien 

aislado. El modelo se desarrolla aplicando la 

conservación de la masa y energía, además de 

una ecuación de estado a cada volumen de 

control finito que incluye: calor específico 

constante (usando un gas ideal), presión 

uniforme en un instante de tiempo y 

temperaturas constantes en el intercambiador de 

calor.Por otra parte, los volúmenes y sus 

cambios en los espacios de trabajo, considerados 

como diabáticos, se conocen como una función 

del ángulo del cigüeñal. La Figura 4 muestra el 

diseño del motor beta híbrido. 
 

 
Figura 4. Bosquejo del motor hibrido beta 

 

Las ecuaciones de movimiento del pistón 

son: 

𝜃𝑝 = (𝐿2 − (𝑅 ∙ cos 𝜃)2)
1
2                                             (1) 

𝑦𝑝 = 𝑅 ∙ sin 𝜃 + 𝜃𝑝                                                          (2) 

𝑣𝑝 = 𝑅 ∙ cos 𝜃 ∙ (1 +
𝑅 ∙ sin 𝜃

𝜃𝑝

)                                   (3) 

Donde:  
𝑦𝑝 =                         𝑝𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑖𝑠𝑡ó𝑛 

𝑣𝑝 =  𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑖𝑠𝑡ó𝑛 (𝑚 / 𝑟𝑎𝑑) 

𝐿 =                     𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑏𝑖𝑒𝑙𝑎 

𝑅 =                        𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑛𝑖𝑣𝑒𝑙𝑎 

𝜃 =                     á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑐𝑖𝑔ü𝑒ñ𝑎𝑙 
 

 

Además, para determinar el movimiento 

del desplazador libre, las fuerzas y la segunda ley 

de Newton son consideradas. La Figura 5 

muestra estas fuerzas. 
 

 
Figura 5. Fuerzas del Desplazador 

 

Tres fuerzas son consideradas, la primera 

de corte, que actúa en ambos lados en dirección 

opuesta al movimiento; la segunda de arrastre de 

presión, que actúa sobre la superficie superior 

contraria al movimiento y la tercera es presión, 

en la parte inferior y superior del desplazador, 

sometido a la presión del espacio de trabajo.  

 

Por lo tanto, la fuerza de presión neta 

controla el movimiento del desplazador, las 

ecuaciones de fuerza y movimiento están dadas 

por: 
𝐹𝑝𝑟𝑒𝑠𝑖𝑜𝑛 = −𝐴𝑟𝑜𝑑 ∙ (𝑃 − 𝑃𝑑)                                  (4) 

𝐹𝑐𝑜𝑟𝑡𝑒 =
2𝜋𝐿𝑑𝜇(−𝑣𝑑)

ln (
𝐷𝑑

𝐷𝑟𝑜𝑑
⁄ )

                                             (5) 

𝐹𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠𝑡𝑟𝑒 =
1

2
𝐶𝑑𝐴𝑟𝑜𝑑𝜌|𝑣𝑑|(−𝑣𝑑)                          (6) 

𝑎𝑑 =
(𝐹𝑝𝑟𝑒𝑠𝑖𝑜𝑛 + 𝐹𝑐𝑜𝑟𝑡𝑒 + 𝐹𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠𝑡𝑟𝑒)

𝑚𝑑𝜔2
                   (7) 

 

La aceleración, la velocidad y la posición 

se conocen a partir del ángulo del cigüeñal. La 

posición del desplazador y la velocidad al final 

del incremento se obtienen integrando la 

aceleración. Entonces, la aceleración para el 

siguiente incremento de tiempo se puede obtener 

utilizando la posición del desplazador, la 

velocidad y la presión. (Chen, 1989) [3] 
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Figura 6: Bosquejo del motor hibrido beta 
 

 

El motor se divide en ocho volúmenes de 

control finitos como se muestra en la Figura 6, 

con una distribución de la temperatura como en 

la Figura 7 y considerando las temperaturas Tk 

del enfriador y Th del calentador como 

constantes; entonces la temperatura media del 

regenerador Tr está dada por la diferencia de 

temperatura media logarítmica de Tk y Th. 

𝑇𝑟 =
(𝑇ℎ − 𝑇𝑘)

𝐼𝑛(𝑇ℎ/𝑇𝑘)
                                                                (8) 

 
Figura 7. Distribución de temperatura de los volúmenes 

de control 
 

 

Por otra parte, las temperaturas del 

espacio de compresión Tc y expansión Te son 

variables; entonces la temperatura del hueco de 

apéndice Ta se supone constante y es la 

diferencia de temperatura media logarítmica Te 

y Tc. 

𝑇𝑎 =
(𝑇𝑒 − 𝑇𝑐)

𝐼𝑛(𝑇𝑒/𝑇𝑐)
                                                                (9) 

La Figura 8 muestra un volumen de 

control que incluye el flujo masico de entrada y 

salida, transferencia de calor y trabajo límite 

(𝑑𝑊 =  𝑃 ∗ 𝑑𝑉), note que la suma de las masas 

del gas en cada volumen es constante. 

 
Figura 8. Volumen de control 

 

Entonces, para cada volumen de control 

se aplican las siguientes ecuaciones: 

Gas Ideal  𝑃𝑉 = 𝑚𝑅𝑇   (10) 

Derivada del gas ideal 
𝐷𝑃

𝑃
+

𝐷𝑉

𝑉
=

𝐷𝑚

𝑚
+

𝐷𝑇

𝑇
 (11) 

Conservación de masa 𝐷𝑚 = 𝑚̇𝑖 − 𝑚̇𝑜 (12) 

Conservación de 
energía 

𝐶𝑣𝐷(𝑚𝑇)
= 𝑚̇𝑖𝐶𝑃𝑇𝑖 − 𝑚̇𝑜𝐶𝑃𝑇𝑜

+ 𝐷𝑄̇ − 𝐷𝑊̇ 

(13) 

La temperatura del gas que entra en un 

volumen de control es la misma que de la fuente, 

por lo que la masa de gas en cada volumen de 

control se calcula a partir de (10). La velocidad 

de cambio de masa de cada volumen de control 

se calcula usando (11).  

Para el volumen y temperatura constante de los 

intercambiadores de calor, colectores, y la 

brecha del pistón, esta ecuación se simplifica a 
𝐷𝑃

𝑃
 =  

𝐷𝑚

𝑚
                                                             (14) 

El conjunto de ecuaciones resultantes se 

resuelven para la presión, su derivada, las 

temperaturas y masas del espacio de trabajo, y 

las velocidades de transferencia de calor. (Urieli 

y Berchowitz, 1984) [2] El conjunto completo de 

ecuaciones analíticas se muestra en el Apendice 

A.  Por otra parte, el factor de fricción de 

Reynolds (fr) para los tubos calentadores y 

enfriadores utilizados, es la relación de Blasius 

asumiendo un flujo turbulento constante: 
 

   𝑓𝑟 = 0.0791𝑅𝑒0.75                                              (15)       

       𝑓𝑟 = 24 𝑖𝑓 𝑅𝑒 < 2000                                            (16) 
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El factor de fricción constante de 

Reynolds para la malla del regenerador tomada 

de Kays y London (1964) [4] es 
 

          𝑓𝑟 = 54 + 1.43𝑅𝑒0.78                                             (17) 
 

 

El trabajo perdido por ciclo debido a la 

pérdida de presión se calcula a partir de lo 

siguiente: 
 

     𝑊𝑙𝑜𝑠𝑠 = ∮(𝛴∆𝑃)𝑑𝑉𝑒                                                  (18)   

 

 

La pérdida debida al funcionamiento no 

ideal del regenerador se modela exactamente 

como en Urieli (1984). La eficiencia (ε) del 

regenerador se deriva como: 
 

      𝜀 =
𝑁𝑇𝑈

𝑁𝑇𝑈 + 1
                                                            (19)     

 

Donde,  
𝑁𝑇𝑈 =  𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎.  

 

La NTU se encuentra utilizando el 

número de Stanton (St). La misma correlación 

empírica para una malla usada por Urieli 

(1984)[2] de Kays y Londres (1964) [4] se 

utiliza: 
 

   𝑆𝑡 = 0.46
𝑅𝑒−0.4

𝑃𝑟
                                                   (20) 

 

De la misma forma la brecha del pistón 

se modelado como un regenerador no ideal 

también. La eficiencia de la brecha del pistón 

que funciona como un regenerador de espacio 

anular sin malla se evalúa utilizando la misma 

relación ε-NTU (19). El número de Stanton para 

la brecha del pistón se encuentra usando el factor 

de fricción de la brecha anular y luego aplicando 

la analogía simple de Reynolds: 
 

 𝑆𝑡 =
𝑓𝑟

2𝑅𝑒 ∙ 𝑃𝑟
                                                     (21) 

 

 

Una vez que se calculan las pérdidas y se 

determinan las cargas de trabajo y calor, se 

ajustan las temperaturas del gas del calentador y 

del enfriador para reflejar las velocidades de 

transferencia de calor finita.  

 

En primer lugar, se calculan los números 

de Reynolds promediados en el ciclo en el 

calentador y el enfriador. Entonces, los factores 

de fricción de Reynolds correspondientes se 

determinan usando el número de Reynolds y la 

ecuación de correlación de ciclo promedio, (15). 

Los números de Stanton se encuentran entonces 

usando la analogía simple de Reynolds ecuación 

(21). Las temperaturas del gas del 

intercambiador de calor se resuelven utilizando 

la Ley de Newton de calentamiento: 
 

𝑇𝑔𝑘 = 𝑇𝑤𝑘 − 
𝑄̇𝑘 ∙ 𝑓

𝑈 ∙ 𝐴𝑤

                                                     (22) 

 

Donde,  
𝑇𝑔𝑘 =  𝑡𝑒𝑚𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑔𝑎𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑓𝑟𝑖𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟  

𝑇𝑤𝑘 =  𝑡𝑒𝑚𝑝𝑒𝑟𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑓𝑟𝑖𝑔𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟  

𝑄̇𝑘 =  𝑡𝑎𝑠𝑎 𝑑𝑒 𝑇𝐶 𝑝𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑐𝑙𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑑𝑒 𝑒𝑙 𝑒𝑛𝑓𝑟𝑖𝑎𝑑𝑜𝑟  

𝑓 =  𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑚𝑜𝑡𝑜𝑟 (𝑐𝑖𝑐𝑙𝑜 / 𝑠) 

𝑈 =  𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑇𝐶 

𝐴𝑤 =  á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑙𝑜𝑟 
 

 

El modelo de intercambiador de calor 

adiabático y simple completo está implementado 

en un software matemático.  

 

Metodología para determinar eficiencia y 

potencia del motor Stirling. 

 

El modelo completo de intercambiador de calor 

adiabático y simple es implementado en Código 

MATLAB. Los pasos de la metodología son: 

primero definir los parámetros y dimensiones del 

motor, segundo paso se realiza el análisis de 

Schmidt para obtener una estimación inicial de 

la masa del gas. 
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Tercer paso, se ejecuta el modelo 

isotérmico para obtener una masa más precisa de 

la estimación del gas. Y el modelo isotérmico 

ajusta la masa hasta que la presión media cíclica 

es el valor deseado. Cuarto paso se inicia el 

modelo adiabático ideal mediante el  método 

general de solución es una técnica de integración 

utilizando la integración Runga-Kutta de 4º 

orden. Los volúmenes y el cambio de los 

espacios de compresión y de expansión están en 

función del ángulo de la manivela. Las 

temperaturas del gas del intercambiador de calor 

se fijan inicialmente iguales a las de las paredes. 

La Figura 9 muestra el método de solución del 

modelo. El ángulo del cigüeñal se incrementa se 

obtiene una nueva presión y los valores de las 

otras variables. Esto se repite hasta que se 

completa 360 °. Luego la compresión final y las 

temperaturas del espacio de expansión se 

comparan con los valores iniciales. Si hay una 

diferencia en total más que la tolerancia de error 

establecida, las temperaturas finales se utilizan 

como nueva inicial las temperaturas y el ciclo 

repetido.  

Una vez que las temperaturas convergen, se 

compara la presión media del ciclo con el valor 

deseado. La masa del gas se ajusta si la presión 

no es el valor deseado. Una vez que la presión y 

las temperaturas son convergentes. Se 

encuentran las pérdidas disociadas. La potencia 

y las cargas del intercambiador de calor son 

ajustadas y se calculan nuevamente la 

temperatura del gas del intercambiador de calor. 

Las nuevas temperaturas del gas se comparan 

con la inicial. Si la diferencia total es más que la 

tolerancia de error, los nuevos valores se utilizan 

para una nueva iteración. 
 

 
Figura 9. Método de solución 
 

Disco y receptor solar 

El disco se modela utilizando la siguiente 

ecuación,  

𝑄̇𝑜 = 𝐺𝑜 ∙ 𝐴𝑜 ∙ 𝜌𝑜 ∙ 𝜂𝑜                                                        (23) 
 

Donde, 
𝑄𝑜

′ =  𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒𝑔𝑎𝑑𝑎 𝑎𝑙 𝑟𝑒𝑐𝑒𝑝𝑡𝑜𝑟 

𝐺𝑜  = 𝑎𝑖𝑠𝑙𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑠𝑜𝑙𝑎𝑟 

𝐴𝑜 =  𝑎𝑟𝑒𝑎 𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 

𝜌𝑜 =  𝑟𝑒𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑑𝑒𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜  

𝜂𝑜 =  𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜 
 

El receptor solar recibe la radiación solar 

y proporciona aislamiento para el calentador del 

motor Stirling (Figura 10).  

 
Figura 10: Receptor solar 
 

El calentador se encuentra dentro del 

receptor y convierte la radiación solar en calor 

que es absorbido por el motor Stirling; el motor 

Stirling proporciona energía neta del calor para 

conducir el alternador, el calor rechazado del 

motor Stirling es absorbido por el agua de 

refrigeración, que lo lleva al radiador. 
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Criterios de diseño del motor Stirling 

Los parámetros y dimensiones de operación del 

motor de Stirling se determinan con base en las 

dimensiones de un generador eléctrico comercial 

a gasolina. Los anillos comerciales de pistón de 

motor de gasolina pueden mantener una presión 

de 150 a 180 psi, por lo tanto, se estableció una 

presión de ciclo media de 10 atm (147 psi). 

 

El acero inoxidable es el material más 

rentable para el calentador, por lo que la 

temperatura del tubo del calentador se establece 

a 650 ° C. Los diámetros del enfriador y de los 

tubos calentadores se proponen ambos de 3,0 

mm. Las últimas cinco variables principales se 

enumeran en la Tabla 1.  
 

Parámetro Valor 

Presión Media 10 atm 

Volumen de barrido del pistón 69.1 cm3 

Velocidad de rotación 32 Hz 

Temperatura promedio del espacio de 

expansión 
544°C 

Temperatura promedio del espacio de 
compreción 

101°C 

Potencia de frenado (W) 156.7 

Numero West 0.191 

Tabla 1 Variables principales 
 

 
Figura 11. Posicion del desplazador y pistón a 10 atm 

 

El motor produce una potencia indicada de 195,9 

W con una eficiencia indicada de 17,05%.  

 
Figura 12. Volúmenes del espacio de trabajo  a 10 atm 

 

 
Figura 13. Presiones del espacio de trabajo a 10 atm 

 

 
Figura 14. Diagrama de presión vs volúmen  a 10 atm 
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Figura 15. Variación de temperatura a 10 atm 

 

 
 

Figura 16. Caída de presión del intercambiador de 

presión a 10 atm 

 
 

En las Figura 11 se muestra la posición 

del desplazador y del pistón según varía el 

ángulo del cigüeñal.  

 

La carrera del pistón es de 4,36 cm y la 

carrera del desplazador es de 3,73 cm; también 

se muestra la variación de los volúmenes del 

espacio de trabajo en función del ángulo del 

cigüeñal véase Figura 12, así como la variación 

de las presiones en los espacios de compresión y 

de trabajo Figura 13, El diagrama presión-

volumen Figura 14 con forma rómbica 

característica de los motores Stirling híbridos. 

El punto en el que el desplazador entra en 

contacto con el pistón en su carrera descendente 

tiene un volumen ≈ 152 cm3, presión ≈ 1160 

kPa. El punto en el que el desplazador entra en 

contacto con su tope superior tiene un volumen 

≈ 150 cm3, presión ≈ 850 kPa. 

 

La temperatura del espacio de expansión 

promedio es 817 K, mientras que la temperatura 

del espacio de compresión promedio es de 374 

K, Figura 15.Existe una diferencia de 

temperaturas de 443 °K. 

La Figura 16 proporciona la caída de presión en 

el enfriador, calentador y regenerador. 

 

Sistema de control 

 

Existen muchas técnicas de control y 

metodologías que se pueden aplicar a los robots 

manipuladores. El método de control elegido y 

su implementación pueden tener un impacto 

significativo en el rendimiento del este. 

Por otra parte, el diseño mecánico tiene 

un impacto tambien considerable en el control 

del robot, por ejemplo: un robot accionado por 

motores de DC de imán permanente con 

reducción de engranajes en comparación a un 

robot de accionamiento directo utilizando 

motores de alto par sin reducción de engranajes, 

influira significativamente en el diseño del 

compenador (W. Spong)[6]. 

La estrategia de control más simple, es el 

control independiente de las articulaciones. En 

este tipo de control, cada eje del manipulador se 

controla como un sistema de simple entrada, 

simple salida (SISO). Cualquier efecto de 

acoplamiento debido al movimiento de los otros 

eslabones son tratados como perturbaciones al 

sistema ver Figura17. 
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Figura 17: Estructura básica de un sistema de control en 

lazo cerrado 

 

Actuadores Dinámicos 

Un motor de corriente continua funciona 

básicamente con el principio de que un 

conductor, con corriente en un campo 

magnético, experimenta una fuerza 𝐹 = 𝑖 × 𝜙, 

donde 𝜙 es el flujo magnético e 𝑖 es la corriente 

en el conductor (C. Dorf) [7].Para este caso 

donde el estator consiste en un imán permanente, 

podemos tomar el flujo 𝜙 como constante. Por lo 

tanto, el par de torsión en el rotor se controla a 

través de la corriente inducida 𝑖𝑎. Considerando 

el diagrama esquemático de la Figura 18, la 

ecuación diferencial para la corriente de 

armadura es 
 

𝐿
𝑑𝑖𝑎
𝑑𝑡

+ 𝑅𝑖𝑎  =   𝑉 − 𝑉𝑏                                                (24) 

 

 
Figura 18: Diagrama de circuito para motor de corriente 

continua.  
 

Dado que el flujo es constante, el par 

desarrollado por el motor esta daddo por, 
 

𝜏𝑚 =  𝐾1 𝜙𝑖𝑎  =  𝐾𝑚  𝑖𝑎, 

donde 𝐾𝑚 es la constante de par en 𝑁𝑚/𝑎𝑚𝑝, 

además, la fuerza electromotriz de regreso esta 

dado por 

𝑉𝑏  =   𝐾2𝜙𝑤𝑚 = 𝐾𝑏𝑤𝑚 = 𝐾𝑏

𝑑𝜃𝑚

𝑑𝑡
                             (25) 

 

En la Figura 19 se observa un motor DC 

en serie con un tren de engranajes con relación 

de transmisión r:1 conectado a un eslabón del 

manipulador. El radio de los engranajes r 

típicamente tiene valores en el intervalo de 20 a 

200 o más. Haciendo referencia a la Figura 19, 

tenemos que  𝐽𝑚 = 𝐽𝑎 + 𝐽𝑔, es decir, la suma de 

las inercias del actuador y del engranaje. 

 
Figura 19: Modelo de articulación de un solo eslabón 

con tren de engranes 
 

En términos del ángulo 𝜃𝑚, la ecuación 

de movimiento del sistema esta dada por: 
 

𝐽𝑚
𝑑2𝜃𝑚

𝑡𝑑2
 +  𝐵𝑚

𝑑𝜃𝑚

𝑑𝑡
 =   𝜏𝑚 −

𝜏𝑙

𝑟
                             

 

                                        =   𝐾𝑚𝑖𝑎 −
𝜏𝑙

𝑟
                              (26) 

 

Aplicando la transformada de Laplace y 

combinando las ecuaciones (24) y (26) se tiene:  
 

(𝐿𝑠 + 𝑅)𝐼𝑎(𝑠) =   𝑉(𝑠) − 𝐾𝑏𝑠Θ𝑚(𝑠)          (27) 
 

(𝐽𝑚𝑠2 + 𝐵𝑚𝑠)Θ𝑚(𝑠) =   𝐾𝑚𝐼𝑎(𝑠) −
𝜏𝑙(𝑠)

𝑟
 (28) 

 

El diagrama de bloques del sistema (27) y (28) 

se observa en la Figura 13. 

Frecuentemente se supone que la "constante de 

tiempo eléctrica" 𝐿/𝑅 es mucho menor que la 

"constante de tiempo mecánica" 𝐽𝑚/𝐵𝑚. 
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Figura 20: Diagrama de bloques de un sistema de motor 

de corriente continúa 
 

 

Entonces, la función de transferencia de 

𝑉(𝑠) a Θ𝑚(𝑠), con 𝜏𝑙 = 0, esta dada por  
 

Θ𝑚(𝑠)

𝑉(𝑠)
=

𝐾𝑚/𝑅

𝑠[𝐽𝑚𝑠 + 𝐵𝑚 + 𝐾𝑏𝐾𝑚/𝑅]
                                (29) 

 

además, para la carga 𝜏𝑙(𝑠) a Θ𝑚(𝑠), con 𝑉 = 0, 

esta dada por 
Θ𝑚(𝑠)

𝜏𝑙(𝑠)
=

−1/𝑟

𝑠[𝐽𝑚𝑠 + 𝐵𝑚 + 𝐾𝑏𝐾𝑚/𝑅]
                              (30) 

 

 

En el dominio del tiempo las ecuaciones 

(29) y (30) representan, por superposición, la 

ecuación diferencial de segundo orden 
 

𝐽𝑚Θ̈𝑚(𝑡) + (𝐵𝑚 +
𝐾𝑏𝐾𝑚

𝑅
) Θ̇𝑚(𝑡)

= (
𝐾𝑚

𝑅
)𝑉(𝑡) −

𝜏𝑙(𝑡)

𝑟
                  (31) 

 

El diagrama de bloques correspondiente 

al sistema de orden reducido (31) se muestra en 

la Figura 21. 

 
Figura 21: Diagrama de bloques para el sistema de orden 

reducido 
 

 

Seguimiento a un punto deseado 

El problema de seguimiento a un punto en 

particular consiste en seguir una referencia 

constante 𝜃𝑑   (referencia escalón) y conseguir un 

movimiento punto a punto (K. Ogata) [8]. 

Cabe destacar que la trayectoria que 

sigue el sol varía de forma lenta y es posible 

asumirla como constante. 

 

Compensador PD 

Para el diseño del compensador, se 

implementará un PD  con retroalimentación de 

velocidad como estrategia de control. La señal 

de entrada en el dominio de Laplace está dado 

por: 
 

𝑈(𝑠) = 𝐾𝑝(Θ𝑑(𝑠) − Θ(𝑠)) − 𝐾𝑑𝑠Θ(𝑠)                       (32) 
 

Donde 𝐾𝑝, 𝐾𝑑 son las ganancias 

proporcional y derivativa, respectivamente; el 

diagrama a bloques de sistema se muestra en la 

Figura 22.  
 

 
Figura 22: Sistema en lazo cerrado con control PD 

 

 

La función de transferencia del sistema 

descrito en la Figura 22 está dada por  
 

Θ(𝑠) =
𝐾𝑃

Ω(𝑠)
Θ𝑑(𝑠) −

1

Ω(𝑠)
𝐷(𝑠)                                 (33) 

 

donde Ω(𝑠) es el polinomio característico de 

lazo cerrado, es decir, 𝛺(𝑠) = 𝐽𝑠2 + (𝐵 + 𝐾𝑑)𝑠 +

𝐾𝑝. El error de seguimiento esta dado por 

𝐸(𝑠) = 𝛩𝑑(𝑠) − 𝛩(𝑠). Para una entrada escalón 

𝛩𝑑(𝑠) =
1

𝑠
  y una perturbación constante 𝐷(𝑠) =

𝐷

𝑠
 el error en estado estacionario 𝑒𝑠𝑠 se puede 

obtener bajo el teorema del valor final: 

 
 

 𝑒𝑠𝑠 = lim
𝑠→0

𝑠𝐸(𝑠) = −
𝐷

𝐾𝑝

                                                  (34) 
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Puesto que la magnitud D de la 

perturbación es proporcional a la reducción de 

engranajes 1/𝑟, observamos que el error de 

estado estacionario es menor para una reducción 

de engranaje mayor y puede hacerse 

arbitrariamente pequeño haciendo la ganancia 

𝐾𝑝 grande.  

 

Para el compensador PD dado por Figura 

22 el sistema en lazo cerrado es de segundo 

orden y por lo tanto la respuesta escalón está 

determinada por la frecuencia natural 𝜔 del 

sistema y la relación de amortiguación 𝜍. Dado 

un valor deseado para estas cantidades, las 

ganancias Kd y Kp se obtienen de la siguiente 

expresión 

 
 

 

𝑠2 +
𝐵 + 𝐾𝐷

𝐽
𝑠 +

𝐾𝑃𝑃

𝐽
= 𝑠2 + 2𝜍𝜔𝑠 + 𝜔2               (35) 

 

 

𝐾𝑃 = 𝜔2𝐽,          𝐾𝐷 = 2𝜍𝜔𝐽 − 𝐵 
 

 

Para el sistema del seguidor solar, el 

diseño del compensador PD como se muestra en 

la Figura 7, tendrá error en estado estacionario al 

introducirle una perturbación (generada por el 

acoplamiento de los eslabones y la dinámica de 

estos). 

 

 
 

Figura 23: Compensador PD para motor 
 

 

Por otra parte, el modelo dinámico, para 

efectos de simulación, está dada por la 

parametrización en CAD como se puede 

observar en la Figura 24. 
 

 
Figura 24: Prototipo sistema de seguidor solar 

 

 

El sistema de control resultante puede 

observarse en la Figura 25. 

 
 

 

 
Figura 25: Diseño esquemático de control seguidor solar 

 

 

 

Los resultados de simulación del sistema del 

seguidor solar bajo una entrada escalón 𝛩𝑑(𝑠) =

180 y 𝐷(𝑠) = 200 se puede observar en la 

Figura 26. 
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Figura 26: Respuesta de los estados del sistema ante una 

entrada escalón utilizando compensador PD 

 
 

Además, en la Figura 27 se observa la 

señal de control necesaria para asegurar el 

seguimiento de la referencia en las articulaciones 

del seguidor solar. 

 

Compensador PID  

Con el objetivo de reducir el error en estado 

estacionario, debido a la perturbación, la acción 

integral se añade al compensador PID (W 

Spong) [7]. Por consiguiente, conseguir un error 

en estado estacionario igual a cero; manteniendo 

ganancias pequeñas. 

 

 
Figura 27: Señal de control para articulaciones 𝒒𝟏 y 𝒒𝟐 
 

 

El diagrama a bloques del diseño del 

compensador se muestra en la Figura 28. 
 

 
Figura 28: Sistema en lazo cerrado con control PID 

 

 

La señal de entrada en el dominio de 

Laplace está dada por: 
 

𝑈(𝑠) = (𝐾𝑝 +
𝐾𝑖

𝑠
) (Θ𝑑(𝑠) − Θ(𝑠)) − 𝐾𝑑𝑠Θ(𝑠)          (36) 

 

 

La función de transferencia del sistema 

descrito en la Figura 28 está dada por: 
 

 

Θ(𝑠) = (
𝐾𝑝𝑠 + 𝐾𝑖

Ω2(𝑠)
) Θ𝑑(𝑠) −

𝑠

Ω2(𝑠)
𝐷(𝑠)                     (37) 

 

 

Donde, Ω2 = 𝐽𝑠3 + (𝐵 + 𝐾𝑑)𝑠2 + 𝐾𝑃𝑠 + 𝐾𝐼 es 

el polinomio característico del sistema. 

Para el cálculo de las ganancias, debido al grado 

del polinomio, están dadas a partir del 

compensador PD; la sintonización de 𝐾𝑖 se dará 

de acuerdo al comportamiento del sistema. 



33 

Artículo                                                                                           Revista del Diseño Innovativo                                                                                                                                                                                                                       
Diciembre 2017 Vol.1 No.1 21-36 

 

 

ISSN 2523-6830                                          

ECORFAN® Todos los derechos reservados 
AGUILERA, Miguel Ángel, J.- PAUL, Christopher, NÁJERA, Erick, 

MARTÍNEZ, Francisco, HERNÁNDEZ, Javier, HERNÁNDEZ, Tonatiuh. 

Diseño y control de un sistema generador de electricidad de disco-stirling Revista 

del Diseño Innovativo.  2017                                                                                                                                                                                                                

Cabe mencionar que 𝐾𝑖 debe estar 

acotada por el anális de estabilidad del 

poliniomio característico del sistema Ω2.  

 
 

 
Figura 29: Compensador PID para sistema del seguidor 

 

El desempeño del compensador PID para 

el sistema del seguidor solar Figura 29, bajo una 

entrada escalón 𝛩𝑑(𝑠) = 160 y 𝐷(𝑠) = 0 se 

puede observar en la Figura 30. 

 
 

 
Figura 30: Respuesta de los estados del sistema ante una 

entrada escalón utilizando compensador PID. 
 

 

Por otra parte, la señal de control 

necesaria para asegurar el seguimiento de la 

referencia en las articulaciones del seguidor 

solar se observa en la Figura 31. 

 
Figura 31: Señal de control para articulaciones 𝒒𝟏 y 𝒒𝟐. 

 

 

Compensador PID prototipo del sistema a 

implementar 

El prototipo para el sistema de seguimiento 

solar, con base en el diseño CAD y su 

implementación física, se observa en la Figura 

32 y 33 respectivamente. 

 
 

 
Figura 32: Diseño CAD del prototipo para el sistema de 

seguidor solar en SolidWorks. 
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Figura 33: Prototipo real del sistema del seguidor solar. 
 

 

Ahora bien, para la implementación del 

control en el prototipo, el sistema de 

retroalimentación está dado por potenciómetros 

de precisión con el fin de tener un sistema con 

memoria.  

Los resultados de simulación del sistema bajo 

una entrada escalón 𝛩𝑑(𝑠) = 160 y 𝐷(𝑠) = 0 se 

puede observar en la Figura 34. 

 
 

 
Figura 34: Respuesta de los estados (Prototipo real) del 

sistema ante una entrada escalón utilizando compensador 

PID. 
 

 
Figura 35: Señal de control para articulaciones 𝒒𝟏 y 𝒒𝟐 

del sistema real (Prototipo). 

 

La señal de control necesaria para 

asegurar el seguimiento de la referencia en las 

articulaciones del seguidor solar (prototipo) se 

observa en la Figura 35. 

 

Conclusiones 

 

Se diseñó de un motor Stirling híbrido tipo beta, 

basado en un generador eléctrico a gasolina 

comercial y portátil. El motor de gasolina se 

convierte en un motor Stirling por la adición de 

un segundo pistón y de intercambiadores de 

calor.  

Para el colector solar se propone de una 

antena parabólica con superficie reflectante.  

El sistema está diseñado para funcionar con una 

variedad de parámetros de funcionamiento del 

motor. El sistema debe producir 100 W a una 

presión del motor de 10 atm. La energía eléctrica 

neta se puede aumentar a 300 W, 1000 W o más 

aumentando la presión de funcionamiento del 

motor a 24 atm, 74 atm, o 86 atm y mejorando el 

plato y el receptor. 
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De las simulaciones con Matlab se 

obtuvieron las gráficas de presión,  volumen y 

las temperaturas generadas en el enfriador y 

calentador y con base en estas se obtienen las 

eficiencias para las diferentes presiones de 

trabajo del motor Stirling de 10, 24, 74 y 86 atm 

les corresponden respectivamente una eficiencia 

4.4%, 4.4%, 13.9% y 16.4%. Como se puede 

apreciar entre mas presión de trabajo mayor 

eficiencia, pero los costos de construcción se 

elevan considerablemente para un motor de alta 

presión.  

Además, se desarrolló un compensador 

PIDE para cada articulación del sistema seguidor 

solar, la referencia deseada está dada por 

entradas escalón debido a que la señal varía de 

forma muy lenta en el tiempo, los algoritmos de 

control se verifican en un prototipo de prueba.  

 

Apéndice A 

 

Presión, P 

 

𝑑𝑃 =  
−𝛾𝑃 (

𝑑𝑉𝑐
𝑇𝑐𝑘

+ 
𝑑𝑉𝑒
𝑇ℎ𝑒

)

[
𝑉𝑐
𝑇𝑐𝑘

+ 
𝑉𝑒
𝑇ℎ𝑒

+ 𝛾 (
𝑉𝑘

𝑇𝑘
+

𝑉𝑟𝑖

𝑇𝑟𝑖
+

𝑉𝑟
𝑇𝑟

+
𝑉𝑟𝑜

𝑇𝑟𝑜
+

𝑉𝑎
𝑇𝑎

)]
 

 

𝑃 =  
𝑀𝑅

(
𝑉𝑐
𝑇𝑐

+
𝑉𝑘

𝑇𝑘
+

𝑉𝑟𝑖

𝑇𝑟𝑖
+

𝑉𝑟
𝑇𝑟

+
𝑉𝑟𝑜

𝑇𝑟𝑜
+

𝑉ℎ

𝑇ℎ
+

𝑉𝑒
𝑇𝑒

+
𝑉𝑎
𝑇𝑎

)
 

 

 

 

 

 

 

Masa, m 

𝑑𝑚𝑐 =
1

𝑅𝑇𝑐𝑘
(𝑃𝑑𝑉𝑐 +

𝑑𝑉𝑐𝑑𝑃

𝛾
) 

𝑑𝑚𝑒 =
1

𝑅𝑇ℎ𝑒
(𝑃𝑑𝑉𝑒 +

𝑑𝑉𝑒𝑑𝑃

𝛾
) 

𝑑𝑚𝑘 = 
𝑚𝑘

𝑃
𝑑𝑃  𝑑𝑚𝑟 =  

𝑚𝑟

𝑃
𝑑𝑃 

𝑑𝑚ℎ =  
𝑚ℎ

𝑃
𝑑𝑃  𝑑𝑚𝑟𝑖 =  

𝑚𝑟𝑖

𝑃
𝑑𝑃 

𝑑𝑚𝑟𝑜 = 
𝑚𝑟𝑜

𝑃
𝑑𝑃  𝑑𝑚𝑎 =  

𝑚𝑎

𝑃
𝑑𝑃 

𝑚𝑐 = 
𝑃𝑉𝑐

𝑅𝑇𝑐
  𝑚𝑒 =  

𝑃𝑉𝑒

𝑅𝑇𝑒
 

𝑚𝑘 =  
𝑃𝑉𝑘

𝑅𝑇𝑘
 𝑚𝑟 =  

𝑃𝑉𝑟

𝑅𝑇𝑟
 

𝑚ℎ = 
𝑃𝑉ℎ

𝑅𝑇ℎ
    𝑚𝑟𝑖 =  

𝑃𝑉𝑟𝑖

𝑅𝑇𝑟𝑖
 

𝑚𝑟𝑜 = 
𝑃𝑉𝑟𝑜

𝑅𝑇𝑟𝑜
  𝑚𝑎 = 

𝑃𝑉𝑎

𝑅𝑇𝑎
 

Flujo másico, ṁ 

ṁ𝑐𝑘 = −𝑑𝑚𝑐 

ṁ𝑘𝑟 = ṁ𝑐𝑘−𝑑𝑚𝑘 

ṁ𝑟𝑖𝑟 = ṁ𝑘𝑟 − 𝑑𝑚𝑟𝑖 

ṁ𝑟𝑟𝑜 = ṁ𝑟𝑖𝑟 − 𝑑𝑚𝑟  

ṁ𝑟ℎ = ṁ𝑟𝑟𝑜−𝑑𝑚𝑟𝑜 

ṁℎ𝑒 = ṁ𝑟ℎ − 𝑑𝑚ℎ 

ṁ𝑒𝑎 = 𝑑𝑚𝑎 

Temperaturas, T 

𝑑𝑇𝑐 = 𝑇𝑐 (
𝑑𝑃

𝑃
+

𝑑𝑉𝑐
𝑉𝑐

−
𝑑𝑚𝑐

𝑚𝑐
) 

𝑑𝑇𝑒 = 𝑇𝑒 (
𝑑𝑃

𝑃
+

𝑑𝑉𝑒
𝑉𝑒

−
𝑑𝑚𝑒

𝑚𝑒
) 

𝑇𝑟 =
(𝑇ℎ − 𝑇𝑘)

ln (
𝑇ℎ

𝑇𝑘
⁄ )

 

𝑇𝑎 =
(𝑇𝑒 − 𝑇𝑐)

ln (
𝑇𝑒

𝑇𝑐
⁄ )
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Condiciones de Temperatura 

𝑖𝑓 ṁ𝑐𝑘 > 0 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑇𝑐𝑘 = 𝑇𝑐 , 𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑇𝑐𝑘 = 𝑇𝑘 

𝑖𝑓 ṁℎ𝑒 > 0 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑇ℎ𝑒 = 𝑇ℎ , 𝑒𝑙𝑠𝑒 𝑇ℎ𝑒 = 𝑇𝑒 

Energía, Q 

𝑑𝑄𝑘 = 

𝐶𝑝𝑇𝑒ṁ𝑒𝑎 

Trabajo, W 

𝑑𝑊𝑐 = 𝑃
𝐶𝑣𝑉𝑘𝑑𝑃

𝑅
− 𝐶𝑝(𝑇𝑐𝑘ṁ𝑐𝑘 − 𝑇𝑘ṁ𝑘𝑟) 

𝑑𝑄𝑟 =
𝐶𝑣𝑉𝑟𝑑𝑃

𝑅
− 𝐶𝑝(𝑇𝑘ṁ𝑟𝑖𝑟 − 𝑇ℎṁ𝑟𝑟𝑜) 

𝑑𝑄ℎ =
𝐶𝑣𝑉ℎ𝑑𝑃

𝑅
− 𝐶𝑝(𝑇ℎṁ𝑟ℎ − 𝑇ℎ𝑒ṁℎ𝑒) 

𝑑𝑄𝑎 =
𝐶𝑣𝑉𝑎𝑑𝑃

𝑅
−∙ 𝑑𝑉𝑐  

𝑑𝑊𝑒 = 𝑃 ∙ 𝑑𝑉𝑒  

𝑑𝑊 = 𝑑𝑊𝑐 + 𝑑𝑊𝑒 

𝑊 = 𝑊𝑐 + 𝑊𝑒 

Dónde: 

c -Espacio de compresión 

k- Enfriador   

ri- Enfriador-regenerador múltiple  

r- Regenerador  

ro- Regenerador-calentador  múltiple 

h- Calentador  

e- Espacio de expansión  

a- Ranura del pistón 

ck- Espacio de compresión al enfriador  

kr- Enfriador al enfriador-regenerador múltiple 

rir- Enfriador-regenerador múltiple al 

regenerador  

rro- Regenerador al regenerador-calentador  

múltiple 

rh- Regenerador-calentador  múltiple al 

calentador  

he- Calentador a espacio de expansión 

ea- Espacio de expansión a ranura del pistón 
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Resumen  

En este artículo se presenta el desarrollo de un vehículo 

móvil, su instrumentación y programación, para su 

posterior integración con un receptor GNSS RTK por 

medio de una computadora Odroid, con el propósito de 

que se obtengan de los sensores datos como la posición, 

orientación y aceleración, en un mismo programa, para 

que dicho vehículo pueda ser utilizado en agricultura de 

precisión. Se presenta el desarrollo de la arquitectura 

móvil, que incluye las conexiones y el establecimiento de 

comunicación entre sensores, así como el procesamiento 

de información obtenida. Posteriormente se muestra el 

desarrollo realizado para la obtención de las mediciones 

RTK. Como parte final, se muestra la integración de datos 

de la plataforma móvil en un solo programa de lectura de 

datos con el fin de que a partir de estos se pueda comenzar 

el desarrollo de tareas de navegación. 

 

Agricultura de Precisión, NES, Odroid, Pixhawk, 

RTK. 

 

 

 

Abstract  

This article deals with the development of a mobile 

vehicle, its instrumentation and programming, for its later 

integration with a high precision GNSS receiver via an 

Odroid computer, in order to obtain data such as position, 

orientation and acceleration, so the vehicle can be used for 

precision agriculture applications. In the same way, the 

development of the mobile architecture is shown, which 

includes the physical connections and establishment of 

communication between sensors, as well as the processing 

of obtained information. Subsequently, the developed 

work with RTK measurements and their integration with 

the mobile platform is shown. Finally, it was developed a 

program that integrates all the data from the mobile 

platform in order to make possible the development of 

navigation tasks. 
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Introducción 

El propósito de la agricultura de precisión es 

mejorar las condiciones de producción agrícola 

haciendo uso de herramientas tecnológicas 

avanzadas, con lo cual se pretende disminuir 

costos de producción y aumentar la eficiencia en 

la inspección, riego y fertilización, además de 

distintos tipos de análisis en los cultivos. Por lo 

tanto, es de notar el creciente desarrollo de 

vehículos para este tipo de tareas, algo que se 

puede observar en trabajos como en (Bechar, 

2016; Jilek, 2015; Mane, 2016; Bergerman, 

2012). Analizando este tipo de aplicaciones 

queda claro que parte importante de las 

investigaciones actuales en este rubro se centran 

en dotar a los robots móviles con sistemas 

embebidos que les permitan realizar tareas de 

forma autónoma.  

En este tipo de desarrollos destacan los 

vehículos terrestres no tripulados (UGV) que 

han sido objeto de estudio desde hace muchos 

años para su implementación en tareas de 

agricultura, principalmente centrándose e 

instrumentar vehículos ya existentes para 

realizar tareas autónomas, como la aplicación 

mostrada en Jilek (2015) que puede ser aplicada 

tanto al monitoreo de plantaciones de gran escala 

como a aplicaciones más pequeñas como 

invernaderos. Siendo parte importante de estos 

desarrollos, el dotar a los vehículos de 

herramientas para lograr navegación, ya que se 

requiere que trabajen de forma autónoma, es 

necesario realizar acciones como evasión de 

obstáculos o seguimiento de trayectorias. Para 

realizar tareas en el exterior como la detección y 

evasión de obstáculos se utilizan herramientas 

como las cámaras usadas en Mane (2016) y los 

sensores láser, así como la aplicación 

desarrollada por Bergerman (2012). 

 

En el aspecto concerniente a la 

navegación de vehículos terrestres en ambientes 

de agricultura, aplicaciones recientes como la 

que se describe en Bergerman (2012) muestra 

que un aspecto básico a tomar en cuenta es el 

espacio entre sembradíos, ya que ambos tienden 

a ser reducidos para aprovechar al máximo la 

extensión del suelo. Debido a esto, en 

aplicaciones donde sea necesario el 

desplazamiento de un vehículo terrestre a través 

de los cultivos, es de suma importancia contar 

con una medición precisa de la ubicación del 

vehículo para evitar el riesgo de desvío o invadir 

una zona no requerida.  

La aplicación de sensores para 

navegación con mayor grado de precisión ha 

sido la alternativa perfecta para poder conocer la 

posición de los robots móviles con mayor 

exactitud. Los sensores más utilizados para 

conocer puntos específicos de ubicación son los 

Sistemas de Posicionamiento Global (GPS) que 

a pesar de ser muy utilizados en vehículos su 

principal problema es que estos sensores tienden 

a tener un rango de error demasiado elevado, 

generalmente en la orden de metros, lo que 

dificulta la realización precisa de tareas de 

seguimiento y operación.  

En el trabajo hecho por Rovira (2015) se 

analiza de forma detallada el desarrollo hecho 

para obtener sensores de posicionamiento global 

de alta precisión. Este tipo de receptores GNSS 

(Global Navigation Satellite System) reciben 

el nombre de RTK (Real Time Kinematic) y a 

deferencia de un receptor convencional, estos 

tienen la característica de poder obtener valores 

de posición con una precisión de centímetros.  
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En el presente trabajo se muestra el 

desarrollo hecho para dotar a un vehículo 

terrestre con la instrumentación necesaria para 

obtener datos como su posición, orientación y 

aceleración para desarrollar aplicaciones de 

autonomía.  

Desarrollo  

Contamos con tres elementos principales a 

interactuar.  El primer elemento es el rover 

(vehículo móvil con su respectiva 

instrumentación), el cual establece una 

comunicación con el segundo elemento que es 

una estación tierra, que sirve como interfaz PC 

para los elementos de hardware que trabajan a 

distancia. Como siguiente elemento se tienen los 

receptores GNSS RTK que obtienen las medidas 

de posición.   

Arquitectura 

Para obtener el sistema descrito anteriormente, 

se utiliza la arquitectura mostrada en la Fig. 1, 

donde se observan el rover, la estación base y el 

sistema de medición RTK. La estación y el rover 

se comunican por medio de dos radios de 

telemetría Sik utilizando un protocolo de 

comunicación llamado MAVLink. Los dos 

receptores RTK se comunican entre sí por medio 

de dos radios de telemetría RFD 900+ utilizando 

el protocolo de comunicación SBP.  

Los receptores RTK se comunican para 

poder obtener la medición precisa del RTK 

móvil. Estos datos serán entregados por 

protocolo SBP a la computadora Odroid, 

mediante conexión serial.   

 

 

 

 

De igual forma, la información de los 

sensores del Pixhawk será recibida por la 

computadora Odroid, comunicado por medio de 

conexión USB. Así, la computadora Odroid será 

la encargada de procesar la información de los 

sensores y regresar las consignas de movimiento 

al Pixhawk utilizando protocolo MAVLink. 

 

 

Figura 2 Diagrama de bloques para la arquitectura del 

sistema desarrollado 
 

Instrumentación 

Para obtener esta arquitectura, se comenzó por el 

acondicionamiento del vehículo base para el 

rover. Se contaba previamente con un vehículo 

con tamaño de 779 mm de largo por 540 mm de 

ancho. Equipado con un motor brushless, un 

servomotor encargado de dar dirección y un ESC 

(controlador electrónico de velocidad). Fig. 2. 

Su respectiva alimentación se hace con 2 

baterías LiPo 4s (14.8v) conectadas en serie.  

Para poder controlar los motores del 

vehículo y manejar los sensores se optó por una 

computadora embebida autopiloto Pixhawk. 
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Figura 3 Vehículo terrestre base 

 

Este dispositivo se utiliza como puente a 

bajo nivel para servir de interfaz entre los 

actuadores, sensores externos, y computadora 

central, ya que este dispositivo cuenta con una 

gran cantidad de librerías, contiene una IMU 

central, un giroscopio, magnetómetro, y es capaz 

de manejar hardware como GPS, dispositivos de 

comunicación, motores, servomotores, 

protocolos como SPI, i2C, CAN, Serial, así 

como lectura y escritura de pulsos PWM.  

Se procedió a la instrumentación del 

vehículo con el autopiloto utilizando los 

elementos mostrados en la Fig. 3. El buzzer es 

una bocina que indica mediante tonos las 

acciones realizadas por el vehículo. El switch es 

un botón que se utiliza para activar o desactivar 

las salidas PWM del Pixhawk vía hardware, para 

de esta manera mantener un control de seguridad 

sobre el vehículo al momento de estar realizando 

pruebas. 

El GPS 3DR es un receptor GNSS que 

cuenta con un magnetómetro para obtener 

medidas de posición y orientación. 

 

 

Figura 4 Pixhawk y hardware a utilizar 

 

El receptor de radio Spektrum, se utiliza 

como entrada para recibir órdenes de un radio 

control, en este caso se utilizó un Spektrum 

DX7s como mando a distancia.  El receptor se 

conecta a un PPM encoder, cuyas salidas van 

directamente a la entrada del Pixhawk encargada 

de leer los pulsos recibidos por el control.  

Para energizar el Pixhawk se utiliza un 

adaptador de energía con salida de 5.3 v 

conectado a una batería 4S.  

Debido a la necesidad de montar los 

dispositivos en el vehículo, se diseñaron y 

fabricaron bases en fibra de carbono, las cuales 

se atornillaron al vehículo móvil. Posterior a esto 

se hizo el montaje del Pixhawk y los 

dispositivos, así como su respectiva 

alimentación. Fig. 4. 

Para configurar y programar el Pixhawk, 

así como realizar la configuración de los 

sensores conectados en el vehículo se utilizó la 

interfaz Mission planner, que es un software que 

permite interactuar con el Pixhawk y el hardware 

conectado al mismo. Fig.5.  
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Por medio de esta interfaz es posible 

verificar el funcionamiento de los sensores 

montados, así como la información proveniente 

de los mismos. Este software se utiliza de igual 

manera para programar el Pixhawk. El 

intercambio de información se hace a través de 

los radios de telemetría Sik 3DR. Dichos radios 

trabajan a 900 Mhz y tienen una potencia de 

transmisión de 20dBm(100mW). 

 

Figura 5 Rover instrumentado con Pixhawk y baterías de 

alimentación del mismo. 
 

 

Figura 6 Interfaz Mission Planner; se aprecia la ventana 

de configuración del magnetómetro 

 

También se configuró el magnetómetro y 

acelerómetro del Pixhawk. 

Se hizo la configuración y asignación de 

canales para la obtención de señales del radio 

control, para poder mover el vehículo y darle 

dirección, así mismo, se establecieron tres 

modos de operación del vehículo, los cuales 

pueden cambiar de acuerdo a la posición de un 

switch del radio control Spektrum.  

 

El primer modo es el modo Manual, por 

medio del cual se puede controlar el movimiento 

del vehículo directamente con el radio control. 

El segundo modo es el modo Hold, en el cuál el 

vehículo se queda completamente estático. El 

tercer modo de operación es llamado modo Auto, 

al entrar en este modo el vehículo recorre una 

serie de puntos previamente definidos con 

coordenadas GPS por medio del software 

Mission Planner. Fig. 6.  

Terminadas las configuraciones, se 

procedió a probar el vehículo terrestre en un 

ambiente exterior. Estas pruebas consistieron en 

definir puntos GPS o waypoints por medio de un 

mapa en Mission Planner, con el propósito de 

que el vehículo pudiera seguirlos, para así 

asegurar el correcto funcionamiento del rover y 

su instrumentación. Fig. 7. 

 

Figura 7 Pruebas de movimiento y asignación de canales 

en el vehículo 
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Figura 8 Prueba de movimiento usando waypoints 

 

Obtención de mediciones RTK 

Para la obtención de mediciones RTK se hace 

uso de la plataforma de receptores GNSS Piksi 

de la compañía Swiftnav, Swift Navigation. 

(2016). Las mediciones se realizan mediante dos 

receptores GNSS, uno fijo y otro móvil. Ambos 

comparten información entre sí, y mediante una 

triangulación respecto a la posición del RTK 

fijo, se puede calcular con un alto grado 

precisión la posición del Piksi móvil, que es el 

que se encuentra montado en el rover. 

Para que ambos dispositivos puedan 

compartir información de su posición, a cada 

uno se le conecta un radio de telemetría 

RFD900+. Después se procede a hacer la 

configuración de los receptores. Utilizando la 

interfaz Piksi Console se envía un string de 

comandos AT para que puedan establecer 

comunicación entre sí, estableciendo su modo de 

operación, los puntos de conexión, la velocidad 

de transmisión de datos, el ID de cada radio y el 

ID de la red de conexión. Posterior a esto, se 

conecta el radio de telemetría al Piksi, Fig. 8. 

 

 

Figura 9 Receptor Piksi conectado a radio de telemetría 

 

Programación y fusión de datos 

Para poder establecer comunicación con el 

Pixhawk es necesario utilizar el protocolo 

Mavlink, y para obtener mediciones por medio 

de los sensores RTK, es necesario utilizar 

mensajes SBP (Swift Binary Protocol).  

Para poder hacer el procesamiento de 

estos datos, se utilizó la computadora Odroid 

XU4 que es un dispositivo de tamaño pequeño 

(83mm x 60mm) con procesador Exynos 5422 

Cortex, a 2Ghz, Octacore y 2gb de memoria 

RAM, trabajando bajo el sistema operativo 

Ubuntu Mate 16.04 LTS. Como ya se ha 

mencionado el propósito es que la computadora 

Odroid se encargue del procesamiento de datos 

de los sensores para que la misma pueda regresar 

consignas de movimiento para seguimiento de 

trayectorias. El implementar esta computadora 

hace posible que puedan ser incluidos en el 

sistema otro tipo de sensores posteriormente, 

dado la elevada capacidad en velocidad y 

procesamiento de la misma.  

Para adquirir y enviar datos al dispositivo 

Pixhawk se elaboró un programa en Python, en 

este caso se utilizó la librería Dronekit, que se 

trata de un Framework, el cual es capaz de 

manejar mensajes de MAVLink utilizando como 

interfaz funciones de Python.  
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Con estas funciones se realizó un 

programa que establece comunicación vía serial, 

en esta conexión se inicializa el programa para 

adquirir los datos provenientes del Pixhawk y 

sus sensores. Se hace una verificación del 

hardware para asegurar que todo se encuentra 

funcionando de manera correcta., y si todo 

funciona correctamente el vehículo, se procede a 

la obtención de mediciones RTK. 

Para poder obtener dichas mediciones se 

utiliza el protocolo propio SBP (Swift Binary 

Protocol). Debido a que es un protocolo propio 

de la compañía se utiliza la librería libsbp hecha 

en Python, a través de la cual se pueden codificar 

y decodificar mensajes SBP, de esta manera se 

programaron funciones para poder acceder a la 

información de los receptores Piksi a través de la 

computadora Odroid. Los datos recibidos se 

encuentran en formato NED (North East Down), 

medidos del Piksi estático hacia la posición 

actual del Piksi rover, por lo tanto, para 

establecer la posición móvil respecto al punto 

cero denotado por el Piksi base, en un sistema de 

coordenadas “X, Y” se toma en cuenta, N es a X 

como E es a “Y”. 

El programa final en Python es capaz de 

adquirir datos de mediciones RTK, de obtener 

datos de los sensores en el Pixhawk y de igual 

forma es posible enviar consignas de 

movimiento al vehículo. El montaje de los 

dispositivos RTK y la computadora Odroid se 

puede apreciar en la Fig. 9. 

Resultados 

La plataforma del vehículo terrestre desarrollado 

es capaz de entregar información como el estado 

del hardware, orientación, posición y 

aceleración con alto grado de precisión gracias a 

los receptores de GPS RTK. 

 

Figura 10 Vehículo rover instrumentado con el receptor 

Piksi RTK y la computadora Odroid 

 

Esta plataforma terrestre está equipada 

con hardware y software de fácil acceso, 

mediante la cual se pueden desarrollar 

aplicaciones como algoritmos de seguimiento de 

trayectorias y tareas autónomas utilizando los 

datos obtenidos del vehículo. 
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Resumen 

El objetivo de éste trabajo es proponer una metodología 

para modelar motores de corriente directa (MCD) cuando 

no se tienen parámetros reales del sistema, usando la 

técnica de modelado difuso del  tipo Takagi-Sugeno (T-S), 

ésta técnica se basa en la agregación de submodelos 

lineales o no lineales en los consecuentes de las reglas 

difusas del tipo SI-Entonces, de esta forma se obtiene una 

representación del MCD lo más apegado al 

comportamiento real de la máquina. Se aplican entradas 

escalón con diferentes valores de excitación al motor por 

medio de  Modulación por ancho de pulso (PWM) para 

obtener una familia de respuestas. Las curvas de respuesta 

de velocidad son utilizadas para aproximar varias 

funciones de transferencia de primer orden que define la 

dinámica del sistema en diferentes puntos de operación. 

Posteriormente se realiza un controlador PI con ganancias 

programables difusas y se realiza un estudio comparativo 

con un controlador PI lineal para justificar una mejora en 

el desempeño del modelo T-S generado a partir de varias 

funciones de transferencia. 
 

Controlador PI, Controlador PI Ganancias 

programables, Modelo difuso Takagi-Sugeno. 

 

Abstract  

The objective of this work is to propose a methodology to 

model direct current (DCM) motors when no real system 

parameters are available, using the Takagi-Sugeno (TS) 

type diffuse modeling technique, this technique is based 

on the aggregation of linear submodels or non-linear in the 

consequent of the diffusive rules of type if-then. Thus, a 

representation of the DCM is obtained that is most closely 

related to the actual behavior of the machine. Step inputs 

with different excitation values are applied to the motor by 

means of Pulse Width Modulation (PWM) to obtain a 

family of responses. The velocity response curves are used 

to approximate several first order transfer functions that 

define the dynamics of the system at different points of 

operation. Subsequently, a PI controller with diffusible 

programmable gains is performed and a comparative study 

with a linear PI controller is performed to justify an 

improvement in the performance of the T-S model 

generated from several transfer functions. 

 

PI Controller, PI Controller Gain Scheduling, 

Takagi-Sugeno fuzzy model
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Introducción 

Los motores de corriente directa (MCD) tienen 

múltiples aplicaciones en el sector industrial y en 

el ámbito de la robótica como lo indica en 

(Emhemed & Bin Mamat, 2012), tornos, 

máquinas de control numérico (CNC), debido a 

su versatilidad y la sencillez de manipular la 

velocidad y el sentido de giro, como lo realiza en 

(Petru & Mazen, 2015) regulando la velocidad 

por modulación por ancho de pulso PWM. Las 

aplicaciones más comunes son control de 

velocidad y posición. Para el diseño de un 

controlador para un (MCD) es necesario obtener 

su modelo matemático que permita representar 

su dinámica real y de esta manera usar algún 

método para obtener un controlador eficiente 

según la aplicación. Aunque existe varios 

modelos matemáticos en la literatura que 

representa la dinámica de los diferentes tipos de 

configuración de MCD los parámetros eléctricos 

y mecánicos difícilmente son proporcionados 

por el fabricante.  

Es por ello que en varios trabajos se 

realiza la identificación de sistemas basado en 

métodos experimentales como el método de 

Strejc, Método de Latzel’s (Tanda-Martinez, 

2011) que aproxima una función de transferencia 

(FT) no periódico de orden superior, así como 

nuevos métodos para la identificación de 

sistemas en lazo abierto para  sistemas sobre 

amortiguados descritos en (Mora & Amaya, 

2017), de igual modo la identificación de 

sistemas por métodos paramétricos que son 

descritos mediante una estructura y un número 

finito de parámetros de variables, que relacionan 

las señales de interés del sistema (entradas, 

salidas y perturbaciones). 

 

 

Mediante estos datos se puede obtener un  

modelo no lineal junto con el uso de las 

herramientas de inteligencia  artificial, como 

redes neuronales, algoritmos genéticos (AG)  

como lo desarrolla en (Aguado & Cipriano, 

2009), redes neurodifusos, lógica difusa (Rivera 

Flores, 2007), mínimos cuadrados, ARX, 

ARMAX, cuyos métodos de identificación se 

describen en (Bueno, 2011) y el algoritmo 

genético adaptable (AGA) que se ilustra en 

(Tanda & Aguado, 2013).  

De igual manera lógica difusa es 

empleado para el control de sistemas lineales y 

no lineales aplicados en trabajos de  (Zaki, El-

Bardini, Soliman, & Sharaf, 2015) realiza el 

control de velocidad de un MCD usando un 

controlador lógica difuso y control adaptable. En 

(Fidel et al., 2017) realiza la comparación de 

desempeño de varios controladores como el PID 

clásico, PID no lineal, el PID difuso ganancias 

programables, obteniendo buen desempeño de 

controlador PID difuso como controlador  en 

regulación. 

Por ello en este trabajo se propone una 

metodología para la obtención de un modelo 

difuso tipo Takagi-Sugeno (T-S) mediante la 

identificación de varias funciones de 

transferencia obtenidas en diferentes puntos de 

operación a diferentes entradas PWM para el 

control de velocidad de MCD a partir de datos 

reales obtenidos de forma experimental, 

permitiendo acercar a las dinámicas mas 

cercanos a las dinámicas reales del MCD y a 

partir del modelo obtenido se basa para obtener 

un controlador PI difuso con ganancias 

programables tomando en cuenta los 

controladores de cada función de transferencia 

en cada punto de operación. 
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Desarrollo  

El modelo matemático de un MCD se describe 

en varios artículos de la literatura como en 

(Sebastian & Alvarado, 2012) se presenta el 

modelo matemático de un motor DC 

separadamente excitado, pero para identificar la 

dinámica de un motor en la industria 

comúnmente se realiza mediante 

experimentación de ésta, cuya finalidad es 

aproximar a una función de transferencia que 

describe la dinámica del sistema alrededor del 

punto de operación como lo desarrollan en 

(Rairán-Antolines, Guerrero-Cifuentes, & 

Mateus-Pineda, 2010), que presenta un método 

de identificación paramétrica en los MCD, la 

respuesta ante una entrada escalón a lazo abierto 

se aproxima a una función de transferencia de 

orden N. 

Para realizar la identificación del MCD 

en lazo abierto se utilizaron los siguientes 

materiales 

Metodología  

Materiales y Métodos 

 Motor de DC 12 V con reducción de 

engranaje 80:1 

 Fuente de voltaje de CD 

 Encoder óptico de cuadratura 640 Pulsos 

por revolución acoplado al eje del motor 

 Tarjeta para adquisición de datos  

(microcontrolador). 

Normalmente los sistemas con dinámica 

rápida o subamortiguado son aproximados a un 

sistema de segundo orden, mientras que los 

sistemas de dinámica lenta son aproximados a 

uno de primer orden, las ecuaciones que rigen 

estas dinámicas son las siguientes. 

𝐺(𝑠) =
𝐾

𝜏𝑠 + 1
                (1) 

La ecuación (1) es la función de  transferencia 

para sistemas de primer orden puro. 

𝐺(𝑠) =
𝑘

𝜏𝑠 + 1
 𝑒−𝑠ℎ                                        (2) 

  La ecuación (2) es la función de  

transferencia para sistemas de primer orden con 

retardo. 

 

𝐺(𝑠) =
𝑘

(𝜏𝑠 + 1)𝑛
                                          (3) 

La ecuación (3) es la función de  

transferencia de sistemas de primer orden con 

polos reales múltiples. 

Donde: 

 

𝐾: 𝐺𝑎𝑛𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 
∆𝑦

∆𝑢
 

𝜏:  𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑒𝑛 𝑎𝑙𝑐𝑎𝑛𝑧𝑎𝑟 𝑒𝑙 63.2%  

     𝑑𝑒𝑙 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜.

𝑒−𝑠ℎ: 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑡𝑎𝑟𝑑𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑡𝑎 

ℎ: 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑡𝑎𝑟𝑑𝑜 

La función de transferencia de segundo 

orden esta da dado por. 

 

𝑦(𝑠)

𝑢(𝑠)
=

𝑘𝜔𝑛
2

𝑠2 + 2 ζω 𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2
                            (4) 

Donde: 

𝜔𝑛: 𝐹𝑟𝑒𝑐𝑢𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎    

ζ  ∶ 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒  𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖𝑔𝑢𝑎𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜    

𝑘 ∶ 𝐺𝑎𝑛𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎    

La dinámica de sistemas de segundo 

orden puede definirse como sobreamortiguado, 

críticamente amortiguado u subamortiguado, de 

acuerdo al coeficiente de amortiguamiento.  
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Identificación de curvas de respuestas ante 

diferentes entradas 

En el presente trabajo de identificación de un 

modelo difuso del MCD del  tipo Takagi-

Sugeno, se realizó con varios experimentos, se 

proponen tres entradas escalón PWM con 

amplitud diferente en lazo abierto para definir 

tres funciones de pertenencia, que represente la 

dinámica ante una entrada de exitación baja, 

media y alta, de esta forma se obtienen 3 

dinámicas de velocidad en diferentes puntos de 

operación que abarca el dominio de trabajo de la 

máquina.  

Cabe destacar que el motor está 

conectado a un puente H que permite el cambio 

de giro y la variación de velocidad mediante una 

entrada de modulación de ancho de pulso PWM. 

De esta manera la entrada de excitación (u) al 

motor esta dado en relación al valor de PWM 

generadas por el microcontrolador con valor de 

8 bits [0 – 255], donde el valor 255 representa el 

voltaje máximo aplicado al motor. 

Los datos obtenidos de las respuestas del 

sistema, fueron graficados, y mediante el método 

de Strejc se aproxima a funciones de 

transferencia de primer orden. Los tres 

experimentos se aproximaron a una función de 

transferencia de primer orden.  

 

Gráfico 1 Curvas de velocidad del motor CD a diferentes 

entradas y sus respectivas aproximaciones de función de 

transferencia. 

𝐺1(𝑠) =
0.1304

(0.093𝑠 + 1)
                                               (5) 

 

La ecuación (5) define la función de 

transferencia obtenida con una entrada control 

de PWM en este caso para el primer experimento 

el valor PWM=255. 

𝐺2(𝑠) =
0.05997

(0.0632𝑠 + 1)
                             (6) 

La ecuación (6) define la transferencia 

obtenida con una entrada de PWM=126. 

𝐺3(𝑠) =
0.03151

(0.052𝑠 + 1)
                               (7) 

La ecuación (7) define la función de 

transferencia obtenida con una entrada de 

PWM=255. 

A partir de la identificación de los 

funciones de transferencias del  MCD mostrados 

en las ecuaciones (5), (6) y (7)  se puede observar 

que, cuando la entrada es pequeña la respuesta es 

más lenta o sea (𝜏) es grande, también la 

ganancia (𝑘) es más grande. 

La respuesta es más rápida si la entrada 

(𝑢) es grande y la ganancia (𝑘) disminuye.  

Las funciones de transferencia describe 

la dinámica de sistemas lineales (sistema 

linealizado), alrededor de un punto de operación.  

 

Gráfico 2 Curvas de respuesta de las funciones de 

transferencias obtenidas a una entrada de pwm=50. 

Del gráfico (2) se puede apreciar que las 

respuestas de las FT identificados del motor de 

CD tiene diferentes amplitudes con una misma 

entrada de PWM=50. 
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La respuesta más acertada en este caso es 

la función de transferencia que está 

parametrizada a esta entrada, cabe destacar que 

al salir de su zona de identificación la función de 

transferencia pierde su validez a su dinámica. 

  Debido a que se tiene distintas FT  que 

describe parte la dinámica en varias zonas de 

operación de la máquina, un controlador PI 

clásico no será suficiente para controlar el 

sistema, es por ello que se propone un 

controlador PI difuso ganancias programables. 

El gráfico (3) se muestra las curvas de 

respuesta  en lazo cerrado de cada FT mediante 

un controlador PI clásico sintonizado con la 

herramienta (Tune PID) de matlab evitando la 

respuesta en sobreoscilación, aunque también 

puede ser sintonizado por cancelación de polos 

o método de Ziegler-Nichols, pero la finalidad es 

demostrar que las tres plantas identificadas no 

todos representa la dinámica real en ese punto de 

operación. 

 

Gráfico 3 Respuesta de las funciones de transferencias a 

lazo cerrado con controlador PI sintonizado con la 

herramienta Tune de Matlab. 

Del gráfico (3) se  observa que 2 

respuestas alcanzan a la referencia, mientras que 

uno se queda alrededor de 8 rad/s. la respuesta 

más acertada es la que fue identificado con una 

entrada de pwm 255 en este caso la ecuación (7).  

El valor máximo permitido  PWM es 255 

y por lo tanto su máxima velocidad alcanzada a 

esta entrada es 8.035 rad/s, lo indica que no 

puede alcanzar la referencia con la entrada (𝑢) 

máxima y esto representa la dinámica real del 

motor, mientras que las 2 curvas que alcanzan la 

referencia no  describe la dinámica real en este 

punto de operación. 

Identificación  de Modelo T-S 

Para describir un mejor comportamiento del 

MCD se conjuntan las tres funciones de 

transferencia parametrizadas para encontrar las 

curvas de respuestas en relación con la entrada 

(u) usando lógica difusa mediante las siguientes 

reglas: 

 Si u es grande entonces g(s) de (u) grande 

 Si u es media  entonces g(s) de (u) media 

 Si u es pequeño  entonces g(s) de (u) 

pequeño 

 

Figura 1 Esquema de inferencia difusa para  𝑘 y 𝜏 

respecto a la entrada u que corresponde al valor PWM. 

 

Gráfico 4 Funciones de pertenencia para la entrada  

PWM. 

La figura 1 muestra el esquema difuso de 

una variable de entrada y dos variables de salida, 

las ganancias 𝑘 y 𝜏. Donde la variable de entrada 

PWM [0-255] y definido con tres funciones de 

pertenencia triangulares, con los valores 

linguisticos bajo [0, 0,127], medio [0, 127, 255]  

y alto [127, 255, 255]. Cabe destacar que las 

funciones de transferencia identificadas a 

diferentes entradas son aproximadas a 

ecuaciones diferenciales ordinales de primer 

orden.  La constante de tiempo 𝜏  y la  ganancia 

𝑘 son de tipo singlenton con el valor de cada FT  

del sistema identificado respectivamente. 
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Mediante lógica difusa se aproximan las 

ganancias de 𝑘 y 𝜏, de esta forma el sistema de 

inferencia difuso aproxima las dinámicas no 

capturada, es decir  se realiza una interpolación 

acotada por las ganancias obtenidas en la etapa 

de identificación de esta manera se estiman las 

diferentes curvas de acuerdo a la entrada y no 

linealidades que presenta el MCD. 

Se realizó la implementación de la 

función de trasferencia de primer orden en 

Simulink mediante bloques, con entrada de 

coeficientes variables. Para simular el sistema en 

tiempo real se acopla el bloque  de inferencia  

difusa como se desarrolló en la figura 1a. 

Implementación de un Control PI difuso 

ganancias programables 

A partir las 3 funciones de transferencia 

obtenidas del MCD mostradas en las ecuaciónes 

(5), (6) y (7),  se realizó la sintonización de un 

controlador PI para cada FT con base a criterio 

integral absoluto del error (IAE) basado en los 

parámetros de López (Ruíz, 2002) con la 

finalidad de evaluar el desempeño de cada 

controlador en cada planta, donde: (Kp y Ki) son  

ganancias de controlador, Td tiempo de 

establecimiento en segundos al 2%, Mp es el 

porcentaje de  sobrepaso e IAE es la integral de 

error absoluto.  

Función de 

transferencia 

parametrizada 

Kp Ki 
Td al 

±2% 

Mp 

% 
IAE 

G1(S) y 

(controlador  C1) 

15.9 90.1 0.40 s 0% 0.042 

G2(S) y 

(controlador  C2) 

30 583 0.42 s 0.55 0.039 

G3(S) y 
 (controlador  C3) 

50 819 0.31 s 1.31 0.031 

Tabla 1 Ganancias de los controladores PI 

implementados a cada función de transferencia y su 

respectiva respuesta con referencia de  1 rad/s. 

 

 

La dinámica del motor DC 

implementado con lógica difusa a partir de 

funciones de transferencia es no lineal, ya que 

posee parámetros variables respecto a la entrada 

de excitación, con la finalidad de observar el 

comportamiento de los controladores PI ante 

éste sistema no lineal se realiza la simulación 

con varias entradas escalón con cada controlador 

sintonizado mostrado en la tabla 1. 

 

Gráfico 5 Respuesta de los controladores en el modelo 

T-S difuso del MCD.  

Con base al criterio de desempeño (C.d.) 

de IAE y el tiempo de establecimiento se evalúan 

el comportamiento de cada controlador en el 

sistema no lineal para cada cambio de referencia.  

Tiempos  (0-1) (1-2) (2-3) (3-4) (4-5) (5-6) 

C1 IAE 0.14 0.13 0.35 0.39 1.03 1.08 

Td (s) 
±2% 

0.17 0.22 0.20 0.28 0.72 0.27 

C2 IAE 0.069 0.09 0.20 0.44 0.54 0.95 

Td (s) 

±2% 
0.185 0.29 0.22 0.42 0.16 0.3 

C3 IAE 0.086 0.13 0.23 0.48 0.54 1.13 

  Td (s) 

±2% 

0.21 0.31 0.24 0.45 0.15 0.47 

Tabla 2 Evaluación de IAE y Tiempo de establecimiento 

para cada cambio de referencia con duración de 1 

segundo. 

De la tabla 2 se observa que el 

controlador 2 ofrece buen desempeño según el 

criterio de IAE a referencias altas de velocidad, 

aunque presenta pequeños sobre impulsos a 

referencias bajas y en decrementos de velocidad, 

el controlador 1 no presenta sobre impulsos a 

referencias bajas pero demora a referencias 

grandes de velocidad.  
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Conociendo la dinámica del sistema se 

puede generar un controlador PI difuso con 

ganancias programables T-S con reglas del tipo 

SI-ENTONCES. A partir de los parámetros de los 

controladores que define localmente la dinámica 

del sistema combinando el mejor desempeño en 

criterio IAE y el mejor en tiempo de 

establecimiento usando las ganancias de los 

controladores PI 1 y 3.   

La estimación de las ganancias Kp y Ki 

de los controladores para cada FT se obtiene a 

partir de la velocidad del MCD. Entonces se 

plantea las siguientes reglas: 

 Si la velocidad es baja  entonces Kp y Ki  

baja. 

 Si la velocidad es alta entonces  Kp y Ki 

alta. 

Las funciones de pertenencia para la variable 

de entrada referencia de velocidad dado en rad/s 

acotadas de [0-12], con los valores lingüísticos 

refencia baja [0, 0, 6.2, 8] y referencia alta   [6.2, 

8, 12, 12] son de tipo trapezoidal debido a su 

simplicidad y aproximación. Los rangos 

definidos en el gráfico 6 tomando a 

consideración las mejores respuestas de los 

controladores con los criterios de IAE mostrados 

en la tabla 2 de esta manera obtener un menor 

sobre impulso y un mejor tiempo de 

establecimiento. 

 

Gráfico 6 Funciones de pertenencia de la variable de 

entrada velocidad. 

Las variables de salida (Kp y Ki) son de 

tipo singlenton con valores de los controladores 

C1 y C3. 

Con el modelo de la dinámica no lineal 

del MCD y el controlador PI difuso con 

ganancias programables fueron acoplados en 

lazo cerrado y simulados para corroborar su 

desempeño respecto a los controladores PI 

clásicos. Tomando en cuenta la misma secuencia 

de entradas de referencia usado en el Gráfico 6 

se obtiene la siguientes gráficas.  

 

Gráfico 7 Respuesta del controlador PI difuso en el 

sistema  no lineal. 

 

Gráfico 8 Valor de PWM del controlador difuso 

obtenido en simulación. 

Tiempos  (0-1) (1-2) (2-3) (3-4) (4-5) (5-6) 

 C.d. IAE 0.14 0.10 0.22 0.22 0.30 0.25 

Td (s) 
±2% 

0.19 0.22 0.20 0.19 0.23 0.20 

 

Tabla 3 Evaluación de IAE y Tiempo de establecimiento 

para el controlador difuso con  escalones de referencia. 

Resultados 

Con el controlador PI difuso ganancias 

programables se observa que el tiempo de 

establecimiento al 2% a referencias bajas es de 

0.19 s, que es menor en relación al tiempo de 

establecimiento del controlador 3 que fue de 

0.21 s, pero es mayor comparando con el 

controlador 1 con un tiempo de establecimiento 

al 2% de 0.17 s y con base al criterio IAE  los 

valores obtenidos en el controlador difuso  en 

referencias bajas es de 0.14 s con el mismo valor 

obtenido al controlador 1. 
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Para referencias de velocidades medio el 

tiempo de establecimiento para el controlador 

difuso de  ganancias programables es de 0.2 s, 

igual que el controlador 1 que es el tiempo más 

rápido en relación a los tres controladores PI.   

Para referencias de velocidades altas en 

el controlador difuso mejora en relación a los 

tres controladores PI obteniendo un menor 

tiempo de establecimiento de 0.2 s y un mejor 

desempeño con índice de 0.25 de IAE. 

El modelo no lineal obtenido mediante la 

combinación de varias funciones de 

transferencia determina la velocidad máxima 

que alcanza en el sistema real.   

Conclusión 

En el presente trabajo se muestra que si es 

posible generar un modelo difuso que aproxime 

un rango amplio de la dinámica del MCD 

mediante varios experimentos de identificación, 

usando  algún método de aproximaciones de 

respuesta como la de Strejc de esta manera 

obtener varias funciones de transferencia que 

describa su dinámica en cierta región bajo cierta 

entrada exitación.  

A partir del modelo difuso de MCD se 

puede obtener parámetros relevantes como son 

las ganancias de controladores PI o PID para 

generar un controlador difuso de ganancias 

programables y de esta manera realizar 

simulaciones más acertadas al comportamiento 

real del sistema considerando las no linealidades 

que presenta la máquina. El controlador PI 

difuso de ganancias programables obtuvo un 

buen desempeño en el control de regulación de 

velocidad, en comparación de los controladores 

PI obtenidos de cada función de transferencia, 

combinando un menor tiempo de establecimento 

y reduciendo el índice de IAE.  

 

 

Esta metodología puede ser empleada en 

sistemas que tienen las respuestas similares a un 

sistema de primer orden y que presente no 

linealidades, comúnmente en la respuesta de 

velocidad para diferentes MCD. 
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Resumen 

En este artículo la sincronización de sistemas caóticos 

descritos por modelos difusos T-S en tiempo contínuo es 

tratado mediante teoría de regulación difusa y las 

propiedades de controlabilidad y observabilidad difusa.  

Las condiciones necesarias para el diseño del regulador 

difuso, con base en la aproximación difusa de la variedad 

de error cero en estado estacionario como lineal, son 

presentadas en este trabajo. 

Por otra parte, el diseño del observador difuso, con base 

en la ubicación de polos para una clase de sistemas difusos 

Takagi-Sugeno tipo SISO, son explotadas en este trabajo. 

El problema de la sincronización, vista con el enfoque de 

regulación y observabilidad, se estudia.  

Dos ejemplos con osciladores caóticos son usados para 

ilustrar la efectividad de los métodos propuestos.  

 

Controlabilidad, Observabilidad, Regulación Difusa, 

Sistema difuso T-S, Sistemas Caóticos 

 

 

 

Abstract 

In this article the synchronization of chaotic systems 

described by diffuse models T-S in continuous time is 

treated by diffuse regulation theory and the properties of 

controllability and diffuse observability.  

The conditions necessary for the design of the diffuse 

regulator, based on the diffuse approximation of the 

variety of zero error in stationary state as linear, are 

presented in this work. 

On the other hand, the design of the diffuse Obsevador, 

based on the location of Poles for a class of diffuse systems 

Takagi-SISO type, are exploited in this work. The problem 

of synchronization, seen with the approach of regulation 

and observability, is studied.  

Two examples with chaotic oscillators are used to 

illustrate the effectiveness of the proposed methods 

 

 

Controllability, Observability, Diffuse Regulation, 

Diffuse system T-S, Chaotic systems 
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Introducción 

Un sistema determinístico descubierto por E.N. 

Lorenz con un comportamiento aleatorio fue tan 

inusual que recientemente se ha nombrado como 

sistema caótico. 

 Así como los números irracionales e 

imaginarios, energía negativa, antimateria, etc., 

la lógica difusa y caos fueron gradualmente 

aceptados por muchos, si no es que todos, 

científicos e ingenieros como conceptos 

fundamentales así como para el desarrollo de 

tecnologías [1]. 

 En particular, la tecnología de sistemas 

difusos ha alcanzado su madurez con una amplia 

gama de aplicaciones en muchas industrias, 

comercios y campos técnicos, que van desde el 

control, automatización, inteligencia artificial 

(para el procesamiento de señales o 

reconocimiento de imagen de patrones) y 

comercio electrónico. 

 Caos por otra parte, fue considerado como 

uno de los tres descubrimientos monumentales 

del siglo veinte junto con la teoría de la 

relatividad y mecánica cuántica; considerado 

como un fenómeno dinámico no lineal muy 

especial y alcanzado un estatus actual 

sobresaliente. 

 La interacción entre los sistemas difusos y 

caos se han desarrollado en los últimos 20 años 

conduciendo a temas de investigación tales 

como: modelado difuso de sistemas caóticos 

usando la aproximación dada por Takagi-

Sugeno (T-S), descripciones lingüísticas de estos 

sistemas, control difuso de caos, sincronización 

y la combinación de caos-difuso para problemas 

de aplicación en ingeniería. 

  

 La sincronización de sistemas caóticos es 

uno de los problemas más desafiantes en la teoría 

del control y puede ser referido al menos a las 

observaciones de Huygen [2]; es entendido 

como: trayectorias, de dos sistemas caóticos con 

condiciones iniciales cercanas, que convergen 

una a otra a medida que 𝑡 → ∞, en [3] está 

reportado que algunos de éstos sistemas poseen 

una propiedad de auto sincronización.  

 Sin embargo, no todos los sistemas caóticos 

se pueden descomponer en dos respuestas de 

subsistemas separados y asegurar la 

sincronización. Las ideas en estos trabajos han 

conducido a mejoras en muchos campos de 

estudio, tales como: comunicaciones [4], 

sistemas de encriptación, procesamiento de 

información compleja con el cerebro humano, 

reactores bioquímicos acoplados, etc. 

 La sincronización caótica puede clasificarse 

como: Sincronización completa, cuando dos 

osciladores caóticos están mutuamente 

acoplados y uno conduce al otro; sincronización 

generalizada, difiere en caso previo por el hecho 

que son diferentes osciladores y los estados de 

uno están completamente definidos  por el otro; 

sincronización de fase, ocurre cuando los 

osciladores acoplados no son idénticos y tienen 

diferentes amplitudes y permanecen no 

sincronizados, mientras que la fase de los 

osciladores evoluciona de forma sincronizada 

[5].  

 Vale la pena mencionar que estudios en este 

campo sobre sistemas no lineales han sido 

reformulados con base en resultados clásicos 

previos de teoría de control tal como [6]–[10] y 

muchos otros. 
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En este trabajo, la teoría de regulación difusa y 

los modelos difusos T-S se combinan con el 

objetivo de resolver la sincronización difusa 

completa de sistemas caóticos mediante el uso 

de aproximaciones locales lineales, tanto de la 

variedad de error cero en estado estacionario, así 

como, la entrada en estado estacionario 

 La principal contribución del presente 

trabajo es desarrollar una ley de control, simple 

y de fácil implementación, para sincronizar 

sistemas caóticos descritos por modelos difusos 

T-S en tiempo continuo, con base en la 

propiedad de regulación, expuesta por Isidori y 

Byrnes. Además, mediante la aproximación de 

las transformaciones 𝑥𝑠𝑠(𝑡) = 𝜋(𝑤(𝑡)) y 

𝑢𝑠𝑠(𝑡) = 𝛾(𝑤(𝑡)) cuando cambian a 𝑥𝑠𝑠(𝑡) =

𝛱𝑤(𝑡) y 𝑢𝑠𝑠(𝑡) = 𝛤𝑤(𝑡), respectivamente, se 

dan las condiciones necesarias para el diseño del 

compensador; lo cual evita resolver el problema 

de las ecuaciones parciales no lineales, 

expuestas por Isidori y Byrnes.  Por otra parte, 

bajo técnicas desarrolladas para la 

controlabilidad y observabilidad de sistemas 

difusos, el problema de sincronización completa 

de sistemas caóticos puede ser visto como un 

problema de observación regulada por la señal 

del error de observación. 

 

I. Formulación del problema  

Considerar el sistema no lineal dado por: 

 

𝑥̇(𝑡)  =  𝑓(𝑥(𝑡), 𝑤(𝑡), 𝑢(𝑡)), (1) 

𝑤̇(𝑡) =  𝑠 (𝑤(𝑡)), (2) 

𝑒 (𝑡) =  ℎ(𝑥(𝑡), 𝑤(𝑡)), (3) 

 

Donde 𝑥 ∈ ℝ𝑛,  es el vector de estados de la 

planta; 𝑤 ∈ 𝑊 ⊂  ℝ𝑠, es el vector de estados del 

exosistema, el cual genera la referencia y/o la 

señal de perturbación; 𝑢 ∈ ℝ𝑚, es la señal de 

entrada al sistema; la ecuación (3) describe la 

salida del error de seguimiento 𝑒 ∈ ℝ𝑚, el cual 

es usualmente dado por la diferencia entre la 

salida de la planta y la señal de referencia, es 

decir, ℎ(𝑥(𝑡), 𝑤(𝑡)) = 𝑐(𝑥(𝑡)) − 𝑞(𝑤(𝑡)); 

𝑦(𝑡) = 𝑐(𝑥) es la salida de la planta , y 𝑦𝑟𝑒𝑓 =

𝑞(𝑤(𝑡)) es la salida del exosistema. Se asume 

que 𝑓(·,·,·), 𝑠(·)𝑦 ℎ(·,·) son funciones 𝐶𝑘, con 

𝑠(0) = 0, 𝑓(0,0,0) = 0  𝑦  ℎ(0,0) = 0. 

El modelado difuso propuesto por Takagi 

y Sugeno (T-S) cuyas reglas difusas SI-

ENTONCES representan relaciones entrada-

salida lineales locales, presenta una buena 

aproximación de un sistema no lineal. El modelo 

T-S se define mediante la elección adecuada de 

un conjunto de subsistemas lineales que 

relaciona las reglas asociadas al conocimiento 

físico con las descripciones lingüísticas de las 

propiedades del sistema. Estos subsistemas 

lineales describen adecuadamente, al menos 

localmente, el comportamiento del sistema no 

lineal para una región predefinida. 

La aproximación difusa del sistema (1)-

(3) se puede escribir como [11] 

Planta difusa 

Regla 𝑖:  

𝑺𝑰  𝑧1,1(𝑡) 𝑒𝑠   𝑀1,𝑖,1   𝑦 ⋯ 𝑦 𝑧1,𝑝1
(𝑡)𝑒𝑠 𝑀1,𝑖,𝑝1

    

𝑬𝑵𝑻𝑶𝑵𝑪𝑬𝑺 

𝑥̇ = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡) + 𝑃𝑖𝑤(𝑡), 

𝑦 = 𝐶𝑖𝑥(𝑡),       𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑖 = 1 .  .  .  𝑟1, 

(4) 
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Exosistema 

Regla 𝑖:  

𝑺𝑰  𝑧2,1(𝑡) 𝑒𝑠   𝑀2,𝑖,1   𝑦 ⋯𝑦 𝑧2,𝑝2
(𝑡)𝑒𝑠 𝑀2,𝑖,𝑝2

    

𝑬𝑵𝑻𝑶𝑵𝑪𝑬𝑺 

𝑤(𝑡)̇ = 𝑆𝑖𝑤(𝑡), 

𝑦𝑟𝑒𝑓 = 𝑄𝑖𝑤(𝑡),       𝑝𝑎𝑟𝑎  𝑖 = 1 .  .  .  𝑟2, 

(5) 

donde 𝑟1 y 𝑟2 es el número de reglas de la 

planta difusa, los conjuntos 𝑀1,𝑖,𝑗 y 𝑀2,𝑖,𝑗 se 

definen a partir del conocimiento previo de la 

dinámica del sistema. 

Se asume que las matrices 𝐴𝑖, 𝐵𝑖,

𝑃𝑖  𝑆𝑖 𝑄𝑖 𝑦 𝐶𝑖  son obtenidas linealizando el 

sistema alrededor de algunos puntos de 

operación (𝑥, 𝑤, 𝑢) = (𝑥𝑖, 𝑤𝑖, 𝑢𝑖), es decir, 

𝐴𝑖

=
𝜕𝑓(𝑥,𝑤, 𝑢)

𝜕𝑥
|
(𝑥𝑖,𝑤𝑖,𝑢𝑖)

  , 

𝐵𝑖

=
𝜕𝑓(𝑥,𝑤, 𝑢)

𝜕𝑢
|
(𝑥𝑖,𝑤𝑖,𝑢𝑖)

  , 

𝑃𝑖

=
𝜕𝑓(𝑥,𝑤, 𝑢)

𝜕𝑤
|
(𝑥𝑖,𝑤𝑖,𝑢𝑖)

  , 

𝐶𝑖

=
𝜕ℎ(𝑥,𝑤)

𝜕𝑥
|
(𝑥𝑖,𝑤𝑖)

  , 

 

𝑆𝑖 =
𝜕𝑠(𝑤)

𝜕𝑤
|
(𝑤𝑖)

, 𝑄𝑖 =
𝜕ℎ(𝑤)

𝜕𝑤
|
(𝑤𝑖)

. 

Considerando el sector no lineal 

presentado en [12], que produce una 

representación exacta del sistema no lineal 

original, al menos en una región local del 

diagrama de fase, entonces, el sistema quedará 

definido por 

𝑥̇(𝑡) =  ∑ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))[𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)

𝑟1

𝑖=1

+ 𝑃𝑖𝑤(𝑡)], 

(6) 

𝑤̇(𝑡) = ∑ℎ2,𝑖(𝑧2(𝑡))

𝑟2

𝑖=1

𝑆𝑖𝑤(𝑡), (7) 

𝑒 (𝑡) = ∑ ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))

𝑟1

𝑖=1

𝐶𝑖𝑥(𝑡)

− ∑ℎ2,𝑖(𝑧2(𝑡))

𝑟2

𝑖=1

𝑄𝑖𝑤(𝑡). 

(8) 

donde 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 son estados de la 

planta; 𝑤(𝑡) ∈ 𝑅𝑠 los estados del exosistema; 

𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑚 es la señal de control; 𝑒(𝑡) ∈ 𝑅𝑚 es 

el error de seguimiento, y 𝑧∗,1 =

[𝑧∗,1(𝑡)  𝑧∗,2(𝑡) …  𝑧∗,𝑝(𝑡)] es una función de 

𝑥(𝑡) y/o 𝑤(𝑡). 

 Entonces el problema de regulación de la 

salida exacta está definido como: encontrar, si 

es posible, un controlador 

𝑢(𝑡) = 𝛼(𝑥(𝑡), 𝑤(𝑡)), 

tal que: 

1. el punto de equilibrio de 𝑥 = 0 del 

sistema en lazo cerrado sin señal externa 

(𝑤(𝑡) = 0) 

𝑥̇(𝑡) =  ∑ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))[𝐴𝑖𝑥(𝑡)

𝑟1

𝑖=1

+ 𝐵𝑖𝛼(𝑥(𝑡), 0) + 𝑃𝑖𝑤(𝑡)], 

 es asintóticamente estable; 

2. la solución del sistema en lazo cerrado 

(6-8) y satisface  

lim
𝑡→∞

𝑒(𝑡) = 0. 

Obsérvese que el modelo difuso T-S (6)-

(8) se puede reescribir de la siguiente manera: 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴̃(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵̃(𝑡)𝑢(𝑡) +

𝑃̃(𝑡)𝑤(𝑡), 

(9) 

𝑤̇(𝑡) = 𝑆̃𝑤(𝑡), (10) 
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𝑒(𝑡) = 𝐶̃(𝑡)𝑥(𝑡) − 𝑄̃(𝑡)𝑤(𝑡), (11) 

Donde: 

𝐴̃(𝑡) = ∑ ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))𝐴𝑖

𝑟1

𝑖=1

       𝐵̃(𝑡) = ∑ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))𝐵𝑖

𝑟1

𝑖=1

 

𝑃̃(𝑡) = ∑ ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))𝑃𝑖

𝑟1

𝑖=1

          𝐶̃(𝑡) = ∑ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))𝐶𝑖

𝑟1

𝑖=1

 

𝑆̃(𝑡) = ∑ ℎ2,𝑖(𝑧2(𝑡))𝑆𝑖

𝑟2

𝑖=1

          𝑄̃(𝑡) = ∑ ℎ2,𝑖(𝑧2(𝑡))𝑄𝑖

𝑟2

𝑖=1

 

Antes de continuar y de acuerdo con la 

teoría de regulación de Isidori, la linealización 

alrededor de 𝑥 = 0 para el sistema no lineal (1)-

(3)  está dada por: 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝑃𝑤(𝑡), (12) 

𝑤̇(𝑡) = 𝑆𝑤(𝑡), (13) 

𝑒(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) − 𝑄𝑤(𝑡), (14) 

además, considerando que existen 

transformaciones tales que 𝑥𝑠𝑠(𝑡) = 𝜋(𝑤(𝑡)), 

𝑢𝑠𝑠(𝑡) = 𝛾(𝑤(𝑡)), con 𝜋(0) = 0 y 𝛾(0) = 0 

que satisfacen 

𝜕𝜋(𝑤(𝑡))

𝜕𝑤(𝑡)
𝑠(𝑤(𝑡)) = 𝑓 (𝜋(𝑤(𝑡)),𝑤(𝑡), 𝛾(𝑤(𝑡))), (15) 

0 = ℎ (𝜋(𝑤(𝑡)), 𝑤(𝑡)), (16) 

el problema de regulación se puede resolver y el 

controlador estará dado por 

𝑢(𝑡) = 𝐾[𝑥(𝑡) − 𝜋(𝑤(𝑡))]

+ 𝛾(𝑤(𝑡)). 
(17) 

 Se puede ver que para el caso lineal las 

transformaciones 𝑥𝑠𝑠(𝑡) = 𝜋(𝑤(𝑡)) y 𝑢𝑠𝑠(𝑡) =
𝛾(𝑤(𝑡)) cambian a 𝑥𝑠𝑠(𝑡) = 𝛱𝑤(𝑡) y  𝑢𝑠𝑠(𝑡) =
𝛤𝑤(𝑡), respectivamente. Por lo tanto las 

condiciones (15)-(16) se reducen a un conjunto 

de ecuaciones matriciales lineales (Ecuaciones 

de Francis) 

Π𝑆 = 𝐴Π + 𝐵Γ + P , (18) 

0 = 𝐶Π − 𝑄. (19) 

Considérese nuevamente el modelo 

difuso definido por (6-8). De [13] y [11]  el 

problema de regulación difusa se formula como 

un sistema no lineal descrito por un modelo 

difuso (T-S), siguiendo una señal de referencia 

generada por un exosistema también difuso.  

Entonces, éste se puede resolverse 

usando reguladores locales siempre y cuando se 

cumplan las siguientes condiciones: 1) El estado 

estacionario 𝜋(𝑤(𝑡)) es el mismo para todos los 

subsistemas locales y 2) las matrices locales de 

entrada (Bi) son iguales para todos los 

subsistemas locales, es decir, (𝐵1 = 𝐵2 = ⋯ =

𝐵𝑖). Por lo tanto, el controlador difuso total toma 

la siguiente forma 

𝑢(𝑡)

= ∑ ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))

𝑟𝑖

𝑖=1

𝐾𝑖 [𝑥(𝑡)

− ∑ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))

𝑟1

𝑖=1

∑ℎ2,𝑖(𝑧2(𝑡))

𝑟2

𝑖=1

𝛱𝑖𝑗𝑤(𝑡)] 

+ ∑ ℎ1,𝑖(𝑧1(𝑡))

𝑟1

𝑖=1

∑ ℎ2,𝑖(𝑧2(𝑡))

𝑟2

𝑗=1

Γ𝑖𝑗𝑤(𝑡). (20) 

 

Con 𝜫𝒊𝒋 y 𝜞𝒊𝒋 como solución de 𝒓𝟏 ⋅ 𝒓𝟐 

problemas locales de regulación lineal: 

Π𝑖𝑗𝑆𝑖 = 𝐴𝑖Π𝑖𝑗 + 𝐵𝑖Γ𝑖𝑗 + Pi , (21) 

0 = 𝐶𝑖Π𝑖𝑗 − 𝑄𝑗. (22) 
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Metodología  

Modelado difuso de sistemas caóticos  

Para utilizar la técnica de regulación difusa será 

necesaria la representación de los sistemas 

caóticos mediante modelos difusos del tipo T-S. 

Para esto, las técnicas descritas anteriormente se 

usan para construir dichos modelos. 

 

Atractor de Lorenz con señal de entrada 

𝑥̇1(𝑡) = −𝑎𝑥1(𝑡) + 𝑎𝑥2(𝑡) + 𝑢(𝑡), 

(23) 𝑥̇2(𝑡) = 𝑐𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡)𝑥3(𝑡), 

𝑥̇3(𝑡) = 𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡) − 𝑏𝑥3(𝑡). 

Donde a, b y c son constantes y u(t) es el 

término de control. 

Para construir el modelo difuso T-S del 

atractor de Lorenz, los términos cuadráticos no 

lineales 𝑥1(𝑡)  𝑥3(𝑡) y 𝑥1(𝑡)  𝑥2(𝑡) deben estar 

expresados como la suma ponderada de algunas 

funciones lineales [14] es decir, el término no 

lineal 

𝑓(𝑥(𝑡)) = 𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡)  

puede ser representador por 

𝑓(𝑥(𝑡) ) = [∑ℎ𝑖

2

𝑖=1

𝑔𝑖(𝑥(𝑡))] 𝑥2(𝑡),    

donde  

𝑔1(𝑥(𝑡)) = 𝑀1,              𝑔2(𝑥(𝑡)) = 𝑀2, 

y  

ℎ1(𝑥(𝑡)) =
−𝑥1(𝑡)+𝑀2

𝑀2−𝑀1
 , (24) 

ℎ2(𝑥(𝑡)) =
𝑥1(𝑡)−𝑀1

𝑀2−𝑀1
. (25) 

Dado que todos los términos de (23) son 

funciones de 𝑥1(𝑡) podemos construir un 

modelo difuso T-S exacto del sistema (23) dado 

por:  

Regla 1:  

𝑺𝑰  𝑥1(𝑡) 𝑒𝑠   𝑀1,     

𝑬𝑵𝑻𝑶𝑵𝑪𝑬𝑺 

𝑥̇ = 𝐴1𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡),  

Regla 2:  

𝑺𝑰  𝑥1(𝑡) 𝑒𝑠   𝑀2,     

𝑬𝑵𝑻𝑶𝑵𝑪𝑬𝑺 

𝑥̇ = 𝐴2𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡),  

  

donde:  

𝐴1 = [

−𝑎 𝑎 0
𝑐 −1 −𝑀1

0 𝑀1 𝑏
], 𝐴2 = [

−𝑎 𝑎 0
𝑐 −1 −𝑀2

0 𝑀2 −𝑏
], 

𝐵 = [1 0 0]𝑇 ,  

con a = 10, b = 8/3, y c = 28, además, podemos 

utilizar (24) y (25) como funciones de 

membresía escogiendo a [𝑀1  𝑀2] como 

[−20  30], debido a que  𝑥1(𝑡)  está 

aparentemente acotada dentro de la región 

[−20  30] como se muestra en la fig. 3.1 

 

 
Figura 3.1 Atractor de Lorenz Difuso con condiciones 

iniciales en x(0) = [1 1 1]T 
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Atractor de Rössler con señal de entrada 

 

La dinámica está dada por las siguientes 

ecuaciones 

𝑥̇1(𝑡) = −𝑥2(𝑡) − 𝑥3(𝑡), (

2

6

) 

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑎𝑥2(𝑡), 

𝑥3𝑡=𝑏𝑥1𝑡−(𝑐−𝑥1(𝑡))𝑥3(𝑡)−𝑢(𝑡). 

 donde a, b y c son constantes y u(t) el 

término de control. Asumimos que x1(t) ∈ [c −

d  c + d] y d > 0. Entonces el modelo difuso 

que representa al sistema no lineal (26) 

bajo x1(t) ∈ [c − d   c + d] está dado por: 

Regla 1:  

𝑺𝑰  𝑥1(𝑡) 𝑒𝑠   𝑋𝑚𝑖𝑛,     

𝑬𝑵𝑻𝑶𝑵𝑪𝑬𝑺 

𝑥̇ = 𝐴1𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡),  

Regla 2:  

𝑺𝑰  𝑥1(𝑡) 𝑒𝑠   𝑋𝑚𝑎𝑥,     

𝑬𝑵𝑻𝑶𝑵𝑪𝑬𝑺 

𝑥̇ = 𝐴2𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡),  

donde:  

𝐴1 = [
0 −1 −1
1 𝑎 0
𝑏 0 −𝑑

], 𝐴2 = [
0 −1 −1
1 𝑎 0
𝑏 0 𝑑

], 

𝐵 = [0 1 0]𝑇,  

Las funciones de membresía son: 

ℎ1(𝑥(𝑡)) =
1

2
(1 +

𝑐−𝑥1(𝑡)

𝑑
) (27) 

ℎ2(𝑥(𝑡)) =
1

2
(1 −

𝑐−𝑥1(𝑡)

𝑑
) (28) 

con a = 0.34, b = 0.4, y c = 4.5. 

Como resultado, se obtiene la misma 

respuesta que el sistema no lineal definido en 

(26) como se muestra en la fig. 3.2. 

 

Figura 3.2 Atractor de Rössler Difuso con condiciones 

iniciales en x(0) = [1 1 1]T 

En la siguiente sección la teoría de 

regulación es empleada para sincronizar 

sistemas caóticos descritos por modelos difusos 

en tiempo continuo. Ambos, el sistema de 

referencia, dado por el exosistema, y la respuesta 

del sistema, la planta, son modelados por el 

mismo atractor (Rössler) con la diferencia que el 

sistema de respuesta está influenciado por una 

señal de entrada.  

Este tipo de sincronización es conocida 

como Sincronización Completa [15]. 

Sincronización completa mediante regulación 

difusa  

Considere 𝑤̇ = 𝑓(𝑤) como el sistema de 

referencia (exosistema) y 𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑤, 𝑢) como 

el sistema de respuesta (planta); considere las 

ecuaciones (26) para ambos sistemas, con la 

diferencia que 𝑤̇ = 𝑓(𝑤) no está presente el 

término de control. 

Tomando en cuenta que estos sistemas se 

pueden representar de forma exacta por los 

modelos difusos T-S, cuando  𝑥1(𝑡) ∈ [𝑐 −
𝑑   𝑐 + 𝑑], el sistema difuso estará definido por 

las siguientes ecuaciones 
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𝑥̇(𝑡) =  ∑ ℎ1,𝑖(𝑥1(𝑡))[𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)]

2

𝑖=1

, 

𝑤̇(𝑡) = ∑ℎ2,𝑖(𝑤1(𝑡))

2

𝑖=1

𝑆𝑖𝑤(𝑡), 

𝑒 (𝑡) = ∑ℎ1,𝑖(𝑥1(𝑡))

2

𝑖=1

𝐶𝑖𝑥(𝑡) − ∑ℎ2,𝑖(𝑤1(𝑡))

2

𝑖=1

𝑄𝑖𝑤(𝑡). 

Donde: 

𝐴1, 𝑆1 = [

−𝑎 𝑎 0
𝑐 − 𝑎 𝑐 −𝑋𝑚𝑖𝑛

0 𝑋𝑚𝑖𝑛 𝑏
], 𝐴2, 𝑆2 = [

−𝑎 𝑎 0
𝑐 − 𝑎 𝑐 −𝑋𝑚𝑎𝑥

0 𝑋𝑚𝑎𝑥 −𝑏
], 

𝐵1, 𝐵2 = [0 1 0]𝑇, 𝐶𝑖 , 𝑄𝑖 = [1 0 0]. 

Ahora bien, la solución para 𝑟1 ∗ 𝑟2 

problemas matriciales locales para 𝛱𝑖𝑗 y 𝛤𝑖𝑗, 

definidos por (21) y (22) están dados por:  

𝛱𝑖𝑗 = 𝛱 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

], 

𝛤1,1 = [0 0 0], 𝛤1,2 = [0 0 20], 

𝛤2,1 = [0 0 −20], 𝛤2,2 = [0 0 0]. 

 

Como se puede observar todos los 

subsistemas tienen la misma variedad en estado 

estacionario 𝜋(𝑤(𝑡)) = 𝛱𝑤(𝑡). 

Por otra parte, el diseño de un 

estabilizador difuso es necesario, aquí varios 

métodos son posibles no haciendo única la 

aproximación del PDC, refiérase a [16]–[18]. 

Las ganancias 𝐾𝑖 son: 

𝐾1 =
[4.47 −0.58 5.96], 

𝐾2 =
[4.47 −0.58 −14.04], 

Los resultados, mostrados en la figs. 4.1 

y 4.2 con condiciones iniciales en 𝑥1(0) = 6,
𝑥2(0) = 3 y 𝑥3(0) = 5; aplicando la ley de 

control definida en (20), muestran un 

comportamiento satisfactorio del controlador 

difuso. 

 

Figura 4.1 Señal de control y error de seguimiento de la 

sincronización completa de dos atractores Rössler con 

condiciones iniciales en 𝑥(0) = [6 3 5]𝑇, 𝑤(0) =
[3 3 5]𝑇  

 

Figura 4.2 Seguimiento de la sincronización completa de 

dos atractores Rössler con condiciones iniciales en 

𝑥(0) = [6 3 5]𝑇, 𝑤(0) = [3 3 5]𝑇 

 

Es importante mencionar que la 

propiedad de regulación de estos sistemas 

incluyen las perturbaciones a rechazar. Por lo 

que los resultados, mostrados en la figs. 4.3 y 4.4 

con condiciones iniciales en 𝑥1(0) = 6,
𝑥2(0) = 3 ,  𝑥3(0) = 5 y una perturbación a los 

20 seg; con la ley de control definida en (20), 

muestran un comportamiento satisfactorio del 

controlador difuso a estos sistemas altamente 

sensibles. 
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Figura 4.3 Señal de control y error de seguimiento de la 

sincronización completa de dos atractores Rössler con 

condiciones iniciales en 𝑥(0) = [6 3 5]𝑇, 𝑤(0) =
[3 3 5]𝑇  y perturbación 

 

Figura 4.4 Seguimiento de la sincronización completa de 

dos atractores Rössler con condiciones iniciales en 

𝑥(0) = [6 3 5]𝑇, 𝑤(0) = [3 3 5]𝑇y perturbación 

 

Observador difuso aplicado a sincronización 

caótica  

La estructura del observador para el sistema 

difuso T-S (9) se muestra a continuación 

ẋ̃(t) = A(x(t))x(t) + B(x(t))u(t))

− L(x(t))(y(t) − ỹ(t)) 
(29) 

ỹ(t) = C(x(t))x̃(t)  

El término 𝑦(𝑡) − 𝑦̃(𝑡) representa el error de 

observación, dado por la diferencia entre la 

salida del sistema y la salida estimada, es decir, 

𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦̃(𝑡)   

Además, la señal de control está dada por  

𝑢(𝑡) = −𝐾(𝑥̃(𝑡)) 𝑥̃(𝑡), (30) 

donde 𝑥̃(𝑡) es vector de estados estimado 

en el observador difuso. 

Por otra parte, podemos definir como 

error estacionario a la diferencia entre los 

estados reales y los observados como: 

𝑒𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̃(𝑡). (31) 

Derivando el error en estado estacionario 

con respecto al tiempo se obtiene 

𝑒̇𝑒(𝑡) = 𝑥̇(𝑡) − 𝑥̇̃(𝑡). (32) 

Teniendo en cuenta que 𝑥 = 𝑒𝑒 + 𝑥̃ y 

sustituyendo 𝑥̇(𝑡) y 𝑥̇̃(𝑡) en (32) se obtiene  

𝑒̇𝑒(𝑡) = [𝐴(𝑥(𝑡)) −
𝐿(𝑥(𝑡))𝐶(𝑥(𝑡))]𝑒𝑒. 

(33) 

Por lo que el sistema es completamente 

observable si es posible elegir una matriz L(x(t)) 

tal que 𝐴(𝑥(𝑡)) − 𝐿(𝑥(𝑡))𝐶(𝑥(𝑡)) tenga los 

valores característicos deseables para que el 

error tienda a cero. 

 

Entonces, el observador está definido 

por las siguientes ecuaciones 

ẋ̃(t) = 𝐴(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡) +

𝐵(𝑥(𝑡))𝐾𝑥(𝑡) − 𝐵(𝑥(𝑡))𝐾𝑒𝑒, 
(34) 

𝑒̇𝑒(𝑡) = [𝐴(𝑥(𝑡)) −
𝐿(𝑥(𝑡))𝐶(𝑥(𝑡))]𝑒𝑒. 

(35) 

El sistema resultante se puede 

interpretar de manera gráfica como lo indica la 

fig. 5.1. 
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Figura 5.1 Diagrama esquemático del observador difuso. 

Por otra parte la condición necesaria y 

suficiente para que un sistema sea observable es 

que el sistema tenga una matriz de 

observabilidad 𝑂(𝑥(𝑡))  

𝑂(𝑥(𝑡)) =

[
 
 
 
 
 
 

𝐶(𝑥(𝑡))

𝐶(𝑥(𝑡))𝐴(𝑥(𝑡))

𝐶(𝑥(𝑡))(𝐴(𝑥(𝑡)))2

⋮
𝐶(𝑥(𝑡))(𝐴(𝑥(𝑡)))𝑛−2

𝐶(𝑥(𝑡))(𝐴(𝑥(𝑡)))𝑛−1]
 
 
 
 
 
 

, (36) 

de rango completo, es decir, que existan n 

vectores fila, o n vectores columna, linealmente 

independientes.  

Para verificar la observabilidad de (4)-

(5), es necesario tomar en cuenta las 𝑟 − 1 

regiones de interpolación y construir, para cada 

región, la correspondiente matriz 𝑂(𝑥(𝑡)). Este 

procedimiento se facilita cuando a lo más dos 

reglas difusas están activadas al mismo instante 

para cualquier 𝑡 ≥ 0 y  ∑ ℎ𝑖
𝑟
𝑖=1 (𝑥(𝑡)) =1. 

   

Entonces, el análisis de observabilidad 

de dos sistemas adyacentes, se puede verificar 

mediante la existencia de n filas linealmente 

independientes de la matriz 𝑂(𝑥(𝑡)), tomando 

en cuenta que ℎ𝑖(𝑥(𝑡)) + ℎ𝑗(𝑥(𝑡)) = 1 para 

𝑖, 𝑗 = 1,⋯ , 𝑟, y para las regiones de 

interpolación se debe cumplir que ℎ𝑖 ∩ ℎ𝑗 ≠ ∅. 

Así pues, considerando que ℎ𝑖(𝑥(𝑡)) = 1 −

ℎ𝑗(𝑥(𝑡)) la matriz de observabilidad difusa 

𝑂(𝑥(𝑡)), para las regiones de interpolación 

definidas por las reglas i y j, sólo dependerán del 

valor de la función de membresía ℎ𝑗(𝑥(𝑡)). Por 

lo que, (4)-(5) es difuso observable si las 𝑟 − 1 

regiones de interpolación, tienen rango completo 

para ℎ𝑗(𝑥(𝑡))  ∈  [0 1]. 

Considere ahora el sistema caótico de 

Lorenz como 𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑤, 𝑢).  Las ecuaciones 

para el sistema mencionado anteriormente son 

descritas en (23), con  𝛼 = 10, 𝛽 = 8/3 y 𝑟 =
28. Este sistema puede ser exactamente 

representado por un modelo difuso T-S de dos 

reglas dentro de la región 𝑥1 𝜖 [𝑀1, 𝑀2]. 
Descrito por 

 

𝑥̇(𝑡) = ∑ℎ𝑖(𝑥1(𝑡)){𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)},

2

𝑖=1

 

𝑦(𝑡) = ∑ℎ𝑖(𝑥1(𝑡))𝐶𝑖𝑥(𝑡)

2

𝑖=1

 

La representación del sistema difuso 

global es: 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡), 

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑥(𝑡))𝑥(𝑡)),   

con 𝑀1 = −30, 𝑀2 = 30,  

𝐴(𝑥(𝑡))

=

[
 
 
 
 −10ℎ1(𝑥(𝑡)) − 10ℎ2(𝑥(𝑡)) 10ℎ1(𝑥(𝑡)) + 10ℎ2(𝑥(𝑡)) 0

28ℎ1(𝑥(𝑡)) + 28ℎ2(𝑥(𝑡)) −ℎ1(𝑥(𝑡)) − ℎ2(𝑥(𝑡)) 30ℎ1(𝑥(𝑡)) − 30ℎ2(𝑥(𝑡))

0 30ℎ1(𝑥(𝑡)) − 30ℎ2(𝑥(𝑡)) −
8ℎ1(𝑥(𝑡))

3
−

8ℎ1(𝑥(𝑡))

3 ]
 
 
 
 

, 

y 𝐶(𝑥(𝑡)) = [ 1 0 0 ] 

 

Note que en el sistema se encuentra 

ausente el término 𝐵(𝑥(𝑡))𝑢(𝑡), puesto que, en 

este caso, se requiere estimar el vector de estado 

𝑥(𝑡) y no estabilizar el sistema caótico. 

Debido a  que  sólo existe  una  región  de  

interpolación   (𝑟 − 1 = 1) y considerando 

ℎ1(𝑥(𝑡)) = 1 − ℎ2(𝑥(𝑡)) ,  entonces, la matriz 

𝑂(𝑥(𝑡)), puede expresarse sólo en términos de 

la función de membresía ℎ2(𝑥(𝑡)), es decir, 

 

𝑂(𝑥(𝑡)) = [

1 0 0
−10 10 0
380 −110 300 − 600 ℎ2(𝑥(𝑡))  

]. 

 

Controlador 

Planta 

Observador 

+

-
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Por otra parte, la condición para la 

observabilidad difusa recae en el rango de la 

matriz 𝑂(𝑥(𝑡)). Por lo tanto, mediante el cálculo 

de las raíces del determinante: det (𝑂(𝑥(𝑡))) =

0, es posible comprobar que el rango de 𝑂(𝑥(𝑡)) 

es completo para toda ℎ2(𝑥(𝑡)) ∈ [0  1]. Lo 

anterior conduce a la conclusión de que el 

sistema difuso es observable. 

 

Ahora bien, con el fin de obtener la ganancia 

del observador, es necesario proponer valores 

propios tales como: 𝑠1 = −5, 𝑠2 = −3,   𝑦  𝑠3 =
−3 . Entonces, la ecuación característica está 

definida como: 

𝑃(𝑠) = (𝑠 − 𝑠1)(𝑠 − 𝑠2)(𝑠 − 𝑠3) 

𝑃(𝑠) = 𝑠3 + 11𝑠2 + 39𝑠 + 45 

 

Además, a partir del teorema de Caley-

Hamilton se obtiene la matriz polinomial: 
 

𝑃 (𝐴(𝑥(𝑡))) = 𝐴(𝑥(𝑡))
3
+ 11𝐴(𝑥(𝑡))

2
+ 39𝐴 (𝑥(𝑡))

+ 45𝐼 

 

con I como la matriz identidad de dimensiones 

apropiadas, resultando: 

 

La ganancia del observador se calcula 

mediante  
𝐿(𝑥(𝑡)) =

𝑃[𝐴(𝑥(𝑡))]𝑇

[
 
 
 
 
 
 

𝐶(𝑥(𝑡))

𝐶(𝑥(𝑡))𝐴(𝑥(𝑡))

𝐶(𝑥(𝑡))(𝐴(𝑥(𝑡)))2

⋮
𝐶(𝑥(𝑡))(𝐴(𝑥(𝑡)))𝑛−2

𝐶(𝑥(𝑡))(𝐴(𝑥(𝑡)))𝑛−1]
 
 
 
 
 
 
−𝑇

, 

 

donde – 𝑇 representa la inversa de la 

matriz transpuesta, entonces 

 

𝐿(𝑥(𝑡)) = [

𝑙1
𝑙2
𝑙3

] 

Los resultados obtenidos con 𝑥(0) =
[2 1 1]𝑇 y 𝑥̅(0) = [−5 0 0]𝑇  se muestran en las 

fig. 5.2 y 5.3. Claramente, el  comportamiento 

del estado del observador diseñado se estima de 

forma adecuada. 

 

Figura 5.2 Señal de error entre el estado observado y el 

estado real con 𝐱(𝟎) = [𝟐 𝟏 𝟏]𝐓 y 𝐱̅(𝟎) = [−𝟓 𝟎 𝟎]𝐓 

 

 

Figura  5.3 Seguimiento de la sincronización completa 

de dos atractores Lorenz con condiciones iniciales en 

𝒙(𝟎) = [𝟐 𝟏 𝟏]𝑻, 𝒘(𝟎) = [−𝟓 𝟎 𝟎]𝑻 
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Conclusiones 

 

En este trabajo se ha propuesto la sincronización 

de sistemas caóticos mediante la teoría de 

regulación difusa; las condiciones para el diseño 

del controlador se presentan. Además, el diseño 

de un observador difuso con base en la ubicación 

de valores propios, como un estimador de estado 

caótico se ha propuesto. En ese sentido, el 

comportamiento del observador puede ser 

fácilmente modificado mediante la selección de 

los valores propios. La sincronización completa 

de dos osciladores caóticos, queda de manifiesto 

de la efectividad del controlador y observador 

propuestos. 
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