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Resumen

Los fendmenos que surgen durante la operacién
transitoria de los transformadores eléctricos, se pueden
caracterizar mediante modelos matematicos que
describan su comportamiento no lineal. Algunos
softwares computacionales especializados para el
andlisis de transitorios en sistemas eléctricos incluyen
modelos sofisticados de transformadores que describen
apropiadamente estos fenémenos. Sin embargo, algunos
de estos modelos requieren del conocimiento de la
saturacion del nicleo que en algunos casos no son
proporcionados por el fabricante. En este articulo se
presenta un modelo alternativo de la ecuacion
diferencial del nlcleo ferromagnético no lineal, el cual
es adecuado para estudios transitorios de baja
frecuencia en transformadores eléctricos. Ademas, se
presenta una forma simple para determinar los
coeficientes paramétricos de la representacion de
saturacion del ndcleo. Finalmente, se realizan
simulaciones del modelo monofésico del transformador
eléctrico para comparar y cuantificar el modelo
presentado con mediciones reales.

Saturacion, transformador eléctrico, corriente de

inrush, mediciones, simulacion

Abstract

The phenomena that occur during the transient
operation of electric transformers are characterized by
mathematical models that describe its non-linear
behavior. Specialized software for the transient analysis
of electrical systems has included sophisticated models
of transformers that properly describe the non-linear
phenomena. However, some of these models require
special knowing of the non-linear characteristic in the
core, which in many cases is not provided by the
manufacturer. This paper presents an alternative
differential equation model of the non-linear
ferromagnetic core, which it is suitable for studies of
low-frequency transients of electric transformers. In
addition, a simple way to determine the parametric
coefficients of the non-linear representation in the core
saturation is carried-out. Finally, simulations of the
single-phase transformer model are compared with
measurements in order to validate and quantify the
presented model.

Saturation, electric transformer, inrush current,
measurements, simulations
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Introduccion

Durante la energizacion y/o switcheo del
transformador eléctrico se puede originar una
gran corriente denominada corriente de
“inrush”. Este fenomeno se caracteriza por una
gran magnitud de corriente respecto al
nominal, asi como una gran componente de
corriente directa y un importante contenido
armonico. En términos generales, son diversos
los factores que influyen para que se presente
este fendmeno transitorio. En este contexto, las
condiciones iniciales y la caracteristica no
lineal del nuacleo ferromagnético  del
transformador son dos factores importantes
que influyen directamente sobre la respuesta
transitoria al momento del switcheo. También,
la corriente de inrush puede llegar a ser hasta
diez 0 mas veces la corriente nominal durante
el transitorio(Cheng et al, 2004), mientras la
corriente  de magnetizaciébn en estado
estacionario, suele ser inferior al 1% de la
corriente nominal.

Algunos de los efectos no deseados que
se presentan cuando aparecen corrientes de
inrush son (Kovan et al., 2011):

— Surgen problemas relacionados a la
calidad de la energia y ferroresonancia.

— Seincrementan los esfuerzos eléctricos
y mecanicos que pueden dafar el
equipo.

— Los sistemas de proteccion pueden
operar falsamente.

Por otro lado, el modelado de
transformadores puede llegar a ser muy
complejo, debido principalmente a la gran
cantidad de disefios en nucleos y al hecho de
que algunos de sus parametros son no lineales
y dependientes de la frecuencia (Martinez-
Velasco & Mork, 2003).
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Ademads, dependiendo de las
necesidades de estudio se han clasificado
diferentes rangos de frecuencia para el analisis
de transitorios (Members etal., 2013).
También, los modelos desarrollados deben ser
validos para el rango especifico de frecuencia
o estudio requerido. Considerando este trabajo
se destaca los transitorios de baja frecuencia,
con rango de frecuencia desde los 5 Hz hasta 1
kHz.

Del mismo modo, se pueden utilizar
diversos criterios para clasificar los modelos
de transformadores en simulaciones de
transitorios de baja frecuencia (Martinez-
Velasco & Mork, 2003). Se destacan tres
grupos principales de modelos los cuales estan
basados en:  representacion  matricial
(impedancia o admitancia), otro grupo son los
modelos basados en la topologia y el tercer
grupo se basa en componentes saturables del
transformador. En este sentido, el desarrollo
del modelo del transformador para
simulaciones de transitorios de baja frecuencia
debe considerar la saturacion y pérdidas del
nucleo ferromagnético.

Este trabajo tiene como objetivo
mostrar una representacion alternativa del
transformador para simulaciones transitorias
de baja frecuencia. El modelo esta basado en el
circuito eléctrico clésico (ver Figura 1). La
propuesta se centra en el modelado transitorio
del inductor no lineal que representa la
saturaciéon magnética del transformador. La
descripcion de la saturacion es mediante
funciones continuas y diferenciables que
permite acoplarse directamente a la ecuacion
diferencial que describe el comportamiento de
la corriente de magnetizacion en el
transformador. Asi mismo, se describe un
proceso simple de optimizacion para obtener
los coeficientes de las funciones que
representan la saturacion del nucleo y con ello
tener parametros para desarrollar simulaciones
transitorias del transformador.
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Modelado del transformador monofasico

La Figura 1 muestra el circuito clasico
equivalente-T del transformador monoféasico
con parametros concentrados. El circuito
representa un transformador de dos devanados,
donde la rama central en paralelo representa el
nucleo ferromagnético. En esta representacion
se consideran las perdidas en el nucleo (R,,) Yy
su caracteristica de saturacion (i,,). Asi mismo
R,s Y Ly son las pérdidas en el cobre y la
inductancia propia de cada devanado,
respectivamente.

Figura 1 Circuito equivalente-T del transformador
monofasico

Fuente: Elaboracion propia con informacion de
dominio publico

Aplicando las leyes de Kirchhoff y
refiriendo al lado primario del transformador
se tiene,

v, = Ryly + LI,% + €ing
| (1)
€ina = A(Rsis + Ly % + vs)
| ©)
€ind = Rm(ip - %S — im)
3
donde a es la relacion de

transformacion y esta dada por a = N, /Ng, p
y s denotan primario y secundario
respectivamente, v y i son los voltajes y
corrientes.
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Representacion alternativa en la saturacion
del nucleo

Ahora, observando la parte de saturacion en el
nucleo (recuadro discontinuo) y de acuerdo a
la ley de Faraday para los enlaces de flujo se
tiene (Staff, 1965),

_da
€ind = at
(4)
Con
A=Lyin -
5

Desde que la inductancia (L,,) no es
constante y es funcion de la reluctancia (R)
(Staff, 1965),

2

=

(6)

y la reluctancia, a su vez es funcion de
la permeabilidad () del material magnético en
el nucleo,

(7)

donde A es el area de la seccion
transversal del ndcleo, [ es la longitud media
del trayecto del flujo en el nicleo y N es el
namero de vueltas en la bobina. Sustituyendo
(7) y (6) en (5) se obtiene,

A= Kui, @
8

donde K = AN?/1 y depende de los
parametros fisicos del nacleo. Sustituyendo (8)
en (4),

dpim
ema = K =2
ind dt

9)
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La permeabilidad (i) no es constante
en materiales ferromagnéticos tal que,

dim
€ind = K[Ml—‘l' mdt
(10)

Resolviendo para u en (8) y substituyendo en
la ecuacidn anterior resulta,

(11)

Usando la regla de la cadena en el
ultimo término de la expresion anterior,

(12)

Combinando (11) y (12) se obtiene la
expresion alternativa para expresar el voltaje
inducido del circuito,

dl
A . im | dim
e =L 4 —m|&m
ind [im m diml dt

(13)

Finalmente y por simplicidad con a =
1, las expresiones (1), (2) y (3) pueden ser re-
arregladas para formar un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales de la
forma,

di 1 . . .

d—f = = [vp - (Rp + Rm)lp + R, (is + lm)]
(14)

dis 1 . o

d_lt = L_s [_vs - (Rs + Rm)ls + Rm(lp - Lm)]
(15)

1 -1
dlm

d-—
— 2 _lm
” Rm(Lme Iglm — Lm) [A +in T

(16)
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Las ecuaciones (14), (15) y (16)
describen el comportamiento transitorio de las
corrientes en el primario, secundario y de
magnetizacion respectivamente.

Funciones para representar la saturacion

La Figura 2 muestra la caracteristica tipica no
lineal del ndcleo ferromagnético en
transformadores. Ahi se puede observar que
los enlaces de flujo pueden ser funcion de la
corriente de magnetizacion o de la densidad de
flujo respecto a la intensidad de campo.

Curvs do magnetizacitn
- | (e

. bt
e l ‘ f!‘ﬂ/-——‘l—’ ‘. .‘ e 4.
/ [l
| [ |
/ | W i @
[ : |

Figura 2 Caracteristica de saturacion en materiales
ferromagnéticos

Fuente: Elaboracion propia con informacion de
dominio publico

Para nuestros propdsitos aquellas
funciones que logren caracterizar dicha no
linealidad y sean derivables respecto a i,, 0 H
podran ser incluidas en el modelo. Entonces, la
caracteristica no lineal puede ser descrita
como,

A=f(inab,c)
(17)

donde a, b y c son coeficientes
paramétricos que ajustan la funcion. Algunas
funciones que pueden ser utilizadas son
(Chiesa & Hgidalen, 2007),

im
T a+b lipl+eTiml
(18)
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A = a[tanh(bi,,)] + ci,,

(19)

A = al[tan"Y(bi,,)] + cip,
(20)
Las  funciones  (18)  “Frolich

modificada”, (19) “tangente hiperbodlica” y
(20) “tangente inversa” son continuas Yy
diferenciable respecto a i, tal que sus
derivadas como se indican en (16) son,

A+i2 ﬁ- — im(a+§\/ |im|)
™ dipy (a+b liml+cyTiml)
(21)
] .-
a
A+ i =2 = [ciy — abiy (tanh? (biy,) —
1 ' 22
D] s ) (22)
P abimg,
A+in an| = [am + )
(23)

Determinacion de coeficientes paramétricos
de la saturacion

Usar parametros apropiados en las ecuaciones
(14)-(17) es importante para desarrollar una
simulacion transitoria fiable del transformador
que se desea estudiar. Los pardmetros
relacionados con las pérdidas en los devanados
(Ry—s), pérdidas en el nicleo (R;) y las
inductancia propias de los devanados (L, )
pueden ser proporcionados por el fabricante o
se pueden obtener mediante pruebas de
circuito abierto 'y corto-circuito  del
transformador (Martinez-Velasco, 2009) y
(Cho, 2002). En el apéndice se muestran los
resultados de las pruebas y los parametros
relacionados al transformador aqui presentado.
Los coeficientes (a, b,c) de (17) pueden ser
determinados mediante datos obtenidos de la
caracteristica de saturacion, previamente
conocida.
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Mediciones para obtener la caracteristica
de saturacion

Para determinar o ajustar los coeficientes a, b
y ¢ de (17) requerimos al menos tres puntos
medidos o conocidos, tal que x;(ip, j, 4;) s un
punto como se indica en la Figura 3. En este
caso, las curvas de histéresis fueron obtenidas
mediante mediciones de voltaje y corriente
instantaneos en el secundario y primario del
transformador en vacio, respectivamente.
Entonces, los voltajes son trasformados a
enlaces de flujo. Para este trabajo, las curvas
de histéresis fueron obtenidas en cinco puntos
de operacion en estado estacionario. Estas
mediciones corresponden a 50, 80, 100, 120 y
150 por ciento del valor nominal del voltaje.
La Figura 3 muestra solo tres curvas de
histéresis correspondientes a 50, 100 y 150 por
ciento del voltaje nominal.

0.8

: g
oi2 { .J{/me icion x,
0 F
|
04 //z/fj
06 :{_i //

2 Whet

medicion 50%
medicién 100%
medicién 150%

0 0.5 1 15
i A

Figura 3 Mediciones de lazos de histéresis

-0.8
-1.5 -1 -0.

Fuente: Elaboracion propia

Determinaciéon de los coeficientes en la
funcion de saturacién

Una vez que se tienen los puntos x;, se puede
aplicar el método de optimizacion de minimos
cuadrados para determinar los valores
correspondientes a los coeficientes a, b y c,
como se describe a continuacion.
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De (17) en términos de los puntos de
medicién e incluyendo los errores o residuos
en el ajuste de la funcion de saturacion se
obtiene,

& = fi(imjab,c) =4
(24)

donde &; representa los residuos de los
puntos  x;(im;,4;), Vj =12,..,n, con
respecto a la funcion que se requiere ajustar.
De tal forma, que se obtendria un sistema de
residuos n-dimensional de ecuaciones
algebraicas no lineales.

Entonces, el valor 6ptimo de los
coeficientes a, b y ¢ se obtienen minimizando
la suma de los cuadrados de los residuos como
sigue,

min F(a, b, ¢) = X7_,(fj(im. a, b, c) — 4;)*
(25)

donde f;: R™ —» Ry n es el nimero de
mediciones que satisface n > 3. Ahora,
asumiendo que la funcidn objetivo F(a, b, ¢) es
diferenciable y suave, la solucién del problema
de optimizacion requiere de (24) que cumpla
con la condicion de optimalidad de primer
orden (Wright, 1999) dada por.

V2, Fla,b,c)=0
(26)

Debido a que las funciones de
saturacién son no lineales, el sistema F(a, b, ¢)
representa matematicamente un  sistema
algebraico no lineal cuya solucion proporciona
los valores éptimos de los coeficientes a, b y
c. Teniendo este objetivo en mente, el método
de Newton puede ser aplicado para linealizar
(26),

[VZ, F(a,b,c)]* [AY]* =

H
- [Va,b,cF(ar b, C)]k (27)
VF
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En (27) el vector de actualizacion es
definido como  AY =A[a,b,c]”, el
superindice T indica la transpuesta. Los
términos H y VF es la matriz Hessiana y vector
gradiente de la  funcion  objetivo,
respectivamente y evaluados en la k-esima
iteracion del algoritmo de solucion. Por lo
tanto la solucion de (26) es obtenida
resolviendo sucesivamente (27), donde al final
de cada iteracion los valores 6ptimos de a, by
¢ son aproximados con Ykt =yk 4 Ayk
hasta cumplir una tolerancia especificada.

La Figura 4 muestra las curvas
aproximadas a los puntos medidos con los
coeficientes a, b y c optimizados. Los valores
para estos coeficientes se dan en la tabla
siguiente.

a b c
Frolich 0.1646 0.8989 | 0.4871
tanh 0.7583 1.5630 | 0.1740
atan 0.5343 2.9608 | 0.0112

Tabla 1 Coeficientes paramétricos de las funciones

Fuente: Elaboracion propia

Ademas, por observacién se tiene que
la funcién de Frolich modificada representa la
mejor la curva deseada. Aunque, por el
momento no es la finalidad, se podria incluir
en el algoritmo la seleccion de la curva 6ptima,
inclusive se pueden incluir mas funciones que
representen la caracteristica no lineal, p.e., la
ecuacion logistica y entre otras mas.

0.8

0.6 =

0.4

0.2

0
-0.2 /
-0.4

Frolich

06— =T L e tanh

os L O  mediciones
15 -1 0.5 0 05 1 15
‘m‘ A

Figura 4 Resultados de la aproximacion de funciones

A Wh-t

Fuente: Elaboracion propia
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Solucion transitoria del transformador
monofasico

La energizacion del transformador es quiza la
condicion mas critica en cuanto a saturacion
del nucleo. Teniendo ello en mente y a fin de
cuantificar el desempefio de la no-linealidad
del modelo dentro de una simulacion
transitoria, se desarrolla un caso de estudio que
involucra la respuesta de un transformador
real, el cual se reporta en el Apéendice. Ademas,
se desea producir las mas altas corrientes de
inrush, esto se logra cuando coincide la
energizacion del transformador (sin carga) con
el cruce por cero del voltaje de alimentacion.
Esta situacion se puede reproducir en el
laboratorio conectando el transformador por
medio de un interruptor de cruce por cero. En
este trabajo se utilizé un Relevador de Estado
Sélido (RES) detector de cruce por cero
modelo RM1A48D50 de Carlo Gavazzi
(“Solid  State Relays Industrial Zero
Switching”, 2007). Los voltajes y corrientes
instantdneos  se  capturaron para la
cuantificacion del modelo de simulacion. La
Figura 5 muestra el arreglo del caso de estudio,
con el cual se determina las mayores corrientes
de inrush.

Interruptor

o © Transformador =0

Figura 5 Caso de estudio para obtener las corrientes de
inrush en el laboratorio

Fuente: Elaboracion propia

Para dar constancia al caso de estudio
se desarrollaron al menos 30 energizaciones
del transformador, de entre ellas se tomaron las
5 mas representativas.
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En la Figura 6 se muestran las 5
corrientes de inrush (corriente primaria)
producidas por la saturacion del transformador
al energizar cuando el voltaje tiene pendiente
positiva durante la deteccion del cruce por
cero. Ademés, se muestra la media y la
desviacion estandar (D-E) de las 5 sefiales. La
tabla Il muestra la media y desviacion estandar
para los 6 picos de la sefial en unidades de
Amperes.

piCO 1er Zdo 3er 4to 5t0 6to
media | 27.12 | 13.04 | 8.61 | 6.42 | 4.91 | 4.02
D-E 11 065 049 1039041 )0.34

Tabla 2 Media y desviacion estandar de las mediciones
Fuente: Elaboracion propia

30

T T
----- medicion,
-1 | === medicion, |
----- medicion,

P | N et medicion, H
s

----- medicion

15 D-E
media

¢ L ¢ L c ¢ c ¢ c
0 0.02 0.04 006 008 01 012 014 016 0.18 0.2
tiempo, s

Figura 6 Mediciones de la corriente de inrush

Fuente: Elaboracion propia

Ahora, se desarrolla una simulacion del
modelo utilizando como entrada los valores de
voltaje grabados en las pruebas, asi como el
voltaje en el secundario, el cual es el producto
de una carga (R;) por la corriente i;. La carga
se considera lo suficientemente grande para
que se suponga el transformador en vacio. Es
decir, que i;~0 en este caso R, =
100,000 Q. Los parametros del Apéndice se
utilizan y también los coeficientes a, b y ¢ que
se determinaron en la seccion anterior.
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Se utiliza el ode15s de MATLAB® para
solucionar el sistema de tres ecuaciones
diferenciales. Las condiciones iniciales de son

ip(to) = 0, is(te) = 0 i (to) = 0.192.

La Figura 7 muestra las corrientes
transitorias en las simulaciones con la ecuacion
de saturacion Frolich modificada, tangente
hiperbdlica y tangente inversa y la media de las
mediciones. En esta figura se observa una muy
buena aproximacion cuando se utiliza la
ecuacion de Frolich modificada. Mientras que
las funciones no lineales tangente hiperbdlica
y tangente inversa muestran  mayor
discrepancia durante los primeros ciclos de
simulacion con respecto a la media de las
mediciones.

30

medicion

5 r r r r r r r r r
0 0.02 0.04 006 008 01 012 014 0.16 018 0.2
tiempo, s

Figura 7 Simulaciones de la corriente de inrush

Fuente: Elaboracion propia

15

101

Error, A

0
0 0.02 0.04 0.06 008 01 012 014 016 018 02
tiempo, s

Figura 8 Errores absolutos de las funciones

Fuente: Elaboracion propia
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La Figura 8 muestra los errores
absolutos de cada funcion con respecto a la
media de las mediciones y referenciados en la
desviacion estandar. Es importante notar que la
funcion de Frolich modificada tienen un error
méaximo en el primer pico de 1.2 Amperes que
es aproximadamente igual a la desviacion
estandar en ese pico. El error aproximado
maximo en el resto de los picos en los
siguientes 11 ciclos es de 0.2 Amperes, mas
abajo que la desviacion estandar en las
mediciones. Para la funcion tangente inversa
se tienen un error absoluto maximo de
aproximadamente 10, 2 y 1 Amperes en los
primeros tres picos, respectivamente. El resto
de los picos mantienen aproximadamente 0.5
Amperes de error absoluto, lo cual estaria
dentro de la desviacion estandar. La funcién
tangente hiperbdlica tienen un error de
aproximadamente 13 y 3.8 Amperes en los dos
primeros picos respectivamente. Mientras que
un promedio de aproximadamente 1.2 Ampere
en el resto de los picos.

Conclusiones

En este trabajo se presentd una forma
alternativa para representar la saturacion no
lineal de los trasformadores. En esta forma de
representacion queda explicitamente la
corriente de magnetizacion del nacleo como
estado del sistema. Ademas, se presentaron
tres funciones para representar la saturacion,
las cuales dependen de los coeficientes a, b 'y
c. También, se describié una forma simple para
determinar los coeficientes la cual es basada en
la minimizacion de los residuos por minimos
cuadrados. Se debe notar que se requieren al
menos tres puntos conocidos para determinar
los coeficientes y entre mas puntos se le
proporcione al algoritmo, tanto en la parte
lineal como en la no lineal, mejor ajuste de los
coeficientes se obtendrd. Para el caso
presentado la funcion Frolich modificada tiene
mejor ajuste con las mediciones realizadas en
el laboratorio.
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El menor error absoluto que se
encontr6 es utilizando la funcion de Frolich
modificada, mientras que el mayor error
absoluto es con la tangente hiperbolica.
Principalmente los mayores errores (funcion
tangente hiperbolica y tangente inversa) se
presentan durante los primeros picos, de lo
cual se asume que el ajuste no es tan bueno en
la region de saturacion, mientras que en la
parte lineal es méas consistente.
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Apéndice

Se utiliz6 para las pruebas un transformador
monofasico de laboratorio (Lab-Volt®) de 480
VA, 120/120 V, 4 A'y 60 Hz. Para determinar
los  pardmetros, se  siguieron  los
procedimientos de (Martinez-Velasco, 2009)
para las pruebas de circuito-abierto (PC-A) y
corto-circuito (PC-C). Las mediciones de
voltaje y corriente RMS, pérdidas de potencia
activa y reactiva y factor de potencia (FP)
fueron obtenidas usando un analizador de
calidad de la energia “Fluke 435 Series II”. La
Tabla A.l presenta los resultados de la prueba
estandarizada realizada en el transformador
monofasico y la Tabla A.ll muestra los valores
obtenidos.
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variable PC-A pPC-C
Vo(Vays) | 1225 19.11
I (gus) 0.15 4.07
FP 0.49 0.26
Pjyss(watts) | 9 20
Qloss(VAR) 16 75
Siess(VA) |18 78
a 1 1

Tabla 3 Mediciones de pruebas en el transformador

Fuente: Elaboracion propia.

parametros | Ry, Lys R
valor 0.61035 Q | 6.0132
mH 1666.66 Q

Tabla 4 Parametros del transformador

Fuente: Elaboracion propia.
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