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Resumen

Existen diferentes métodos numéricos para
simular la propagacion de ondas en un medio
estratificado, sin embargo en todos ellos es
necesario imponer condiciones de frontera
(Dirichlet o Neuman) que generan reflexiones de
ondas espurias las cuales no tienen significado
fisico. Los métodos de Fronteras Absorbentes
(PML Perfectly Match Layer) junto con elementos
espectrales se utilizan para resolver la ecuacion de
onda, reduciendo el efecto de reflexion de ondas
considerablemente y asi simular la continuacion
de la onda en el medio.

Métodos, Ondas, Elementos espectrales

Abstract

In order to simulate wave propagation in a
stratified media many differential methods had
been developed, however all these methods need
boundary conditions (Dirichlet or Neuman) which
create artificial waves reflections without any
physical mean. Perfectly Match Layer (PML)
along with spectral element methods are used to
solve the wave equation, reduce the effect of
artificial wave reflections and therefore imitate the
wave propagation over the media.
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Introduccion

En fisica ha sido de interés el poder simular la
propagacion de ondas en diferentes medios,
como es el caso  del sonido,
desafortunadamente esta tarea no es féacil
especialmente cuando se tiene un dominio
restringido por los datos y las propiedades
fisicas del medio. Se considera que las
dimensiones del domino de interés son
pequefias en comparacion del medio fisico
original, entonces es necesario aplicar
fronteras absorbentes para  simular
numéricamente la continuidad de las ondas en
el dominio real. Por ejemplo se tiene interés
en simular la propagacion de una onda en un
lugar cerrado, entonces las condiciones que se
imponen en las paredes del dominio pueden
ser tipo Dirichlet, es decir, se le impone un
valor especifico a la solucion en la frontera.
En otro caso si la onda se propaga en un lugar
abierto es posible que las dimensiones del
dominio sean tan amplias que la capacidad
numérica no sea suficiente y/o el tiempo de
simulacion sea muy largo, en el caso de
dominios abiertos generalmente el espacio de
interés de influencia de la onda es pequefio en
comparacion de todo del medio, en tal
situacién se aplica fronteras absorbentes para
simular la continuacion de la onda en todo el
medio y asi evitar reflexiones de ondas que
pudieran afectar los resultados en el area de
interés.

Bérenger (Berenger, 1996) introdujo
un modelo efectivo de fronteras absorbentes
PML para ondas electromagnéticas, el cual es
considerado el método Optimo  para
condiciones de frontera absorbente, el
esquema comunmente utilizado por su
sencillez en la simulaciéon de ondas es el de
diferencias finitas en el dominio del tiempo
(FDTD).
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Sin embargo FDTD tiene la desventaja
de ser un método de orden dos, al aplicar
elementos espectrales se mejora la exactitud
de la solucion en el dominio espacial y los
elementos pueden ser mas grandes con el uso
de un mayor numero de puntos de
interpolacion por elemento.

Dentro de los modelos para la solucion
de la ecuacién de onda, algunos separan
artificialmente la velocidad y el esfuerzo (Y.
Q. Zeng, 2001), los que no separan las
variables requieren resolver términos de
convoluciones e  introducir  variables
auxiliares, dtiles en los modelos de
integracibn numérica de convoluciones
CPML (D. Kimatitsch, 2008) y modelos de
integracion recursiva (F. H. Drossaert, 2007).
El modelo que se presenta no requiere hacer
separacion de variables y se resuelve en la
presion mediante la ecuacion de onda acustica
en 2D basado en la formulacion de Yotka
Rickard (Y. Rickard, 2002).

Ecuacion de Onda Acustica

La ecuacion de onda (1) es muy conocida y es
el primer paso para estudiar la propagacion
del sonido en diferentes medios al encontrar
la presion p (Rossing, 2007), para el caso de
la simulacion se considera que las
propiedades se pueden estimar en un campo
medio llamado velocidad (Vv) el cual es el
Unico parametro que se considera variable y
depende del material por donde pasa la onda.

De forma general se considera la
ecuacion de onda acustica en 3D

2 2 2 2
0 pzvz(a p, o°p 0 pj )

o’ ox>  oy?  ar’
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Donde:

V= i Velocidad de onda.
A Longitud de onda.

f Frecuenciadeonday T = :

. E
Para los solidos v=|—
I p

Donde: E es el Médulo de Young que
tiene que ver con la elasticidad del medio y p

la densidad.

Para los gases v = RT
Y

Dénde: » es el coeficiente de

dilatacion adiabatica, R la constante
universal de los gases, T temperatura en
Kelviny M la masa molar del gas.

Algunos valores clésicos para la
velocidad del sonido son:

- En el aire a 0° C, v=331.5m/s (por
cada grado mas v aumenta en 0.6 m/s.

- Enagua(a25°C), v=1493m/s
- En madera, v=3,700m/s

- Enhormigon, v=4,000m/s

- Enacero, v=5100m/s

- Enaluminio, v=6,400m/s
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Formulacion de la Frontera Absorbente

Al aplicar la transformada de Furier a la
ecuacion de onda (1) se tiene la siguiente
ecuacion

o’p o*p o°p
_WZpZVZ(aX2 +8y2 +622 (2)

y al introducir el cambio de variable para la
PML (Y. Rickard, 2002)

) o
S, =1+* S =1+"> SZ:1+_§—Z
iw iw iw
©)

la ecuacion (2) queda como

_wipoy?| L O LR,
S, ox| S, ox

1ot 1o(1))
s,oy(s,ay) s, azls, az

(4)

Generalmente cuando se hace una
formulacién de PML se tienen los siguientes
operadores para la primera y segunda
derivada

o_1a
ox S, OX

¢ _1o(1a
ox? S, ox\ S, ox

Utilizando las variables auxiliares (5)

. 10 0 (.
|WX1:SX62 |WX2:—X X(lel)
1 0p 3
wY, = — " iwY, = iwyY.
1 Sy ay 2 , ( 1)
10 0 ¢
lel—SZaS 22——Z Z(.wzl)
()
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en la ecuacion (4) y al regresar a la
variable tiempo, se tiene el sistema de
ecuaciones diferenciales que modela las
fronteras absorbentes.

2 2 2
op V[ap LopLop ;(5x)§x2

ot? ox®>  oy® o1°
0 0
_ay(é‘le)_é‘sz_Z(é‘zzl)_ézzzj
Xy _0p _
I
oX o’p 0
8’[2 = axz _67( l)_5xx2
Y
571=57p_5yY1
ot oy
2
Y, _ap 8(5Y)5Y2
ot oy? oy
z oy,
ot oz
oz o’p 0
aitzz azz _67(5221)_5222

(6)
Para frecuencias bajas se modifican las
ecuaciones (3) como

) o
S, =1+ % S, =1+ "
K, +iw k, +iw
X§ ’ (7)
S, =1+~
Kk, +iw

lo que da como resultado el siguiente sistema
de ecuaciones.

0P _\o[Op 0P 0P
o o oyt ot

0
- &(5XX1)_ (§x + kx)XZ
- (fy(é‘le)_ (‘Sy + ky)Yz

—3(5221)-(52 +kZ)ZZJ

0z
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oX, ap

o, +k
ot ox ( " )
X, _0’p 4

o, X o, +k, )X
& o O Xa) =6k,
oY,

+k 8
AL ®
o, o'p o
aitzzﬁyz _8y( Yl)_(5y+ky)Y2
Ly _P_(s 1k )z,
ot oz
0z, _o°p o

0,2 S, +k,)Z
P 0P (5,205, 4k, )2

Elementos Espectrales

Elementos espectrales (SPECFEM), es
elemento finito s6lo que en su formulacién se
construyen las  funciones de forma
(polinomios de Lagrange) sobre los puntos de
integracion Gauss-Legendre-Lobatto
(Kopriva, 2009). Un esquema numerico de
elemento finito en dominio y diferencias
finitas explicitas en tiempo para la ecuacion
de onda, involucra la solucion en cada paso de
tiempo de un sistema de ecuaciones lineales,
sin embargo al utilizar elementos espectrales
la matriz del sistema de ecuaciones es
diagonal, asi en un esquema explicito de
diferencias finitas para el tiempo, solamente
es necesario la sustitucion directa de los
valores de las variables (D. Kimatitsch, 2008).

En este caso se planteard el esquema
numérico para un problema en 2D como se
muestra en la Figura 1, donde se distingue
entre el dominio fisico al centro y el dominio
ficticio en la frontera absorbente. El dominio
fisico o real junto con el ficticio es el dominio
computacional donde se resolvera la ecuacion
(8), para tal se definen en la frontera
condiciones tipo Neuman

P _
on
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Donde n es el vector normal a la
frontera y condiciones iniciales p(0)=0,

Puesto que en el tiempo cero se considera que
el medio no ha sido perturbado.

A. Coeficientes de Atenuacion

Los coeficientes de atenuacion
generalmente se definen como funciones que
van creciendo gradualmente dentro de la
frontera absorbente (F. Collino, 2001)

5(1) :5m(éjm 9)

Para 0<l<d y d es lalongitud de la
frontera absorbente en cada direccion, cuando
=0 se considera la interface entre el
dominio fisico y el ficticio. Un valor 6ptimo

max
para O es

3v
o™ = plog(lj
2d R

Donde R seria el coeficiente de
reflexion tedrica, v, la velocidad mas alta
presente en el medio, en la simulacion se

consideran los valores R=1x10"°, m=2 y
k =0.5 en todos los perfiles.

5,20 S, = S, #
5, 5, » F. Absorbente y 5, =
6.=0 5.=0 6.=0
5, =0 5 =0 5,=0

) '

E. F.
Abs . Abs
X Dominio Fisico X
4. =0 &.=0 &.=0

: : F. Absorbente '
520 & =0 Y| s <0

Figura 1 Dominio computacional y colocacion de los
coeficientes de atenuacion ( o ) enla PML
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Se puede verificar que en el dominio
fisico se tiene o, =46, =0, entonces la
ecuacioén (6) se reduce s6lo a la ecuacion de
onda original (1), de manera similar ocurre
con (8) cuando 5, =0, =0y k, =k, =0.

B. Formulacién de Elemento Espectral

Para aplicar elemento finito a (1) se
tiene que pasar a su forma débil (O.C.
Zienkiewicz, 2000)

izzm: p’jN N, dv

v: o

m ON; oN,
Jz_:p’-v[ x ox

8N

N v+ L P gr

ay oy 7 '@
(10)

y por ejemplo la ecuacién 2, 3 del sistema (8)

quedan de la siguiente forma

gazt“!NjN,dh
_épj'\!‘N aaxl dv+§N nXdT
Jnjl(é +k,) 1J.JV-NJ.NJ.dv
jzn:‘aztzJ_\[Nledv=
3 jvaal\l oN, fN 7dT
j_lxljga;:N N, dv - Zx“p gl'Ndv

i( 8, +K, )X, [N N;dv

I
uN

(11)
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A partir de (10) y (11) se puede
obtener la forma débil del resto del sistema de
ecuaciones (8). Cada funcion de forma es la
multiplicacién de dos polinomios de Lagrange
N; =L,(e)L,(77) construidos sobre los
puntos de integracion de Gauss-Lobatto-
Legendre, en el presente modelo se utilizaron
cinco puntos de integracion

(—1,—\ 3/7,0, 3/7,1) y Sus respectivos pesos
(1/20,49/90,32/45), para p,q=1...5,

dando asi veinticinco puntos de interpolacion
(m=25) por elemento finito, donde ¢ y n
son las variables de la nueva métrica

a b
x:x0+55, y:y0+§n, (12)

que transforman un rectangulo en el
plano (x,y) con centro (X,,Y,) VY area ab,
en un cuadrado A=[-11]x[-11] de é&rea
cuatro, sobre el plano (&,7), como se muestra
en la Figura 2.

X ad

(xo’yo)

n
¥ 1

-1

Figura 2 Cambio de métrica utilizado en SPECFEM
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Después de aplicar la métrica a la
ecuacion representativa (10) y (11), las
condiciones de frontera y la continuidad en el
medio (N. A. Campanis, 2008) se tiene

= oe O¢ on on .
m oX,.
21: atlijiN'dVe:
]= 2
L oN,
—jz_;pjh!Nj o .
—21(5Xj+k NGNSy
J= %
ilazt“ijN dv
J= %

ijh -[ 85 85 Ve
_lejaxx"leNidve

oN
_lejhaxjjT;Nidve

m

- Z(axj + kxj )X

j=1

25 | NGNdv,

(12)
con h=2/ay k=2/b.

Debido a la construccion de los
polinomios de Lagrange en los puntos de
interpolacion para las funciones de forma

N, =L, (L vy N =L(L@) a
integral en la derivada de tiempo es igual a los
pesos de integracién numérica

INjNidve =W, W,
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Dando como resultado que la matriz
del sistema de ecuaciones es diagonal, por lo
que sélo hay que hacer sustituciones directas
para un esquema de marcha en tiempo de
diferencias finitas explicito de la forma

82 p N pn+2 _2pn+l + pn+l
ot? dt?
Resultados

En la simulacion de la ecuacion de onda se
consideran cuatro modelos diferentes que
simulan  diferentes  configuraciones de
velocidades, en un dominio cuadrado de

100 m?con elementos de 1m? y diferentes
incrementos en tiempo, para cumplir
condiciones de estabilidad y numero de
elementos por longitud de onda. Los primeros
dos modelos no contemplan la aplicacion de
la frontera absorbente, para demostrar la
utilidad del método.

Asi el dominio esta formado por
100x100=10,000 elementos finitos, cada uno
discretizado en 25 puntos, 5 por cada eje. Para
todos los modelos se utilizan condiciones de

Neuman (8p/8s - 0)

frontera.

igual a cero en la

Modelo 1. Se tiene una fuente puntual
en el centro del dominio donde el medio es
aire a 0°C, con una velocidad vV =331.5m/s
con condiciones de Neuman igual a cero.

En este caso se puede apreciar como la
onda se propaga hasta la frontera del dominio
y de acuerdo a la condicion de Neuman las
ondas que inciden de forma normal a la
frontera son continuadas, pero aquellas que
inciden con un angulo diferente son reflejadas
y no muestran la propagacion de la onda en el
medio fisico, afectando los resultados en el
dominio computacional
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L3 = E4 54 & -
: 10 = 54 T4 4

Figura 3 Se muestra de arriba hacia abajo y de
izquierda a derecha, la simulacion de la ecuacion de
onda utilizando las condiciones del modelo 1 sin
utilizar PML.

Bk BBk A b

Modelo 2. Se considera una fuente
puntual en agua a 20° C, con una velocidad de
v =1493m/s, con dos barras una de madera
v=3700m/s 'y acero Vv=5100m/s,
colocados de manera vertical a la izquierda la
madera y a la derecha el acero.

Al igual que en el modelo 1 se puede
observar que al incidir la onda en la frontera
también se tienen reflexiones que no deberian
existir de acuerdo a lo que sucederia en la
realidad, pero ocurren en el dominio
computacional debido a las condiciones de
frontera
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Figura 4 Se muestra de arriba hacia abajo y de
izquierda a derecha, la simulacion de la ecuacion de
onda utilizando las condiciones del modelo 2 sin
utilizar PML.

Modelo 3. En este caso se considera
una fuente puntual al centro y arriba, con
fronteras absorbentes en los cuatro lados del
dominio con una velocidad homogénea de
v =23,000m/s.

Se observa en la Figura 5 que al
utilizar las fronteras absorbentes en el
dominio de interés fisico el cual es el dominio
computacional, la onda se continua en el
medio evitando la reflexion de ondas espurias
que podrian dar resultados erréneos como en
el modelo 1y 2.
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Figura 5 Se muestra de arriba hacia abajo y de
izquierda a derecha, la simulacion de la ecuacion de
onda utilizando las condiciones del modelo 3 utilizando
PML

Modelo 4. En este modelo se considera
condiciones de Dirichlet u=0 en la frontera
superior y en el resto de las fronteras se
impuso fronteras absorbentes, con la fuente
puntual 3 metros debajo de la superficie y al
centro. EI dominio fue dividido por la mitad,
en la parte superior de éste se tiene una
velocidad de v=3000m/s y en la mitad

inferior v=2,000m/s.

Cuando la onda toca la superficie con
condiciones de Dirichlet se observa como se
refleja sobre el dominio y en el resto donde
actuan las fronteras absorbentes la onda se
continua o se obsorbe, también se tiene que la
onda se refleja en cierta proporcion a la mitad
del dominio por el cambio de velocidad y
luego se continua en la otra mitad del
dominio.
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La simulacion mostro que las fronteras
absorbentes son un buen método para
continuar las ondas en el medio y evitar lo
mas posibles reflexiones espurias sin
significado fisico, inminentes en los modelos
clasicos para la solucion de la ecuacion de
onda.

i B
. % & & 8 & & B & &

8
8
g
B

Figura 6 Se muestra de arriba hacia abajo y de
izquierda a derecha, la simulacion de la ecuacion de
onda utilizando las condiciones del modelo 4 utilizando
PML.

Conclusiones

Se formuld y resolvid la ecuacion de onda
acustica utilizando la PML en el contexto
numeérico de elemento finito e integracion de
Gauss-Lobatto-Legendre  conocido  como
elemento espectral y diferencias finitas de
segundo orden para la discretizacion en
tiempo.
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De acuerdo a los resultados se mostro
la eficiencia de las fronteras absorbentes
mediante la aplicacion del método PML, para
eliminar la reflexion de ondas espurias que
existen debido a las condiciones de frontera
que se deben imponer al aplicar un método
numérico y asi éste cumpla condiciones de
estabilidad y convergencia. EI método mostro
ser estable y puede utilizarse para aplicarlo a
medios heterogéneos que simulen medios
fisicos reales, como por ejemplo en mapas de
ruido, campos magnéticos, pre y pos apilado
de imagenes sismicas, etc. Como trabajo
futuro se puede simular la ecuacion elasto-
dindmica y verificar su eficiencia en
problemas mas completos que consideran un
mayor numero de propiedades del medio, no
solo la velocidad.
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