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Abstrac

In the paper is intended to show the development of macroeconomic analysis with the utilization of
mathematics methods. The method most utilized by economist to build economics models with
recurs characteristics and uncertain of the economics phenomenon, is the stochastic dynamics
analysis. In this sense, it is considered to elaborate a economic growth model where it is introduced
the public expenditure and the uncertainty, with the dynamic analysis minimum, to conclude that
not it must to abuse in the build of models with the use of sophisticated techniques, but without
economics content in its designs and results.

2 Introduccion

Es cominmente aceptado que los nuevos desarrollos en alguna rama de la ciencia son sujetos a
escepticismo y desafio. Esto es una parte importante del proceso cientifico. Solo si los nuevos
resultados tienen éxitos cesan los ataques hacia ellos y, entonces, llegan a ser aceptados, tanto la
metodologia empleada como los resultados mismos, por una parte de la colectividad cientifica del
campo a que se refiera abriendo nuevas lineas de investigacién con la nueva base cientifica
adoptada. Por supuesto, esta situacion no es ajena al campo de la economia. En particular, el
progreso analitico de la economia ha estado supeditado al desarrollo de las técnicas matematicas
que permitan el estudio de los fendomenos econdmicos, en tanto que el mundo econdomico puede ser
entendido por los modelos construidos con la formalizacion de las relaciones economicas, que al ser
una abstraccion de la realidad, permiten su simplificacion e interpretacion de las principales
variables econémicas.

Asi, en los inicios de la ciencia econdémica, el problema central radicaba tanto en el analisis
de las causas del progreso econdémico de las naciones en el marco de un incipiente sistema
capitalista, como en la busqueda de situaciones de equilibrio bajo ciertas condiciones establecidas.
Dado la elegancia y aceptacion en los resultados que presentaba el segundo punto, durante las
ultimas dos décadas del siglo XIX y las tres primeras del siglo XX, se le dio a éste una mayor
preponderancia dentro de la ciencia econdmica, avanzando en el establecimiento de los
fundamentos microeconémicos que permiten comprender el funcionamiento de los mercados y la
actuacion de los agentes que en él intervienen por medio del método matematico del analisis
estatico. Con la utilizacion de las técnicas matematicas de optimizacion clasica, permitid, dentro del
analisis econdmico, encontrar los valores de las variables de interés, que una vez alcanzadas,
tendian a perpetuarse por si solas, dando por un hecho la posibilidad de alcanzar la posicion de
equilibrio, aun cuando ocurra un cambio en un parametro del modelo seleccionado, pues se tendra
un desplazamiento de la posicion de equilibrio inicial a la posicion de equilibrio final. Por lo tanto,
en la segunda década del siglo XX, los economistas habian encontrado un consenso en la utilizacion
de las herramientas microecondomicas con los métodos matematicos del equilibrio estatico para el
analisis agregado de corto plazo y de los cambios en la demanda y oferta de bienes y factores
productivos.

Sin embargo, desde sus origenes, la evolucion expansiva de este sistema no ha sido
uniforme sino que ha seguido una trayectoria de fluctuaciones persistentes e irregulares que se ha
manifestado tanto en la actividad productiva (producto, inversion, empleo, ingreso) como en la
actividad monetaria y financiera (precios, tipos de interés, activos financieros, deuda). Esta
situacion tuvo su maxima expresion en la Gran Depresion de 1929 en las principales economias del
mundo, donde los economistas no encontraban la explicacion satisfactoria de los hechos.

Asi, dados estos hechos, empezaron a creer que la teoria microecondmica vigente no tenia
las bases adecuadas para entender lo que ocurria con las fluctuaciones de corto y largo plazo de las
dos variables bésicas de la economia: el producto nacional y el nivel general de precios.
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Por tal motivo, para los afios 1930s, se retomd el andlisis de los ciclos econdmicos que
Clement Juglar describio en 1860, llamandolos ciclos de negocios, asi como los denominados ciclos
de inventario de Kitchin, propuestos en 1923, y las ondas largas de Kondratieff de 1924 y 1925,
mismos que aunque tenian una base netamente empirica, Mitchell (1927) reafirmd con una
modelacién de la economia basada en retardos, dado la carencia de métodos matematicos adecuados
para el andlisis de las fluctuaciones hasta ese momento. A la par de lo anterior, también se fue
desarrollando, a partir de la publicacidon en 1936 de la Teoria general de la ocupacion, el interés y el
dinero de J. M. Keynes, la teoria macroecondmica como respuesta a la insatisfaccion que provoco la
microeconomia para el entendimiento de los problemas economicos vigentes, dando una mayor
importancia a las condiciones monetarias, a las psicoldgicas de los agentes economicos y al papel
del gobierno en el proceso econdmico.

El auge de la macroeconomia keynesiana al rango de ortodoxia y el renovado interés de los
ciclos economicos, hizo que autores tan disimbolos en el analisis econdmico como Schumpeter,
Kalecki, Kaldor y Samuelson proporcionaran las nuevas teorias y modelos modernos del ciclo
economico. Posteriormente, al conjugarse con el desarrollo de los sistemas dinamicos en el campo
de las matematicas, dio lugar al establecimiento del andlisis dindmico en el proceso de crecimiento
de una economia de mercado con decisiones centralizadas o descentralizadas, cuyo objetivo se
establecié como la busqueda de la trayectoria que las diferentes fuerzas (variables) de un modelo
deben tender para dirigirse hacia una nueva posicion de equilibrio, si inicialmente se encuentran
lejos de una posicion de equilibrio debido a un cambio en un pardmetro que lleva fuera del
equilibrio analizando, ademas, el caracter especifico de la trayectoria, en el sentido de si dicho
cambio es permanente, fluctuante u oscilatoria que las variables seguiran camino del equilibrio,
utilizando para ello los avances de la teoria del control éptimo y del calculo de variaciones, aplicado
para los sistemas dindmicos en tiempo continuo”.

Pero, no es sino hasta los afios 1970s cuando, con el advenimiento de la tecnologia
computacional y con la caracteristica de que los fendmenos econémicos no podian ser explicados
con el analisis macroeconémico tradicional, al presentarse shocks de oferta inesperados,
desaceleracion economica pese a los empujes de demanda e inaccion de los agentes econdmicos
ante la politica monetaria y fiscal por la presencia de incertidumbre que gira en torno a las
decisiones de los agentes econdmicos; entonces, para poder llevar a cabo un analisis
macroecondmico mediante la construccion de modelos que incorporaran los anteriores elementos, y
pudieran tanto explicar la evolucion de las principales variables economicas a lo largo del tiempo
como entender la dindmica del sistema de precios, se hizo necesario utilizar las técnicas de la
dindmica estocastica en la modelaciéon macroecondomica de crecimiento econdmico (Brock and
Mirman, 1972) primero y después en los modelos de politica econémica (Lucas 1972) y de ciclos
economicos (Lucas, 1977, y Kidland and Presscott, 1982).

Asimismo, dado el consenso en torno a que un rasgo esencial que prevalece en las
economias reales es la presencia de incertidumbre, tanto en el efecto de un instrumento de politica
econdmica como en el de las decisiones de los agentes privados, entonces, la dinamica estocéstica
es una herramienta matematica que ha venido recibiendo una atencién y uso creciente entre los
economistas para formular modelos macroeconémicos que expliquen los fendémenos econdémicos
presentes.

* Aqui cabe destacar la importancia del Principio de Bellman (1957): “Una politica éptima tiene la propiedad de que,
cualesquiera sean el estado y las decisiones iniciales, las decisiones restantes deben constituir una politica dptima con
respecto al estado resultante de la decision inicial”.
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Derivados de los procesos de expansion del sistema de economias de mercado que conlleva

per se un alto grado de incertidumbre y no una cotidianeidad econémica determinista como se
. (4
supone en los modelos simples de macroeconomia™.

No obstante lo anterior, desde fines de la ultima década del siglo pasado, se ha venido
utilizando, en mayor medida, las herramientas del calculo estocastico en el desarrollo de los
modelos de equilibrio general de la literatura econdmica’, al considerarse como de primordial
importancia atender la volatilidad de las variables econdmicas como precios o tasas de crecimiento,
por ejemplo, pero suponiendo que tienen una distribucién normal.

Esto es, sin movimientos inesperados, de auges o caidas, en la trayectoria de la variable
considerada. Aunque, de forma evolutiva, en la tltima década, el supuesto de considerar que las
variables siguen una distribucion normal o log normal se ha dejado atrds. En cambio, dada la
evidencia empirica, se ha considerado que los movimientos volatiles de las variables son los que
ocurren con mas frecuencia, siendo sobre todo externos y repentinos. Esto ha implicado el analisis
de procesos de difusion con saltos dentro del calculo estocastico.

Por consecuencia, el objetivo del presente trabajo es mostrar que para el desarrollo del
andlisis econdmico en general, y macroeconomico en particular, es necesario utilizar los métodos
matematicos que permitan que la formulacion y seleccion de un modelo, que represente de manera
simplificada el fendmeno econdmico de interés con sus caracteristicas recurrentes, sea contrastado
con la informacién disponible al respecto.

Uno de estos métodos que cumplen con estas caracteristicas es el analisis dindmico
estocastico. Para mostrar lo anterior, el trabajo se divide en cuatro secciones. En la primera seccion
se desarrolla un esquema general de la dindmica estocastica, en general, como herramienta
matematica para su utilizacion en la modelizacion macroecondmica.

En la segunda seccidon se muestra la evolucidn respecto al uso de la dindmica estocastica en
el analisis macroecondmico para posteriormente, en la tercera seccion, formular un modelo
macroecondmico utilizando la herramienta de la dinamica estocéstica para analizar un fendémeno
econémico de renovado interés: el crecimiento economico fluctuante en situaciones de
incertidumbre. Por ultimo, en la cuarta seccion se presentan las conclusiones respecto a las ventajas
y desventajas del uso de la dindmica estocastica para la formulacion de modelos macroecondémicos
en particular.

2.1 Dinamica estocastica
2.1.1 Analisis clasico bajo prevision perfecta

Cuando el tiempo es una variable que influye en las relaciones propuestas de un modelo cualquiera
que represente cualquier fendmeno a estudiar, se tiene una relacion del tipo:

* Welfens (2008) y Flaschel et al (2008) proporcionan una guia completa respecto a los topicos tratados en los modelos
macroeconomicos hoy en dia, conjuntamente con las técnicas matematicas usadas. Mientras que libros de texto de
Macroeconomia Avanzada como los de Romer (2002), Blanchard and Fisher (1996), Azariadis (1993), Turnovsky
(1995) y Shone (1997), entre otros, en general siguen tratando los problemas de crecimiento y fluctuaciones del
consumo e inversion, como determinantes del producto, por un lado, y del manejo de la politica econémica, por el otro,
con la salvedad de que en lugar de tener ecuaciones deterministas y de optimizacion estatica, como en los viejos textos
de macroeconomia, se tienen relaciones dinamicas y estocasticas.

> Los ejemplos clasicos al respecto son Giulano y Turnovsky (2003), Turnovsky (1999), y Turnovsky y Smith (2006).
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x=f(x) 2.1

Que describe la evolucion de una funcion X a lo largo del tiempo. Este es un sistema
dinamico donde la variable es continua con valores de X en el campo de los nimeros reales (R} y
dominio en los naturales (H).

Si consideramos al tiempo como una variable discreta que puede tomar valores t=0, 1, 2,...
entonces (2.1) es una funcién con valores de X en el campo de los niimeros reales y dominio en

los naturales, por lo tanto se tiene una sucesion de vectores X, Xy,X;. ..., donde cada vector se
supone relacionado con el vector previo por medio de una relacion dada por

Xeaq = Fx,) (2.2)

La cual nos proporciona una forma de pasar de un periodo al siguiente, lo que implica que el
valor de la variable en un momento dado depende sé6lo del valor de las variables en el periodo
anterior. Pero, si consideramos al tiempo como una variable del modelo mismo, entonces
tendriamos

Xeyy = [ t) (2.3)

Que representa un sistema dinamico discreto general, el cual puede ser de orden m si se
presenta como una ecuacion de la forma

Xeam = F(Xesmovs Xerm—zr s Xeam-2 1) = e (Xesmo1s Xegm—2s s Xepmo2: %) (23.1)

La cual sera lineal si la funcion f es lineal y donde f: R" — R™ constituyendo un espacio

vectorial que tiene como subconjunto al conjunto de estados (o imagen de la funcion). Por lo tanto,
el estado de la variable X depende no solo del estado anterior, sino de los estados en los m periodos

anteriores.

En consecuencia, siguiendo la metodologia desarrollada, entre otros, por Malliaris and
Brock (1991), Aoki (1998), Shone (1997), Lomeli y Rumbos (2003) y Medio (1992), en la
formulacion de un modelo que presente una dinamica estocastica va a depender de determinar si las
observaciones (o datos) que representan las variables siguen un proceso estocastico® (aleatorio) o
bien si estan generados por un fenomeno no lineal.

De tal manera que asume un comportamiento caotico. Por tal motivo, es necesario suponer
la linealidad del modelo para que asi la existencia del comportamiento estocastico se explique por la
introduccidn de variables aleatorias, conformando un modelo lineal estocastico.

Asi, supongamos que fX:} es una sucesion de variables relacionadas por la ecuacion de
diferencias:

¢ Cuando una variable aleatoria, x;, sigue una distribucion de probabilidad, se dice entonces que la sucesion {xr} forma
un proceso estocastico discreto, el cual serd estacionario si su media y varianza son invariantes en el tiempo. Para ello,
es necesario que dicho proceso sea ruido blanco, lo cual implica que sea independiente e idénticamente distribuido (es
decir, siga una distribucién normal), con media cero y varianza sigma cuadrada, para toda t. Sin embargo, dicho proceso
puede estar o serialmente correlacionado, si la covarianza de la variable aleatoria en el periodo t esta ligada al periodo
anterior t-s, 0 ser autorregresivo, si la variable aleatoria en el periodo t, esta en funcion de la misma variable aleatoria
en periodos anteriores, t-s. Por ultimo, los procesos estocasticos seran martingalas si su valor esperado es igual al valor
de la variable aleatoria en el periodo actual, t, condicionada a la utilizaciéon de toda la informacion disponible a dicho
periodo. Esto significa entonces que una martingala es un proceso estocastico tal que la mejor prediccion que de €l se
pueda hacer, dada cierta informacion disponible, es simplemente el valor antes observado.
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xr = a:xt"'l + }9 (2'4)

Donde el valor de la variable X depende del valor futuro o mas concretamente de lo que se
espera sea en el futuro, p es un coeficiente.

Haciendo iteracidn hacia adelante:
x, = a(Xxy + B+ = (a(xx, 3 +B)+B)+ B ==a"x,,, +FIi;a"

Y la solucion existe si se cumplen las siguientes condiciones

loc] =1

lim, .. o™ x,,, existe

- sy g (o
Si lim, . =™ x,,,, =0, entonces la solucion esta dada por x, =1 = El término

BXitoa® = f—x es la parte fundamental de la solucion. Mientras el término lim,, . o™ x .

es la parte de burbuja de la solucion. Si lim,, .. o™ x,., # 0, entonces la solucion no es la parte

fundamental y se puede decir que existen burbujas especulativas. Sin embargo, aun cuando no
existan dichas burbujas y tengamos una variable adicional en la ecuacion (2.4), de forma que se
denote la siguiente relacion:

Xy = @Xpyq T BV, (2.4.1)
Iterando hacia el futuro:
= @ Xy TP Z:;é a* Yes1

. . " _ s _ k

Suponiendo que se cumple lim, . =" x.. = 0, la solucion x, = f X7, a*y,;, N0 nos
permitira conocer el limite de la serie, en tanto no se tenga toda la informacion acerca de la sucesion
{¥.sxdneo. Lo contrario implica que se tiene una prevision perfecta acerca del futuro, lo cual es
irreal, por la presencia de incertidumbre en la cotidianidad.

2.1.2 Analisis clasico con incertidumbre
Si a la ecuacion (47) se le da un sentido aleatorio, esta se reescribe como:

x, = aE(x,31) + B¥, (2.5)

Donde E es el valor esperado o esperanza matematica en el periodo t de la variable X en el
periodo posterior (t + 1). Siguiendo a Malliaris and Brock (1991: pp.8-19), la forma de calcular E
puede variar, desde la clasica funcion de distribucidon para una variable aleatoria discreta, donde E

es el primer momento, lo cual implica que el valor esperado o esperanza matematica se forma por el
promedio de los valores pasados; hasta producto de una probabilidad condicional, de tal manera que
E es igual al conjunto de informacion disponible en el momento &, formandose asi una martingala.
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Por lo anterior, la forma de calcular el valor esperado de la variable X como mejor

indicador para el futuro con presencia de incertidumbre, es una eleccion que depende de lo
siguiente: si se toma al valor esperado como el primer momento de la variable aleatoria central,
entonces tenemos que E(x,.,) =%, donde % denota el promedio de los valores pasados; pero, si

consideramos a la esperanza matematica como una martingala, de forma que esta condicionada por
toda la informacion disponible en el periodo, entonces tenemos que E(x,.,/I.) = x,, donde I,

denota el conjunto {x,_;, ¥,_;;i =0,1,...,t} de toda la informacidn disponible en el periodo t, es

decir, todos los valores pasados de las variables, asi como también al conjunto de valores de todos
los parametros del modelo.

Esto ultimo supone que se tiene toda la informacion pasada y es idéntica para todos. Si
ademas, se considera que existe un conjunto de informacion minima, I, contenido en todos los

conjuntos de informacién, entonces es posible tomar la esperanza matematica con respecto a alguna
medida de probabilidad comun’.

Por tanto, para resolver (2.5), iteramos un periodo hacia el futuro y tomamos la esperanza
condicionada a la informacion en t y obtenemos

E,(x.+;) = aE, [:]Er+1(x:+zj) +BE.(¥V51)
Aplicando la Ley de Esperanzas Iteradas®,
E;(%;+1) = B, (x,42) + FE. (¥:44)
Y sustituyendo este resultado en (2.5):
x, = a[aE,(x,4;) + PE(Ves )] + By, = @®E,(x,45) + @aBE(v,21) + By, (2.6)

Si, en cambio, se itera dos periodos a (2.5), se toma la esperanza condicionada en £ y se
aplica la ley de esperanzas iteradas, se obtiene

E,(%,42) = @B, (xo43) + BE,(3,42)
Y sustituyendo en (2.5):

X = a’ [@E, (x,43) + BE.(¥,32)] + @aBE (¥.41) + By,
= aaIEr(xH:ij + fx:JGIEr(}Fr+2j + afE,(¥.s1) + By, 2.7

Después de n iteraciones se obtiene
x, = a"E,(%,4,,) + BERZ) @ (Vesr) (2.8)

El cual es el equivalente estocastico de la solucion de la ecuacion (2.4.1).

" Aunque el valor futuro de x, es desconocido y pueda tomar toda una gama de valores, cada uno de ellos con cierta
probabilidad, pues x; es una variable aleatoria para cada periodo, de alguna manera es posible utilizar toda la
informacién disponible para encontrar esta distribucion de probabilidad y es con respecto a ésta que se toma el valor
esperado o esperanza.

¥ La cual sefiala que para todo It y k = 0, entonces se cumple E,(E,,; ()) = E, (), E,,;(E()) = E.()
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Suponiendo que no hay burbujas especulativas, es decir que se cumple
lim, .. " E(x,;,) =0, la solucion es x, = f Xi—, a*E(¥,.,), que es la parte fundamental de

una ecuacion dindmica estocastica. Sin embargo, se continua sin conocer el limite de la serie a
menos de que tengamos mas informacion acerca de la sucesion {E(¥,4: ) oeg-

Ahora bien, en caso de que lim, . o™ E(x,.,) # 0; es decir, que la solucion de la
ecuacion estocastica (2.2) admita burbujas (o equilibrios multiples), ademas de suponer que x; es la
solucion fundamental y, por tanto, que

x, =xi+y, (2.9)

Sea cualquier otra solucién, donde ¥, = aE.(¥. ,). Entonces, despejando la esperanza:
E.(y..1) =7v.a ', se tiene que, para cualquier periodo: E,(¥,.,) = ¥.a™*. Si la| < 1, el limite
que se obtiene es:

lim, . B, (¥,00) = Jli_?gcfx_k ¥

El cual diverge puesto que la esperanza de ¥, es explosiva, por lo tanto, ¥, representa la
burbuja de la solucion’.

En cambio, si consideramos que la sucesion {y,} esta determinado de manera exdgena, se
tiene entonces que x, esta dado por

xe =0+ oy B (%) + @B, (x) + v, (2.10)

Donde @; € (0,1) y los valores esperados de x, que se tuvieron en los dos periodos
anteriores. Asi, x, puede expresarse en forma reducida si estd en funcion de {v, }. Esto se logra si
se toma la esperanza mas antigua de (2.10), E,_,, a toda esa ecuacion, se utiliza luego la ley de
esperanzas iteradas y del resultado se despeja E,_;(x,), obteniendo

E,_5(x,) = ——[E._, () + ]

&y

Realizando el mismo proceso para E,_4:

Er—i(xrj = i |:fx|} +a, |:; [IEr—z (}’rj + fxu}]] + IE:-1(}’rj:|

1—m, —g

Sustituyendo E,_,(x,) y E,_;(x,) en (2.10), y simplificando se obtiene la forma
reducida para x,:

_ oy T3 _
X, =¥+ P E, ; (}’rj + .:1_31_,15].,:1_%}1'5::—2(Frj T4

Donde g = r:r:g.(l + :;'L_ + ::zz +o )

l1-a@,—og

° Sin embargo, si %; esta sujeta a una condicién terminal en el futuro, t=T, entonces en T se tiene que ¥y = 0. Iterando
hacia el pasado a partir de t=T se tiene que ¥; = 0 para todo t=0,..., T, de manera que no hay burbujas.
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Es obvio que el andlisis puede extenderse para E._,(x,).k =1, ..,t. En consecuencia, ¥,,

en general, puede representar un vector de variables exogenas que pueden incluir shocks
estocasticos. Sin embargo, también es posible que se presenten situaciones donde los valores
esperados de x,, dependen tanto de la varianza que se tuvo de la misma en el periodo anterior, la

esperanza del valor futuro y algin parametro ¥.. En este caso, la técnica adecuada es la de
coeficientes indeterminados para hallar la solucion respectiva.

Ahora bien, generalmente los sistemas dinamicos no lineales presentan un comportamiento
cadtico. Esto también puede presentarse cuando un fendmeno estd descrito por un sistema lineal y
una o mas variables del modelo son intrinsecamente estocasticas'’. Por tanto, si identificamos al
caos como un comportamiento netamente desordenado, lo que se desea es mostrar la inestabilidad
del sistema dinamico definido por (2.2).

Dada una condicién inicial %, considérese un punto cercano ¥, = x, + &, en donde |5, | es

pequefio y mide la separacion entre la condicion inicial y el punto cercano. Iterando n veces,
comenzando con x; y ¥y, de manera que se obtenga la separacion que existe entre ambos puntos

después de n iteraciones, &, =y, —x,.Si |8, | 2 |8, le™, donde A es el exponente de Liapunov,
que se define como

Bn

A=lims _o~in [ =lim, . ~Z223 n|f' (x)]

Si el limite existe'!. Por lo tanto, si A>0 existe caos, debido a la sensibilidad de las
condiciones iniciales.

2.1.3 Procesos estocasticos de difusion: Movimiento browniano geométrico

Si queremos, por otra parte, analizar la dindmica de la variable X, donde ésta presenta

movimientos aleatorios continuos y estd determinada tanto por situaciones deterministas como por
la incertidumbre, de manera que contiene la informacion generada por un proceso estocastico y
tenemos entonces que representar la dinamica estocastica de X a través de la denominada ecuacidén

diferencial estocastica:
dX(t) = p(t)dt + o(t)dW (t) (2.11)

Donde u(t)dt es un término de tendencia (deterministico) y & (t)dW (t) es el diferencial de
un proceso de Wiener'? (estocastico) .

' Esto es de particular importancia, pues hacer el tiempo discreto tiene implicaciones para la dindmica del modelo, pues
puede generarse un comportamiento caodtico en donde antes no lo habia. Por lo tanto, se debe tener en cuenta si esta
complejidad es o no deseable considerando si ésta es enddgena al sistema o resultado de una mala modelizacion como,
por ejemplo, si se considera un modelo logistico, este es simple en tiempo continuo, pero en tiempo discreto tiene un
comportamiento complejo, Cfr. Medio (1992), chapter 11.

! Para una idea general de la demostracién de la definicion, véase Lomeli y Rumbos (2003), pp.189 y ss. donde,
ademas, muestran que también se puede analizar el comportamiento cadtico por medio del teorema de Li y Yorke.

2 Un proceso de Wiener {W1{t)} se caracteriza por las siguientes propiedades: i) El proceso comienza en cero
(W{0) = 0); Las diferencias AW (£} = W{t) — W(s) son ruido blanco gaussiano, por lo cual se distribuyen como una
normal com media cero y varianza t —s = At para toda 5 < £; iii) Para todo 5=t = v < x las diferencias
Wit) —W(s)y Wix) — W(r) son variables aleatorias independientes y; iv) Las trayectorias de un proceso de Wiener
son continuas.
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Donde o mide la variabilidad de la variable X a lo largo de su trayectoria en el tiempo t y pt
es una constante determinista.Por consecuencia, X representa una familia indexada de variables
aleatorias en el intervalo de tiempo [0, T], {X(¢)}, cuyas trayectorias que se obtengan son una

aproximacion de una simulacion discreta de un proceso continuo, las cuales son curvas continuas
: . . 13
que no son diferenciables en ningun punto .

La derivacion de la ecuacion (2.11) proviene de lo siguiente: Dado un proceso de Wiener,
W, se dice que cualquier proceso g pertenece a la clase L*[a, b] si es adaptado a la filtracion'*
, b .
{F"}ez0 tal que [ g (s)|* ds < o0,

Es decir, el proceso g debe ser de cuadrado integrable, donde el conjunto de puntos donde
no se cumple es despreciable'”. Ademas, el proceso g es simple en [a, b] si existe un conjunto de
puntos deterministicos @ =ty < t; << --- < t, = b y un conjunto de constantes tg, €1, -.., ¢, tales
que g(t) = ck sit, <t < - <t,., parak =0,1,..,n— 1, lo que implica la constancia de g.

Por lo anterior, la integral estocastica en el intervalo [a, £] del proceso simple g sera

I2 g(s) dw(s) = Zi2h g (k) [W (tar) — W (5]

Si existe una sucesion de procesos simples cuando n — @0, entonces podemos obtener la
< b . . L.
sucesion X, = _IFE 9, (s)dW (s), para cada n, de forma que la sucesion X, tiene el limite, X,

cuando m — ©2, entonces:

x(0) = [L g()dw(s) =lim, .. [ g(s) dw(s) (2.12)

Donde X es un proceso estocastico de ruido blanco y dadas las propiedades de esperanza
nula y varianza'®, entonces X es F}*-medible porque estd dentro de las trayectorias del proceso de
Weiner en el intervalo [a, b].

" Esto es porque dada la segunda propiedad de un proceso de Wiener, se tiene entonces que el valor esperado de las
diferencias es nulo (E[AWT{£)] =0) vy la varianza es la diferencia temporal: E[aW(£)*] = Var [aW{t)] =4t y
Var[[aW(£)?]] = 2(at)2.

' La filtracion F; se puede interpretar como un flujo de informacion generado por el proceso X desde t = 0. El
funcionamiento es el siguiente: Sea A un evento tal que su informacién proporcionada esta dentro de la informacion
generada por el proceso {X} en el intervalo [0, t], entonces es posible escribir ello como A € F§¥ lo cual, ademds, nos
permite saber si A ocurre o no dentro de la trayectoria X(t}. Asimismo, si £ es una variable aleatoria tal que se
determina dentro de la trayectoria X{t}, entonces también & € Ff. A su vez, si {¥ (]} es otro proceso estocistico, tal
que para todas las variables aleatorias dentro de ¥} con 0 = t se cumple que ¥{#) € ¥, entonces se puede decir que
{¥(t)} es adaptado a la filtracion F;. Esto significa que las observaciones de las variables aleatorias contenidas en el
proceso estocastico quedan supeditadas a las observaciones de la trayectoria X ()}, Cfr. Maillairis and Brock (1991).

'3 Esto significa que el proceso g pertenece a la clase L*sigel? [0, t]para todo t = 0.

16 Esto es: i) EL¥] = 0 v ii) E[¥2]1 = [ E[lg ()] ds.
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Lo anterior implica que para cualquier proceso g € L*, el proceso X definido en (2.12), para
el intervalo [0,t], es una F. -martingala”. En consecuencia, si consideramos adicionalmente al
proceso estocastico, X, un namero real, xy, y a g y @ como dos procesos F,*-adaptados, tenemos
que:

X(8) = xo+ J; u(s)ds + [T a(s) dW () paratodat =0 (2.13)

Si consideramos la condicién inicial X(0) = x, y diferenciamos (2.13), obtenemos el
diferencial estocastico de X dado por:

dX¥(t) = p(t)dt +o(t)dW(t) (2.14)

Esta ecuacion representa la dinamica estocastica de X, donde el primer término corresponde
a la tendencia y el segundo término es el componente de ruido gaussiano (aleatorio).

Ambos términos pueden ser representados por funciones del tipo f = f(t,X), siendo estas
diferenciables una vez en t y doblemente diferenciables en X. Por tanto, podemos transformar

(2.14) en lo que se denomina proceso de difusion, el cual es un proceso estocastico dado por la
ecuacion:

dz = f(t, X(£)) () = p(t, x(£))dt + o(t, X(£))dW (£) (2.14.1)

La cual puede relacionarse con modelos deterministicos con incertidumbre y es plenamente
coincidente con (2.11) en términos del tiempo'® y el problema entonces se reduce a encontrar un
proceso estocastico que satisfaga la ecuacion diferencial estocastica y la condicion inicial. Sin
embargo, para resolver la ecuacion diferencial estocastica, es necesario que se encuentre primero el
diferencial de una funcidn de un proceso estocastico. Para hacerlo se utiliza el denominado Lema de
1t6"” que proporciona la solucion simple a una ecuacién diferencial estocastica como (2.14). Donde,
ademas, si 4 y @ son constantes y @ = 0, entonces la solucion es el proceso estocastico denominado

Movimiento browniano geométrico, la cual cumple con las siguientes propiedades:

X es un proceso estocastico F,* -adaptado,
X tiene trayectorias continuas,
X es un proceso de Markov, y

17 Un proceso estocéstico X se llama F,-martingala si cumple lo siguiente: i) X es adaptado a la filtracion {F r}r}g; i)
E[lx(#)|] = o para toda t y; iii) Para toda 5 y t tal que 5 = &, dadas las propiedades de esperanzas condicionadas,
E[X(t)/F] = X(5). El cumplimiento de estas propiedades implica que toda la informacion generada por los eventos
observados hasta el momento t se obtiene a partir del proceso X, por lo cual, cualquier otra variable aleatoria depende
de la trayectoria de X{s) en el intervalo 0 = 5 = £ (Nufiez y Segundo (2012: Cap. 3).

'8 Nétese que si a las ecuaciones (11) y (14%) las dividimos por la variable aleatoria X obtenemos:

i—x = udt + odW. Lo cual significa que la proporcion del crecimiento de la variable X, para un corto periodo de

tiempo, dt, tiene una distribucion normal con media pudt y varianza o *dt.

 El Lema de Ito sefiala lo siguiente: Sea X un proceso estocastico con diferencial estocastico
dX(t) = pltddt + o()dW(t) donde ¢ y ¢ son procesos adaptados y sea f = f(t.X) una funcién diferenciable
respecto a t y doblemente diferenciable respecto a X. Si & es un proceso definido como £ = f{t. X(£)), entonces &

tiene un diferencial estocéstico, dZ, dado por dZ = df (£, X(£)) = {% +ou % +1g2 jT‘r} dt+o ;—i dW(t).
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Existe una constante C tal que E[IX(£)]] < Ce“ (1 + |x,]%)

Asi, la solucidn esta dada por:

X(t) = x, plu=ze Jrraw (e (2.15)
Cuyo valor esperado es

E[X(t)] = x,e** (2.16)

(2.15) es una soluciéon valida cuando el proceso estocastico tiene una sola fuente de
aleatoriedad. En cambio, si hay mas de una fuente, entonces se tendran soluciones que muestran
procesos brownianos n-dimensionales. Por ejemplo, sea el caso de un proceso que tiene dos fuentes,
entonces tenemos que considerar un proceso W = [wy,w, ] siendo wy y w, dos procesos de Wiener
independientes, con media, g = [p,(t),1,(t)], o vector de tendencia y la matriz de varianza-

031 (1) 032(t)

covarianza, g 031 (t) 0 (t)

], la matriz de difusion.

Por tanto, el proceso bi-dimensional X = [x4,x,], presenta un diferencial estocastico dado
por:

[dx1[tj] _ El[ﬂ} -dt + [511“) 512[‘:)] [d“-ﬁ (t)

dx, ()]~ L e ® on () ldw (o] = FO =k @d+e@aW@  @17)

Si Z es un proceso tal que Z = f(t,X(t)), siendo f una funcién de R? en R diferenciable en
t y doblemente diferenciable en X, y si X es un proceso bi-dimensional con diferencial estocastico
dado por (2.17), entonces, aplicando el Lema de Itd, f tiene el siguiente diferencial estocastico:

df =25+ p,l + —“ +32sdt+s, (2.18)
Siendo sy = {o7; + 013} ii + 2(o5i04; + 053 Cr122 > + o5 a_,: y

, = {0y, + an};T’: dw; + (oy, + Jzzj%d%
La ecuacion (2.18) es equivalente a*

df——+—ci + dxq+ s (2.19)

= &r 5 &y
Donde § = 32 dx,dx, +E'x._ﬂxz dx,dx, + —zdx,dx,

I Z 2
By

De forma que (2.19) representa la solucidn al proceso estocastico bi-dimensional.

% Ello resulta cuando se aplica lo siguiente: i) (d£)* = 0; ii) dt-dw; = 0 §= 12; iii) (dw;)® =dt i =12 y; iv)
dwidw; =0 i =12,
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2.1.4 Procesos Estocasticos de Difusion con Saltos

Cuando una variable X presenta una frecuencia alta de movimientos volatiles, causados de manera

externa y repentina, entonces tenemos que dicha variable presenta un proceso estocdstico de
difusion con saltos, de tal forma que su dindmica se representa por medio de la ecuacion:

d¥(t) = aX(t)dt + oX(t)dW(t) + vX(t)dQ(t) (2.20)

Donde @ es un parametro que muestra la tendencia de la variable X condicionada a que
ningun salto se produzca; & es la volatilidad esperada de la variable; ¥ mide los posibles saltos de la
variable; W es un proceso de Wiener estandarizado®'. Por su parte, se supone que los saltos en la
variable siguen un procesos de Poisson, ¢, cuyo parametro de intensidad queda definido por las
condiciones:

X {un salto unitario durante dt} = X {dQ(t) = 1} = ,dt + 0(dt)
X {ningin salto en dt} = X, {dQ(t) =0} = 1 — A,dt + 0(dt) (2.21)

Por tanto, los saltos quedan estandarizados por:
E[dQ(t)] = Var[dQ(t)] = A,dt (2.22)

Por lo cual, el numero inicial de saltos se supone nulo, lo que implica que @(0) = 0. En
consecuencia, si suponemos la no correlacion entre los procesos de Wiener, W(t), y de Poisson,
Q(t), entonces podemos obtener endégenamente a los componentes de tendencia, @, de difusion,
adW (t), y de salto, vdQ(t), de (2.20).

Sea m el vector de componentes exdgenos que determina a los componentes estocasticos de
difusion y saltos y Pl el inverso de la variable en cuestion, por lo que su cambio porcentual queda

dado por:

1
1+uy,

xd (%) = a,dt +0,dW(8) + (Z— — 1DdQ(®) (2.23)

Entonces aplicando el Lema de Itd6 al proceso estocastico (2.20), se tiene que el
comportamiento de la variable X esta determinado endégenamente por el modelo mismo, de tal

manera que lo anterior implica que los cambios que ocurran en la variable X se veran afectados por
la volatilidad, determinada por el proceso de Wiener aplicada a la misma variable X y por saltos
ocurridos en ésta, derivados estdcasticamente, y definidos mediante un proceso de Poisson.

2.2 Evolucion de la dinamica estocastica en el analisis macroeconémico convencional

El tipo de economias a las que se les puede aplicar los métodos estocasticos para el analisis
economico es sorprendentemente grande, sobre todo cuando se tiene el consenso de que éstas
fluctiian con una tendencia marcada y muestran una dindmica que puede ser aproximada mediante
una ecuacion lineal de movimiento a lo largo del tiempo, con presencia de incertidumbre.

! Esto significa que W presenta incrementos normales independientes cuyo valor esperado es E[dW(t)] =10 y
varianza Var[dW(t)] = dt.
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Dicho comportamiento aunque ha sido observado desde la evolucion del sistema capitalista,
su analisis mediante el uso de sistemas dinamicos ha sido paulatino, en principio, y excesivamente
tratado Gltimamente.

Sin embargo, a pesar de lo anterior, por mucho tiempo la utilizacidon del tiempo continuo en
el analisis econémico mostrd su utilidad, sobre todo cuando se aproximaban procesos en donde la
evolucion de una situacion a la siguiente no era muy brusca y se tiene la posibilidad adicional de
analizar los estados intermedios; por tanto, de aqui surge la razon del porque la modelizacion
econdmica pospuso la consideracion del tiempo como variable y se inicié con modelos estaticos,
donde a partir de un conjunto de hipdtesis sobre los agentes (denominadas comtinmente como
racionalidad), se llega a la conclusién de la existencia de un equilibrio entre las fuerzas economicas.

Pero, también se tiene la deficiencia de no describir como se llega al equilibrio, por lo cual
no se identifica lo aleatorio o estocastico que aqueja la cotidianeidad econdmica sino que se
considera a ésta como un fenémeno esencialmente determinista, con lo cual se genera una
incapacidad predictiva de los modelos, misma que proviene o de la formulacion de las ecuaciones,
pues las variables pueden ser intrinsecamente estocasticas y, por lo tanto, su evolucion es
impredecible hasta cierto punto; o de que las variables involucradas sean de origen determinista,
pero su evolucion esté descrita por un sistema dindmico no lineal que presente un comportamiento
cadtico fuera de la realidad.

Ahora bien, conforme el analisis de las series de tiempo tradicional, se puede observar que el
comportamiento de las variables economicas agregadas pueden separarse en dos partes: la primera
es una tendencia determinista y la segunda esta formada por fluctuaciones alrededor de dicha
tendencia. Este hecho motivo, en principio, al desarrollo de la teoria keynesiana® con el fin de
principal de analizar, reducir, y hasta eliminar, estas fluctuaciones con base en politicas monetaria y
fiscal adecuadas, en coordinacion con las expectativas de los agentes economicos, bajo el supuesto
de que el gobierno (o la autoridad monetaria, en caso de bancos centrales autonomos) tienen la
capacidad de anticipar estas fluctuaciones y deben actuar en consecuencia.

Sin embargo, dado que los datos de las variables econdmicas se recopilan y archivan para
periodos de tiempo uniformemente espaciados, el andlisis de variables macroecondomicas sobre
conjuntos discretos de valores de tiempo se fue extendiendo desde la aparicion de los trabajos
simultaneos de Harrod y Samuelson en 19397,

El trabajo de Harrod (1939), utiliza la dindmica en tiempo discreto para formular un modelo
de analisis del crecimiento del ingreso nacional en una economia en expansion a través del tiempo.
Su planteamiento consiste en suponer que tanto el ahorro como la inversién en el tiempo t,
dependen, el primero de una fraccidn positiva del ingreso actual, 5, =t¢ ¥, mientras que la segunda
de una fraccion positiva del incremento ultimo del ingreso, I, = (¥, — ¥;_;), que al igualarse en

el equilibrio, genera la siguiente ecuacion en diferencias de primer orden:

22 Sobre todo en el marco de los llamados Modelos Neo Keynesianos o modelos de equilibrio temporal fundamentada
en una Macroeconomia del Desequilibrio, donde se intenta modelar las expectativas de los agentes, considerando que la
toma de decisiones se da en un marco de incertidumbre, producto de limitaciones de informacion, problemas de
coordinacion, rigideces de precios y cantidades e interdependencia de mercados, para un analisis in extenso de estos
modelos Véase Romer (2002). Sin embargo, esto no implica que las otras corrientes no tuvieran un desarrollo pues, por
ejemplo, la corriente post keynesiana, considerando que son las expectativas y la division social los factores que inciden
sobre la formacion de precios (tasa de interés, salarios y ganancias), ha desarrollado los modelos que explican el
problema de la inestabilidad del sistema capitalista, destacando que el mecanismo de ajuste es por medio de la
distribucion del ingreso.

3 “4n Essay in Dynamic Theory”, The Economic Journal, Vol. 49, pp. 14-39; y “Interactions between the Multiplier
Analysis and the Principle of Acceleration”, Review of Economics and Statics, Vol. 21.
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Y, = (ﬁ]i’r_l (2.23.1)
Cuya solucidn es:

=% = L=5.=al), (223.2)

Donde —— = 1, dado que el ingreso se asume como no negativo, conjuntamente con las

—
fracciones o y P, siendo las sucesiones {¥;},{l.} v {5.), monotonas crecientes, por lo cual las

variables divergen del equilibrio, mostrando una economia inestable, que depende de que las
expectativas sean satisfechas y de que se tenga una politica economica que fomente el ahorro para
la disposicion de la inversion que haga posible un crecimiento periodo tras periodo y tener una tasa
actual de crecimiento que iguale tanto a la tasa garantizada como a la tasa natural de crecimiento
econdmico.

Por su parte, Samuelson realiza un analisis del ingreso nacional. Se parte planteando un
modelo macroeconomico de economia cerrada, donde el ingreso nacional actual es igual al
consumo, inversion y gasto publico corriente, ¥, = C, + I, + G,, siendo el consumo funcion de la

propension marginal a consumir, que se supone constante, respecto al ingreso anterior, €, = a¥,_;.

La inversion se supone igual a una constante del incremento en el consumo respecto al
periodo precedente (este es el llamado principio de aceleracion), I, = (€, — C,_,). Por su parte, el

gasto publico, G,, se supone exogeno, lo cual implica que es una constante periodo a periodo,
entonces G, = 1. Bajo estas tres relaciones macroecondmicas, se genera la siguiente ecuacion en
diferencias de segundo orden:

Y, = a¥,_; +f(a¥,_; —a¥, ;) +1 (2.23.3)
Cuya solucidn es:

Y =1t (Cycos 6, + C, senb,) + —— (2.23.4)

. — . . . L, . . , . .
Siendo r = faff, C; ¥ C,, constantes arbitrarias. Pero, si el limite del primer término tiende
a cero, entonces la solucidn es:

Y =— (2.23.5)

Donde las condiciones necesarias y suficientes para que ¥, sea un valor de equilibrio estable
son 0<o>1y ap<l. Es decir, tanto la propensin marginal al consumo (el consumo de un afio con
respecto al ingreso del afio anterior) como su producto con el pardmetro acelerador deben ser
menores que uno para que la sucesion de valores de ingreso converja a ¥, para todas la posibles

condiciones iniciales del ingreso nacional.

La utilizacién del andlisis dinamico discreto y de la conceptualizacion macroeconémica
keynesiana de Harrod y Samuelson, abrié importantes consensos para el analisis macroeconémico
en materia del manejo de la politica econémica que mantuvieran las fluctuaciones del ingreso
nacional y de las principales variables economicas.
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Dejando la cuestién de la tendencia o crecimiento para mejores ocasiones>*. Sin embargo,
dado que el andlisis supone coeficientes constantes, sobre todo en lo que respecta a las
propensiones marginales a consumir y a ahorrar, la critica neoclasica, en un primer momento,
sefald al respecto que no existe fundamento microecondmico que justifique por qué los individuos
se tienen que comportar de esa manera y, en un segundo momento, retomando la incertidumbre
respecto a las decisiones de ahorro e inversion planteadas por Keynes, se empez6 a formular el
importante papel de las expectativas de los agentes economicos para el disefio y resultados de la
politica econdémica, en especial de la politica monetaria, ante los problemas crecientes de inflacion y
desempleo.

Por consiguiente, considerando que tanto el analisis de las burbujas especulativas de la
solucion de un sistema dinamico como la introduccion de variables aleatorias en dicho sistema es de
gran utilidad para la formulacion y tratamiento de modelos monetarios.

De manera tal que éstos capten las burbujas en el nivel de precios que conllevan a
hiperinflaciones o a deflaciones®, se puso atencion en la infinidad de equilibrios multiples que se
podrian encontrar por la deliberada politica monetaria para financiar los déficits publicos, generados
por la idea aceptada de que la inversidn, publica o privada, podia acelerar el crecimiento. Razén por
la cual, el gobierno debia financiar el gasto de inversion con emision monetaria. Sin embargo, ello
supone implicitamente que los individuos tienen prevision perfecta acerca del futuro y que no hay
respuestas anticipadas a shocks de politica econdmica, por lo que, en contrario sensu, se planted la
hipdtesis neoclasica acerca de que la monetizacion del déficit conduce a una dindmica inflacionaria
que genera una mayor incertidumbre entre los agentes, los cuales reaccionarian ante las medidas de
politica econdmica para protegerse. Esto dio pie al nacimiento del debate macroecondmico sobre la
efectividad de la politica monetaria, introduciendo al andlisis dindmico un componente aleatorio
respecto al comportamiento del conjunto de variables consideradas. Asi, por ejemplo, Cagan
(1956), formula un modelo de dos ecuaciones: una ecuacion dindmica de demanda de dinero y una
ecuacion que describe la formacion de expectativas inflacionarias de los agentes como reaccidon a
las medidas de politica de monetizacién de los déficits™.

Por consecuencia, la demanda de dinero es una funcidon exponencial de saldos reales, M,,

que responde inversamente a la tasa esperada de inflacion que, en equilibrio, es igual al stock
monetario real, y puede ser representada en tiempo discreto de la siguiente manera

M

3 = exp[~a(E[P,s, — P.]) (2.23.6)
Siendo P, son los precios en el periodo t. Tomando logaritmos a la ecuacion, expresados en

letras mintsculas:

* A pesar de ello, es importante mencionar la critica de Hicks respecto a la hipétesis de proporcionalidad de la
inversion al cambio en el ingreso presentes en el andlisis macroecondmico convencional keynesiano. La idea es que la
relacion entre la inversion y el cambio en el ingreso es lineal (proporcional) tinicamente para tasas de cambio pequefas
en el ingreso, pero, si el ingreso crece desproporcionadamente, los factores productivos no podran ajustarse igual,
limitando la produccion y, por lo tanto, la inversion. Del mismo modo, si el ingreso cae con rapidez, entonces la
inversion no necesariamente se reduce en la misma proporcion, ya que el capital instalado no puede destruirse y
desaparecer. Un modelo basado en esta critica se presenta en Lomeli y Rumbos (2003), p.199.

» Es comiin que en los mercados financieros existan periodos en los cuales los precios de algunos activos excedan
cualquier prediccion acerca del valor presente de los rendimientos futuros; en tales casos existen burbujas especulativas.
Sélo si el valor final de un activo esta dado, entonces su precio no tiene burbujas especulativas. Este es el caso tipico de
los bonos gubernamentales.

%6 La formacion de expectativas considerada sigue un proceso de ajuste adaptativo, de forma que ey = E{m —m._;),
con i=0,1,...t, siendo ¢,y la inflacion esperada, E, el valor esperado, m; la inflacion actual y m;_; la inflacion de
periodos previos, por lo tanto la expectativa inflacionaria se forma del promedio de la inflacion previa.
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m, —p, = —a(E[P.s; — P,]) (2.23.7)
Despejando los precios:

p, = a(E[P.y]) + (1 — a)m, (2.23.8)

Donde a = .
1+az

Esto implica que el nivel de precios depende del nivel de precios esperado para el siguiente
periodo y del stock monetario actual. Asi, si la autoridad monetaria decide monetizar los déficits, lo
hara a costa de una mayor inflacion que, en determinado caso, podria desatar un proceso
hiperinflacionario, por lo que se concluia que la politica monetaria era inefectiva en sus propositos:
solo los cambios inesperados en la oferta monetaria podrian tener efectos reales junto con los
inflacionarios, considerando que las variables econdmicas son invariables en el tiempo (lo cual
significa que las series de tiempo consideradas siguen un proceso estacionario).

Bajo este marco de analisis, en los 1970s, el debate sobre la efectividad de la politica
monetaria llegd a su climax, con el advenimiento de las expectativas adaptativas por las racionales
como forma de racionalidad de los agentes econdmicos para anticiparse a shocks imprevistos de la
autoridad monetaria. Basandose en los trabajos de Lucas (1972 y 1976), sobre la neutralidad de la
politica monetaria y sobre la critica respecto al uso de modelos macroecondmicos a gran escala®’, y
utilizando la dinamica estocastica como herramienta para el analisis macroeconémico, se formula el
siguiente modelo con expectativas racionales

=m,—p + Vi
=p, — E._,(p. /1) +u, (2.23.9)

d
S E
o
S

La primera ecuacion representa la demanda agregada y la segunda un tipo de curva de oferta
agregada de Lucas, que relaciona al producto con sorpresas monetarias, que no es mas que una
curva de Phillips28 con expectativas. 1, son los saldos monetarios, p; el indice de precios y ¥, ¥ i,

son shocks estocasticos. E,_,(p./I.) es el valor esperado del nivel de precios dado un conjunto de

informacion en cada periodo que contiene todos los valores pasados de las variables y los shocks, lo
cual implica que los individuos forman sus expectativas de manera racional y pueden anticiparse o
responder inmediatamente a shocks estocasticos provocados por la autoridad monetaria respecto a
la oferta monetaria. Igualando tanto la oferta como la demanda agregada se tiene:

b :%(Er—l[Fr-f'{rD tm v —u, (2.23.10)

Aplicando E,_,, se tiene E,_4[P,], despejandolo y sustituyendo en la anterior ecuacion se
obtiene la forma reducida para p,, puesto que m, es exdgena, pues esta dada por la politica
monetaria

T Es de resaltar que en el trabajo de Lucas (1976) es de donde resulta la llamada Critica de Lucas, la cual radica
esencialmente en que dado que para el disefio de las politicas macroecondmicas, se utilizan modelos macroecondmicos
que suponen estabilidad en los valores de los parametros, cuando en realidad no lo son, sobre todo si las politicas
cambiaran radicalmente, razdn por la cual, las estimaciones econométricas de estos modelos no son confiables en tanto
no reflejan la estructura real de la economia, y sobre todo, por que no se estiman correctamente las expectativas de los
agentes al suponerlas fijas o adaptables.

* La Curva de Phillips originalmente se utilizé para postular una relacion de intercambio entre el empleo y el nivel
salarial. Posteriormente ha sido utilizada para analizar el trade off entre el nivel de empleo y el nivel de precios.
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1
P =3 [E,q[m ]+ By [v] —E 4 [u]+m, +v, —u,] (2.23.11)
Sustituyendo en la ecuacion de oferta, se tiene que:
1
Ye =3 [mt —E,_y[m]+v, —E._,[v]+u.+ Er—l[ut]] (2.23.12)

Si los shocks u, ¥ ¥, siguen algun tipo de proceso conocido y se conocen todos los valores

pasados de los shocks, entonces la autoridad monetaria puede decidir que su politica monetaria
estard dada de acuerdo con

m, =Au,_, + Bv,_, (2.23.13)

Esto implica que la oferta monetaria se ajusta de acuerdo con los shocks del periodo anterior
y A y B definen algun objetivo. Por tanto, aplicando la esperanza E,_; se obtiene:

E,_i(m,) = AE,_;(u, 4 + BE,_;(v,_,) =m, (2.23.14)

Por lo cual, si sustituimos este resultado en el producto, ¥,, se tiene que ™, no influye en lo

absoluto y solo es afectado por los shocks estocésticos; es decir, la politica monetaria no tiene
ningun efecto real, pero si en el nivel de precios, de manera proporcional.

Esto implica que la sorpresa monetaria es una sorpresa inflacionaria, pero, como los agentes
tienen expectativas racionales, entonces conocen todos los parametros, por lo cual m, es

predecible, excepto si ocurre un error en el disefio o ejecucion de la politica monetaria del banco
central.

Pero dicho error, al ser estocastico, no es sistematico y, por tanto, no constituye una politica,
pues el producto solo se afecta por errores de politica monetaria, aunque si tendra efectos
sistemdticos sobre el nivel de precios.

Este nuevo planteamiento sobre la efectividad de la politica monetaria ha llevado a construir
respuestas neo keynesianas, afirmando que aun cuando la politica monetaria pueda ser prevista por
expectativas racionales, ésta puede ser eficaz, si se considera que los ajustes no son instantaneos a
los cambios esperados en las politicas®.

En este sentido, la existencia de contratos limita la conducta de los agentes privados dado
que los salarios quedan predeterminados por un periodo en base a toda la informacion disponible al
momento de la firma del contrato.

Sin embargo, si una vez firmado el contrato las autoridades cambian su politica, aunque los
agentes prevean los efectos de dicho cambio, no podran ajustar el salario porque €ste ha sido fijado,
evitando asi la fluctuacién de precios, haciendo que la politica monetaria sea eficaz en el corto
plazo utilizando un ancla nominal®”.

% Esto implica que si bien el conjunto de informacion es completo, el conjunto de oportunidades no lo es. Al respecto,
véase Shone, R., (1997), Chapter 9.

3% Para deducir estos resultados, siguiendo el modelo desarrollado en Blanchard and Fischer (1996: chapter 9), se
plantea la siguiente ecuacion del producto:

¥ = 2 E (my — E;_y[m ]} + ; {m, —E._; [mt]]] + E E (uy — By [, ) + ; (v, —E._, [vr]]], que se obtiene de

proponer una funcién de demanda agregada que depende de los saldos reales y de un shock, u;, una oferta agregada que
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La cual permite que dada una perturbacién monetaria no esperada, i,, una parte de los

trabajadores no pueden modificar su salario nominal debido a que esta fijo por dos periodos.Por
consecuencia, ante un incremento de la oferta monetaria que provoque un aumento del nivel de
precios, aunque los trabajadores conozcan este efecto, no pueden hacer nada, por lo cual los salarios
reales disminuyen, provocando un efecto sobre la demanda agregada y sobre el producto, en tanto
se retarda el ajuste de los salarios, donde dichos efectos habran durado dos periodos por la inercia
inherente al proceso de ajuste salarial.

Por su parte, el analisis de las fluctuaciones alrededor de la tendencia del producto
comunmente llamados ciclos econémicos, después de un letargo de los afios 1950s a los 1970s,
resurgio con el trabajo de Lucas (1977), mediante el cual se intentd responder a la cuestion del
porqué en las economias de mercado, el producto y el empleo oscilan alrededor de una tendencia.

Con las herramientas matematicas de la dindmica estocastica, Lucas definidé a los ciclos
econdmicos como las desviaciones del producto agregado alrededor de su tendencia, basadas en las
propiedades estadisticas de los co-movimientos de dichas desviaciones en diferentes series de
tiempo agregadas”'.

Esta definicién difiere de la que era aceptada hasta ese momento™-, aportandose un avance
metodoldgico en la teoria de los ciclos econdmicos, donde la razéon de la nueva definicion se
encuentra en la observacion de los hechos acerca de que la actividad econdmica en las economias
de mercado se ha caracterizado por un crecimiento sostenido.

Donde también prevalecen las fluctuaciones al igual que en paises no industrializados, por lo
tanto, la explicacion de los ciclos se debe basar en las leyes generales que rigen las economias de
mercado en lugar de fundamentarse en las caracteristicas peculiares de cada pais o periodo de
tiempo.

Asi, en su trabajo, Lucas utiliza las técnicas estocasticas en tiempo discreto para mostrar que
los shocks monetarios aleatorios y un efecto acelerador interactiian para generar movimientos
ciclicos serialmente correlacionados en el producto real y movimientos pro ciclicos en los precios,
en la razon inversion-producto y en la tasa de interés nominal, pero alrededor de su tendencia. Sin
embargo, Lucas no define el concepto de tendencia, por lo cual, Kidland and Presscott (1982),
proponen que dicho concepto es el conocido estado estacionario de la teoria del crecimiento
neoclasica, el cual se caracteriza porque el producto per capita, el consumo, la inversion, el stock de
capital y los salarios reales crecen a una tasa constante determinada por la tecnologia.

se establece en base a los salarios reales, y una regla salarial, donde los salarios se suponen fijos en dos periodos,
revisandose en el tercero, por lo cual una mitad de trabajadores tienen contratos al inicio del periodo t y lo revisan al
principio del periodo t+2 y la otra mitad firma al inicio de t+1 y lo revisan en t+3.

31 Asi, la ecuacion ¥: =& + by._, + €, donde e es una perturbacion aleatoria de media cero, es suficiente para generar
un movimiento ciclico en y, que serd mas marcado cuanto menor sea el valor de b. Obviamente este es un fendmeno
netamente empirico que depende de la amplitud o volatilidad y de la conformidad o coherencia de los movimientos de
la serie y del caracter de la variable, la cual puede ser prociclica o contraciclica y adelantada o rezagada, lo cual implica
que no se refleja ninguna uniformidad determinista. Sin embargo, es justo recordar que fue Eugen Slutzky (1937), quién
propuso que el ciclo econdmico podia ser el resultado agregado de una suma de causas aleatorias, es decir, de una
ecuacion en diferencias estocastica finita de bajo orden con raiz real positiva. Pero para ser estables, se necesitan que los
shocks sean de gran tamafio o que las pequefas perturbaciones estuvieran correlacionadas.

*2 Dicha definicion era la propuesta por Mitchell (1927), quién defini6 a los ciclos como una secuencia de expansiones y
contracciones caracterizadas por las fases de prosperidad, crisis, depresion y recuperacion.
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En consecuencia, basaron su analisis en los fundamentos microeconomicos de la funcion
produccion donde se introdujeron shocks de oferta que afectan la produccion y otras variables
mediante algiin mecanismo de propagacion.

Lo anterior implica que si tasa de cambio tecnologico fuera constante, entonces la tendencia
del producto real debe ser una funcion del tiempo, aunque la tasa de cambio tecnoldgico es variante
en el tiempo y entre paises, por lo cual Kidland y Presscott deducen que esta variacion es el
problema central del desarrollo econdmico, debido a que dicha tasa de cambio esta relacionada con
los acuerdos institucionales que los individuos esperan utilizar en el futuro.

Pues aun en sociedades estables las instituciones cambian en el tiempo y ello genera
cambios en el crecimiento de la productividad que hace que las economias fluctiien alrededor de su
tendencia, por lo cual los cambios institucionales deben considerarse como shocks estocasticos que
inciden en las desviaciones del producto alrededor de su tendencia™.

Esto implica suponer, a pesar de la presencia de shocks aleatorios, que las tasas de
crecimiento siguen una distribucion normal, por lo cual no se generan movimientos inesperados
(auges o caidas) en la trayectoria de crecimiento.

En este sentido, considerando lo sefialado por el paradigma keynesiano respecto a la
concepcion del ciclo econdmico, el cual define como resultado de perturbaciones exogenas,
ampliadas y prolongadas por mecanismos internos, donde la naturaleza de las perturbaciones se
buscan en la demanda agregada, como la volatilidad de las decisiones de inversion (animal spirits),
derivada de la incertidumbre capitalista, y la volatilidad de la fuerza laboral. Ambas fuerzas generan
perturbaciones reales constantes, con mecanismos de propagacion basadas en las rigideces
nominales, sobre todo de los salarios.

Por ello, en los ultimos afios la conceptualizacion de la economia ha experimentado una
serie de cambios y transformaciones profundas. Esto ha permitido el empleo de herramientas mas
sofisticadas, cuyo objetivo ha sido el generar una mayor comprension de los fenomenos estocasticos
que supere el marco determinista convencional, de manera tal que sea posible incluir la
incertidumbre (y riesgo) en algunos de los modelos fundamentales de la economia que conllevan
movimientos inesperados denominados procesos estocasticos. Este es el caso del desarrollo de los
modelos de equilibrio general.

Por ejemplo, retomando el analisis de crecimiento econdmico neoclasico tenemos que el
modelo de Solow (1956) se fundamenta en la utilizaciéon de la funcidon produccion con rendimientos
constantes a escala y en la acumulacidon de capital, cuya combinacion se resume en la ecuacion
fundamental dada por la expresion:

k =sAk® —(n+ 8k (2.23.15)

3 En este sentido, Kidland y Presscott supusieron que estos shocks son una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (ruido blanco en el analisis econométrico), por lo tanto los shocks
“tecnologicos” se presentan como shocks estocésticos que afectan la funcion produccion y esto explica porque el ciclo
economico no sigue una tendencia determinista en una economia de mercado. Sin embargo, aunque los shocks son
“ruido blanco” y puede ser estimado mediante una relacion econométrica, también es necesario suponer que la
informacidn disponible esta siendo utilizada por los agentes econdmicos, lo cual implica problemas de estimacidn, pues
ello eliminaria la funcion de distribucion de las expectativas. Sobre la modelizacion de las relaciones intertemporales
entre consumo presente y ahorro y consumo futuro, entre trabajo y ocio y algun mecanismo que explique el largo
desarrollo temporal en la inversion, como la exigencia de un cierto tiempo para llevar a cabo una inversion (time to
build) o costes de ajuste, derivadas de shocks tecnoldgicos sobre la funcion produccion, véase Romer (2002: capitulo
4).
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De esta relacion, se obtiene la conclusion de que el crecimiento econdomico tiene causas
exogenas. El crecimiento depende de la evolucion del grado de eficiencia técnica de la economia y
del cambio en la relacion capital-trabajo. Pero, como la acumulacion de capital depende de las
decisiones de inversion y éstas de las decisiones de ahorro, conforme las preferencias de los
individuos, entonces no hay politica publica que pueda incidir sobre dichas decisiones. En
consecuencia, los paises que tienen altas tasas de ahorro, producto de los gustos y preferencias de
los individuos, tenderdn a ser mas prosperos, pues pueden acumular mas capital por trabajador y
generar una producciéon mayor. En cambio, si los paises pobres se destacan por un alto indice
demografico, esto provoca que buena parte del ahorro se destine a mantener la relacion capital-
trabajo y se acumule menos.

Por lo anterior, Solow sugiere que el crecimiento cesa a menos que la tecnologia de la
produccion mejore exponencialmente. Esto significa, en términos de politica, que los paises deben
ahorrar e invertir (condicion necesaria) parte de su ingreso nacional para sostener un crecimiento de
largo plazo que amplie el capital para después profundizar en su utilizacion materializada
(condicion suficiente), hasta el punto en que el producto marginal del capital sea nulo. Asi, los
cambios de politica que afectan la inversion sdlo tienen efectos de nivel mds no efectos de
crecimiento. Entonces la creencia de que aumentando la tasa de ahorro se incrementa el crecimiento
econdmico es erronea, pues la tasa de ahorro no tiene ningun efecto sobre la tasa de crecimiento de
estado estacionario: no importa cual sea el valor de la tasa de ahorro, la economia crecera al ritmo
que requiera la ampliacion del capital. Lo que si puede afectar la tasa de ahorro es la tasa de
crecimiento de corto plazo y el nivel de ingreso per cépita en el largo plazo.

Sin embargo, si incluimos un andlisis de riesgo que conllevan a movimientos inesperados en
el nivel del producto, generado por la volatilidad de las variables de las cuales depende éste,
entonces la trayectoria de crecimiento seguird un Movimiento Browniano Geométrico. La razén es
la siguiente: De la ecuacion fundamental de Solow (n), una de las variables exdgenas con alta
volatilidad que incide sobre la acumulacién de capital es la fuerza laboral, la cual varia en forma
estocastica y, por ende, dicha volatilidad puede ser descrita bien mediante la siguiente ecuacion
diferencial estocastica o mediante la integral estocéstica

dL = nLdt + oldz = L(t) = Lo+ [, nL(s)ds + [, oL(s)dz (2.23.16)

Donde dt es el diferencial de tiempo, deterministico, dz es el diferencial de un proceso de
Wiener, estocastico, o es una constante que refleja la volatilidad de la fuerza laboral, nLdt es el
término de tendencia y oLdz es el término estocastico.

Si dividimos a la ecuacion diferencial estocdstica (2.23.16) entre la fuerza laboral, L,
dL
% — ndt + odz (2.23.17)

Lo cual significa que la proporcion del crecimiento de la fuerza laboral tiene una
distribucién normal con media 1 y varianza ¢“. Asimismo, dada la condicion inicial L{0) = L,

entonces la ecuacion diferencial estocastica representa un Movimiento browniano geométrico, lo
que implica una solucién dada por:

L= elnie)etemt (2.23.18)
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Esto implica que la variabilidad de la fuerza laboral va a determinar la estabilidad de la
trayectoria de crecimiento pues éste depende de la acumulacion de capital y el capital, ademas de
depender de si mismo, depende de la fuerza laboral, como se muestra en la siguiente ecuacion:

dK = sF(K,L)dt (2.23.19)

Que al conjuntarse con la ecuacion diferencial estocastica de la volatilidad de la fuerza
laboral (2.23.19), generamos un proceso bi-dimensional, mismo que podemos resolver aplicando la
formula de It6 en dos dimensiones, obteniendo

dk =2de +ak +2ar +2 [Mz Tk (dL)? ?] (2.23.20)
Aplicando:

ok _ ok_ K gk 1 ’k 3’k 1 7’k 2K

gt 8L 1¥ 8K L 8K? ' AKdL 2 9?3

Sustituyendo estos resultados en (2.23.20):
dke =0 —%dL+2dx +2[0 + 2(-2)dKdL + 2% (dL)?] (2.23.21)
Sustituyendo la ecuacion diferencial estocastica de la variabilidad laboral (2.23.20):

dic = — = (nldt + oLdz) + T dK + [—(L%jdm + 2 (n?L*(df)? + 2nodtdz + aﬂzﬁ(dzjfj]

(2.23.22)

Aplicando lo conducente en la férmula de Ito:

dk = (Ldt+ Lrizj+dK deL+1[EK "Lfdr]
N ﬂ' G L 1 203°

nk SF(K’LJ dar— %4, K) —k \]dt — kodz

( L+ L L)t 3 [sf (k) (n—o%)]dt— ko

Esto implica entonces que tanto la parte determinista como la parte estocastica del
diferencial del capital estan afectadas por la fuerza laboral, por lo cual las variaciones aleatorias del
capital dependen de las fluctuaciones aleatorias de la fuerza laboral. Ahora bien, dentro del analisis
de la politica econdmica, en los ultimos afios se han incorporado nuevas herramientas de la
dindmica estocastica cuyo fin es el de minimizar el impacto esperado de los choques exogenos de
los factores de riesgo que afectan el manejo de los instrumentos de la politica econémica. En este
sentido, si consideramos que uno de los principales problemas macroecondémicos es el de la
determinacion del nivel general de precios, entonces para determinar la dinamica de éste, pueden
combinarse los instrumentos de politica monetaria y fiscal tales como la tasa de interés, la tasa de
expansion monetaria, el gasto publico y los impuestos, de manera tal que permitan reducir la
exposicion a los diferentes riesgos prevalecientes que conlleven a efectos negativos sobre la
economia generados por la varianza del nivel de precios que afectan las expectativas inflacionarias
de los agentes econdmicos, (Venegas-Martinez, (2001)).



47

Supongase un modelo tal donde la economia produce y consume un solo bien. Asi,
productores y consumidores, que se suponen idénticos, maximizan sus beneficios y su satisfaccion
en funcion del bien en cuestion. Por consecuencia, puede suponerse que los individuos, productores
y consumidores, perciben que el nivel general de precios, P, sigue un proceso estocastico de

difusion con saltos, de tal forma que se tiene la siguiente ecuacion diferencial estocéstica:
P(t) =nwP(t)dt + oP(t)dW(t) + vP(t)dQ(t) (2.23.23)

Siendo 7 la tasa de inflacion promedio esperada sin presencia de shocks externos, por lo
cual representa también el parametro de tendencia de la ecuacion diferencial estocastica. &, es la
volatilidad esperada de la tasa de inflaciéon y v mide los posibles saltos en el nivel general de
precios. Mientras, W es un proceso de Wiener con media cero y varianza dt y, ¢ es un proceso de

Poisson con saltos [0,1] y media y varianza igual al parametro de intensidad de los saltos ocurridos,
Adt, definidos por las condiciones dadas por (2.21) para el nivel general de precios, P, siempre que

los procesos de Winer y de Poisson no estén correlacionados.

Si consideramos que los individuos poseen solo dos activos: dinero, M, y acciones (o titulos
de capital, K, entonces la riqueza esta dada por la totalidad de los activos que poseen los individuos,

M . . ,
a =m + K, donde m = — son los saldos reales. Dado que existe un solo bien en la economia por el

cual los individuos intercambian por activos para mantener su riqueza, entonces podemos definir al
nivel general de precios en funcién de la proporcion en la tenencia de los activos, de tal manera que
los saldos reales y las acciones estan ligadas a los movimientos en el nivel general de precios:

p=Ic¥ (2.23.24)

Siendo T y T, la proporcion de las tenencias de acciones de capital real y de saldos reales
en los portafolios de los individuos, y ™ la razon dinero- -capital, que puede expresarse como una

funcion de movimientos exogenos promovidos por el Banco Central conforme sus objetivos de
politica monetaria a través de la expansion monetaria, que afecta directamente a M, o por cambios

en la tasa de interés, que afecta directamente a K:
fME) =2 (2.23.25)

En consecuencia, para determinar la dindmica del nivel general de precios, aplicamos el
Lema de It6 a (2.23.24), tomando a (2.23.25) como un proceso subyacente, y obtenemos la
diferencial estocastica que depende de las variables de politica monetaria y satisface:

dp = [2L80 qpg 4 SO g 4 LTS (gqppy2 4 ZECD gy + 121000 (g H |

(2.23.26)

Dado (2.23.24), entonces aplicando las derivadas correspondientes a (2.23.25) obtenemos:
g Mg L Moozl B
dP = [2am — 2Lax — L amdx + L dx?| [_fm] (2.23.27)

Misma que factorizando:
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dp = E (dM ~M(E)—amE + m (i—*"))} [;—ﬂ] (2.23.27.1)
Multiplicando por% =1
dp = [% —_dudk, [1—""’]] B (2.23.27.2)

Por lo tanto, tenemos que el cambio porcentual del nivel general de precios es:
(2.23.28)

De (2.23.28) se desprende que los cambios porcentuales en el nivel general de precios
depende de directa e inversamente de los shocks exogenos que pudiera provocar la autoridad
monetaria. Esto implica entonces que la inflacién del proceso subyacente (2.23.27.2), =, depende

positivamente de la tasa de crecimiento de la oferta monetaria y negativamente de la tasa de
acumulacion del capital.

Por su parte, los componentes de volatilidad y de saltos del nivel general de precios,
dependen de los componentes estocasticos del grado de variabilidad y profundidad, directamente,
de las tasas de expansion monetaria e, inversamente, de la acumulacidon de capital. Esto implica en
términos de politica monetaria, que los riesgos inflacionarios que corre la autoridad monetaria por
tratar de sorprender con una expansion monetaria estan correlacionados con la tendencia
inflacionaria (inflacidon subyacente).

2.3 Un modelo de crecimiento econdmico con gasto publico e incertidumbre

El andlisis de la incertidumbre dentro de los modelos de crecimiento econdémico es relativamente
reciente pues surgid con el trabajo de Brock y Mirman (1972), aunque no ha tenido una veta
fecunda de investigacion.

El principal dilema a resolver es el andlisis de estabilidad estocastica de la distribucion
estacionaria provocada por la incertidumbre en las decisiones de los agentes econdmicos. Para ello,
Brock y Mirman plantearon un modelo de crecimiento en tiempo discreto con incertidumbre
utilizando los métodos de la programacion dinamica tanto para encontrar puntos de equilibrio
estocasticos y el comportamiento maximizador de los agentes como para el analisis de la dindmica
estocastica para la estabilidad del modelo.

En el modelo presentado a continuacion se sigue a lo planteado tanto por Brock and Mirman
(1972), como por Lomeli y Rumbos (2003: cap. 14) y Sargent (1987: chapter 1). Es un modelo de
crecimiento estocastico donde se incluye al gobierno, pues generalmente las decisiones de éste
inciden sobre las decisiones de los agentes. Asi, suponiendo una economia con un agente
representativo, cuyo problema es:

max E, X2, B u(e,) (2.23.29)
Sujeto a la restriccion presupuestal:

Ziilfilkingeav,) =8k, 1 = ¢, + kyyy conkge, =0, t=12,..;i=12,..,N
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En donde E, denota la esperanza matematica condicionada al conjunto de informacion
disponible en el tiempo t, £ ¢l factor de descuento sobre la utilidad futura, u la funcién de utilidad
del consumo, ¢, el consumo en el tiempo t, k;, el stock de capital del productor i en el tiempo t, f;
la funcién produccion del proceso i, g;, el gasto publico en infraestructura que es complementario
al stock de capital del tiempo t.

Comun a todo proceso i, ¥, shock estocastico sobre la produccion en el tiempo t que es
comun para todo proceso i e historicamente dado, y &; la tasa de depreciacion del capital instalado
en todo proceso i.

Las sucesiones {c,} y {k,} derivadas del problema de maximizacion (2.23.29) implican que

las decisiones de consumo e inversion en el tiempo t estaran basadas en toda la informacion
disponible en t.

Mientras el ambiente incierto, se representa por la secuencia {¥,} que es un vector de

valores reales de variables aleatorias que se suponen independientes e idénticamente distribuidas.
Por consecuente, la ley estocastica del ambiente es el producto inducido por la probabilidad de
ocurrencia de v,, dado el supuesto de independencia de la variable aleatoria.

Asi, la maximizacion de (2.23.29) se realiza sobre todo el proceso estocastico de las
sucesiones {c.} y {k.}, siendo un proceso admisible, donde la existencia de un dptimo puede ser

establecido sobre el espacio de los N diferentes procesos. En el tiempo t, se decide cuanto se
consume y cuanto se mantiene en forma de capital, pues se supone que el capital tiene un proceso
de transformacion en bienes de consumo paulatino. Después de que la distribucion entre consumo
presente y futuro se decide, la naturaleza revela los shocks, 7., y las unidades de nueva produccion,

fi(k;. 8., 7.), que estan disponibles para el proceso i a fin del periodo t.

Pero, &;k;, unidades de capital se han consumido a fin del periodo t. Entonces,
fi(k;e.g.,v.) — 8.k, representa el producto neto del proceso i. Por consiguiente, el producto total
disponible para ser dividido en consumo y stock de capital en el tiempo t+1 esta dado por:

Ll g v) — 61k 1= Eihalgi (ki 900v) 1 = ¥eay = AR

Donde a es la productividad del capital, dados los insumos trabajo e infraestructuragblica
que inciden en el estado de la tecnologia y en el grado de eficiencia productiva, 4., la cual es una
medida de la productividad total de los factores®®. Ello permite que incidan sobre ella shocks
productivos, mismos que se veran reflejados en un incremento de la capacidad productiva de la
economia en periodos subsiguientes, k,5; = gk, 4,)..

Asimismo, como suponemos expectativas racionales en la eleccion del consumo, c,

entonces, el valor esperado de la maximizacion intertemporal de la funcién de utilidad es la
maximizacion intertemporal misma, y si suponemos una funcién de utilidad bien comportada para
bienes normales, por lo tanto transformamos a (2.23.29) en una funcion valor:

V.(t) = méx T2, Bt In c, (2.23.30)

** Dado que el gasto publico en infraestructura se propone como un insumo complementario de la funcién produccién,
el valor de a puede ser mayor, menor o igual a 1, dependiendo si dicho insumo es complementario o sustituto, de
manera tal que se tengan o no efectos a escala o derramamientos productivos.
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Sujeta a la restriccion presupuestal:
Vesr SAKT = 6+ kpyy

Donde ¢, es la variable de control y k, la variable de estado en el proceso dindmico. En
consecuencia, el nivel del capital inicial, kg, esta dado y representa el flujo acumulado de inversion

fisica, publica y privada, en los periodos previos al presente y constituye la infraestructura
productiva de una economia utilizada por trabajador.

Asimismo, la restriccion implica que la produccion en el periodo t, Ak, es igual al consumo

en el mismo periodo mas la inversion realizada en t+1 (o consumo futuro en t).Dado que la
secuencia de funciones valores de problemas de horizonte finito convergen uniformemente a la
funcién valor de un problema de horizonte infinito, entonces podemos proceder a resolver (2.23.30)
para j periodos truncados®:Sea Fg=0 una funcién valor, continua y acotada, de tal manera que se
tiene la sucesion:

F,41(k.) = max, {Inc, + BF,(k..,)}
Sujeta a:

Akf= ¢, + k,yq conky,>=0 dado.

Se tiene entonces que:

Fy(k.) = max, {lnc.}

Sujeta a la restriccion presupuestal. Si los agentes decidieran elegir consumir hoy y nada
mafiana, como una forma de maximizar su utilidad en funcién del consumo presente y futuro, dado
que In ¢, es la utilidad proporcionada por el consumo en el periodo t y como la preferencia

intertemporal por el presente es muy alta, entonces los individuos obtienen la maxima utilidad
cuando ¢, es lo mas grande posible.

% Este tipo de problemas de optimizacion estocastica se resuelve aplicando el principio de optimalidad de Bellman
(1957) ala ecuacion 4a, el cual sefiala que “Una politica dptima tiene la propiedad de que, cualesquiera sean el estado y
las decisiones iniciales, las decisiones restantes deben constituir una politica dptima con respecto al estado resultante de
la decision inicial”. Esto implica que el proceso de crecimiento de una economia de mercado con decisiones
centralizadas o descentralizadas, es la busqueda del dptimo que las diferentes fuerzas (variables) de un modelo deben
tender para dirigirse hacia una nueva posicion de equilibrio, en el sentido de si dicho cambio es permanente, fluctuante
u oscilatorio en el equilibrio. En consecuencia, el problema es resolver la ecuacion de Bellman:
max, {f (xpu) + fF(x,, )} saa  Xp. =gy (xpu.) | donde siup es solucion, sea interior o no, entonces se
define K (x.)= flx, ui)+ fF(x,.,), como la funcién valor para el periodo 1. Ahora, aplicando el operador a F;
y llamando el resultado Fy, y asi sucesivamente, de manera que  F,,,(x,) = max, {f Cx;.u,) + BF,(x,,, )], donde la

sucesion de funciones valor {F,} tiene como limite: lim,_.. E =V, lo cual implica que el limite existe y es un punto
fijo del operador, el cual ademas es unico. Esto significa reducir el problema de un numero infinito de periodos a una
sucesion de problemas de dos periodos, donde se inicia con cualquier funcion inicial Fy, continua y acotada, y se
construye la sucesion anterior para obtener como limite la funcion valor. La utilidad de este método es que nos permite
introducir directamente variables estocasticas en el problema de control para encontrar la forma del valor 6ptimo o
funcidn valor mas que las trayectorias de las variables de control (Principio del Maximo de Pontriygin) o las de las
variables de estado (Calculo de Variaciones).
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Ello implicaria a su vez que la inversion, publica y privada, de mafiana seria nula y, por
tanto, no habria acumulacion de capital®®, de manera que tendriamos que k,.q =0 y ¢, = AkZ

por lo que el producto dependeria solo de la acumulacion de capital previa y de la productividad,
con un deterioro del capital provocada por su propia utilizacién en las actividades productivas, de
manera que tenemos que:

Fi(k,)=InAkf =InA+alnk,

Sin embargo, a pesar de este patron de comportamiento inicial, donde las condiciones de
crecimiento estan limitadas a factores exdgenos, y dado que influye en el siguiente término de la
sucesion para un periodo posterior, entonces se tiene en dicho periodo lo siguiente:

F,(k.) = max, {Inc, + fF,(k..1)}
Dada la restriccion presupuestal. Sustituyendo para F
F,(k.) = max, {Inc, + f(In4 + alnk,,}

Sujeta a la restriccion presupuestal. En cuyo caso, resolviendo el problema de maximizacion

. .. . 37
por medio de las condiciones de primer orden”’, se llega a:
1

—_ o
= Tiap Ak
af
t+1 1tap Ak

De manera que se tiene la funcion valor para el periodo 2:

A
1+af

afA
1+af

Fk)=In () +ank,+finA+afin(Z£2) +a?pInk,

Siguiendo este proceso andlogamente y tomando el limite de la funcion valor F, cuando
n — 00 se tiene:

&
1+aff

lim,, . F,(k,) =V(k,) = ﬁ{ln[ﬁl[l —af)] + ljig 1na,@,4} +—=Ink,

Lo cual implica que el consumo puede ser incrementado en el tiempo t si ocurrieran shocks
inesperados sobre la oferta (un cambio tecnologico enddgeno generado a través de un shock de
politica economica en la demanda agregada.

%% Cabe destacar que esta situacién es precisamente la que ha privado en los paises emergentes, donde la inversién fisica
ha sido limitada por las necesidades de consumo corriente, tanto piblico como privado, en detrimento de la formacion
de capital fijo y de infraestructura publica productiva.

3" De acuerdo con el principio de optimalidad de Bellman, del problema de optimizacion V() = max B8, ne,
sujeto a la restriccion presupuestal Vesr = AkF = o+ keyy, obtenemos la ecuacion de Bellman
Vy (k) = Fy (k) = max, {Inc, + f(In4 + aInk,,,}, donde el problema de una sucesién infinita de periodos se

reduce a una sucesion de problemas de dos periodos y la ecuacién es valida a pesar de que se carezca de soluciones
interiores.
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Tal que fomentara la inversién en sectores dindmicos e innovadores, Welfens (2008), al
grado que se modificara el proceso de produccion en i+1, de manera tal que fuera permanente. O
bien, que el gasto publico en infraestructura tuviera efectos a escala sobre la produccion para que
los beneficios del capital publico se bifurcaran sobre todo el proceso productivo, teniendo asi
impactos de largo plazo sobre la senda estacionaria del crecimiento econdmico.Sin embargo,
también puede ocurrir lo contrario: un shock negativo sobre la produccion (un desastre natural, por
ejemplo) destruiria la produccion, por lo que tanto el consumo como la inversion tendrian que
descender, quedando solo como alternativa el financiamiento publico para actividades productivas,
como el medio de impulsar la trayectoria de equilibrio hacia mayores niveles.

Asimismo, si el gasto publico fuera sustituto de la inversion privada, ello haria descender el
nivel de la produccion, reduciendo la senda de crecimiento. Sin shocks y sin gasto publico, el
modelo tiene las mismas caracteristicas que el convencional: el crecimiento depende de los deseos
de consumo actual respecto al futuro y de la productividad de los factores productivos, trabajo y
capital.

2.4 Conclusiones

Es un hecho que las grandes perturbaciones del lado de la oferta de los afios 1960s y 1970s,
obligaron a los economistas a revisar la teoria convencional acerca de los shocks, que hasta ese
entonces se atribuian al lado de la demanda (nominal o real) y por tanto las prescripciones de
politicas correctoras de desequilibrios estaban dirigidas a ella. Sin embargo, los fallos de los
modelos convencionales en la explicacion de los problemas economicos, como se vio a lo largo de
la seccion 2.1, revelaban crisis mas profundas de la macroeconomia convencional. Esto propicio
que el paradigma keynesiano-monetarista fuera asaltado metodologicamente hablando. De un lado
se hizo patente que los modelos macroecondémicos tuvieran una fundamentacion microeconomica.
Por otro lado, que no se soslayare la posibilidad de utilizacion de la informacion disponible de los
agentes economicos, por lo cual era imposible dejar de considerar el papel de las expectativas y la
incertidumbre respecto a las perturbaciones estocasticas que aquejen a la oferta.Por consecuencia,
para incorporar los anteriores elementos dentro de los modelos macroecondémicos fue necesario que
el andlisis tanto del crecimiento econdmico como del ciclo econdomico y de la estabilizacion
macroecondmica, en un ambiente donde la incertidumbre prevalece, recurriera al uso de los
métodos y técnicas de la dindmica estocastica en la modelizaciéon macroecondmica.

Sin embargo, pese a lo anterior, el principal problema que siguen adoleciendo los modelos
macroecondmicos, aun con la utilizacion de los métodos estocasticos, es que los coeficientes se
siguen suponiendo constantes por razones de manejabilidad, pero ello no permite la inclusion de
factores exogenos por lo que, aun cuando se acepte que muchos de los pardmetros econdmicos
tienden a permanecer relativamente constantes para periodos largos de tiempo. No se debe confiar
plenamente sobre la validez de las trayectorias de equilibrio de largo plazo de las variables ya que,
al aceptar la hipdtesis de coeficientes constantes, se congela el ambiente econdmico el cual depende
solo del ajuste endogeno del modelo sin intrusion de factores exdgenos que lo perturben. Por lo
tanto, un camino a seguir es estudiar con mayor detenimiento la naturaleza cambiante en el tiempo
de las distintas perturbaciones y los mecanismos de propagacion, para profundizar en las
interrelaciones entre cambio tecnoldgico, desempleo y recesiones, en un ambiente dinamico,
explicitamente estocastico, que reflejen los shocks fundamentales directamente observables, aun
cuando no sean controlables, utilizando los métodos del analisis dinamico indispensables para no
caer en la construccion de modelos con uso de técnicas sofisticadas pero sin contenido econémico
en sus planteamientos y resultados o que, en el mejor de los casos, repiten los resultados que ya
previamente se obtuvo mediante el analisis economico convencional.
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