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Prefacio

El presente libro-cuaderno de trabajo lo hemos denominado Calculo Integral y Series infinitas, debido
a que su contenido abarca distintas aplicaciones que requieren del empleo de la integral definida, como
el caso de la obtencion de areas de regiones, volumenes de sélidos, calculo de longitudes de arco; también
se muestran las propiedades de la integral definida, el teorema fundamental del célculo, e integracion
numérica. Asi también, se aborda el estudio inicial de sucesiones y series infinitas. De éstas se hace un
recorrido por algunas series especiales, los criterios para determinar cuando una serie de términos
positivos es convergente o divergente, asi como las series alternantes, se revisa la convergencia absoluta
y condicional, hasta llegar a trabajar con series de potencias, finalizando con la serie de Taylor y de
McLauren. Los temas que se incluyen son los que aparecen en el programa de estudios de la Unidad de
Aprendizaje de Calculo Aplicado, que se imparte en la Escuela Superior de Computo del Instituto
Politécnico Nacional (Instituto Politécnico Nacional, 2022).

El material que compone al libro ha sido construido con ejercicios y problemas obtenidos de
diferentes libros, y se han creado algunos contextos diferentes a los de los libros, las actividades son
propias de los autores ya que hemos impartido la Unidad de Aprendizaje en los Gltimos semestres.

Acercar el conocimiento al estudiante que tenemos en nuestras aulas virtuales implica emplear
estrategias muy distintas a las que usdbamos con el estudiante que teniamos en nuestras aulas fisicas. Es
por ello por lo que este libro ha sido construido pensando en captar la atencién del estudiante que se
encuentra a varios kildbmetros de distancia de nosotros, cuando toma sus clases en linea de forma sincrona
0 asincrona, teniendo multiples distractores a su alrededor. De ahi que éste no solo es un libro, sino un
cuaderno de trabajo de apoyo, en el que nuestro estudiante podra resolver sus dudas porque aparece
informacién muy concreta y clara, practicara resolviendo ejercicios y analizara situaciones presentadas
en los problemas, podra revisar su avance al resolver el examen en cada unidad. Los ejercicios y
problemas contenidos tienen diferente grado de dificultad, por lo que el estudiante podra ir a su propio
ritmo.

Esté dividido en 4 capitulos, correspondiendo a cada una de las unidades teméticas del programa
de estudios (Instituto Politécnico Nacional, 2022). A su vez cada capitulo esta conformado por lecciones
y éstas por temas y subtemas. La estructura que se presenta es: Teoria, teoremas demostrados, ejemplos
resueltos, ejercicios para completar o actividades y listas de ejercicios. Al final de cada unidad aparece
un examen de opcion maltiple y un enlace que redirecciona al estudiante a exdmenes también de opcion
maultiples que puede resolver, de tal forma que terminando se te indicara las respuestas correctas y las
erroneas.

Los autores estamos convencidos que te sera Util este libro-cuaderno de trabajo.

RUIZ-LEDESMA, Elena Fabiola. PhD
GUTIERREZ-GARCIA, Juan Jests. PhD



Cbmo esta organizado mi libro de Calculo Aplicado

Esté organizado en 4 Unidades, en cada una aparecen lecciones, las cuales inician con teoria y ejemplos
resueltos paso a paso y actividades para completar. También hay una lista de ejercicios propuestos para
que resuelvas en casa.

Debido a que es importante hacer un breve recorrido por la historia del desarrollo del objeto matematico
que se estudia en este libro-cuaderno de trabajo, que es la integral. Mateus-Nieves (2015) hace una
division en tres periodos, al primero lo denomina “Infancia del calculo integral”, el segundo: “El calculo
infinitesimal en la edad media”, y por ultimo: “la Fundamentacion del calculo integral™. Es por ello por
lo que en cada unidad tematica se muestran breves aspectos historicos que hacen alusion a los origenes
de los conceptos abordados en dicha unidad.

Cada seccion del libro aparece con los siguientes titulos:

- Teoria y ejemplos

- Ejercicios y problemas para completar
- Lista de ejercicios y Actividades

- Ex&menes



Unidad 1 La Integral Definida y sus aplicaciones

¢Por que es importante esta Unidad?

Porque se trabaja con la integral definida, que es el concepto basico del Calculo Integral. Ademas de
revisar el teorema fundamental del calculo que relaciona la integral con la derivada el cual simplifica en
gran medida la resolucion de muchos problemas (Stewart, 2015).

En este capitulo utilizaremos a la integral definida para calcular areas de regiones, volimenes de sélidos
de revolucion, volimenes de secciones transversales, también la emplearemos para obtener longitud de
curvas y areas de superficies.

Leccion 1.1 Area bajo la curva

Investiga 'y Analiza

1. Menciona ejemplos de figuras de las cuales puedes obtener el area y ¢ qué empleas para ello?
2. De los ejemplos que mencionaste ¢como es el contorno de esas figuras?

3. En el caso del circulo ;,como se obtiene su férmula?

4, ¢ Como obtendrias el area de figuras curvilineas?

Introduccion

Los inicios del Calculo Integral se dan en Grecia, en la escuela de Atenas, siendo los méas destacados:
Hipdcrates, Platon, Eudoxo, Menecmo, Arquitas el pitagérico, Euclides, Arquimedes. La integral surge
como un operador que da solucion a tres problemas: i) La duplicacién del cubo o el intento de encontrar
una arista de un cubo cuyo volumen sea el doble de un cubo dado. ii) La triseccion de un angulo dado
iii). La cuadratura del circulo, o intento de encontrar un cuadrado cuya area sea igual a la de un circulo
dado, todos en un contexto intramatematico. Eudoxo, resuelve el problema de cuadratura creando el
método de exhauscion. Euclides, usé el método propuesto por Eudoxo, y compard magnitudes respetando
el principio de homogeneidad. Arquimedes considera a Demdcrito como el primero que, siguiendo estos
parametros, establecio correctamente la férmula del volumen de un cono o de una piramide considerando
a estos sélidos como si estuvieran formados por innumerables capas paralelas (Matheus-Nieves, 2015;
Newman, 1994)

1.1.1 Teoriay ejemplos

Sabemos determinar areas de figuras geométricas regulares, como son: Triangulo, cuadrado, rectangulo
o circulo (Figura 1.1).

Figura 1.1 Figuras geométricas regulares

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Cuyas areas las determinamos, como:

_ (base)(altura) Acy = (lado)(lado) Ap = (base)(altura) Ac; = n(radio)?
_ 2
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También es posible determinar areas de figuras irregulares, con lados rectilineos, como en la

Figura 1.2 cuya area se calcula triangulando (Figura 1.3) y obteniendo la suma de las areas de los
triangulos obtenidos.

Figura 1.2 Figura con lados rectos

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Figura 1.3 Triangulacion de la figura

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

¢ Como determinamos el area de figuras irregulares? como las mostradas en la Figura 1.4?

Figura 1.4 Figura Curvilinea

‘ / ~

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Para determinar el area de estas figuras (1.4a, 1.4b o0 1.4c), ya no podemos separar en triangulos,
por tener lados curvos. Asi que, para determinar su area, empecemos considerando que es una funcion,
que esta definida en el intervalo [a, b], como se muestra en el Grafico 1.2. Al tratar de dividir la region
con alguna figura geomeétrica, observamos que ninguna de las figuras regulares que conocemos se ajusta

de manera exacta, la mas cercana a ella es el trapecio y de ahi es el rectangulo (Grafico 1.1), sin embargo,
al usar cualquiera de éstas todavia queda area por cubrir o sobra area.



Graéfico 1.1 Trapecio en rojo y rectangulo en verde, es mayor el area que falta

B

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Grafico 1.2 Figura en el plano cartesiano

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Grafico 1.3 Figura con divisiones rectangulares

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Graéfico 1.4 Representacion grafica de la region R delimitada por f(x)=x"3, la recta x=1y el eje x

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Para determinar su area, empecemos considerando que la curva es una funcion, que esta definida
en el intervalo [a, b], y dividamosla en rectangulos, como se observa en el Grafico 1.3.

Si determinamos el &rea de cada rectangulo y las sumamos nos aproximaremos al area de la figura.

Ejemplo 1.1.1 Estimemos el &rea de una region R en particular, que se encuentra delimitada por
f(x) = x3, larecta x = 1 yel eje x (Larson & Edwars, 2018), como se muestra en el Grafico 1.4.

Primero tenemos que el area es un valor entre 0 y 1 por que R esta contenida en un cuadrado de
longitud 1.

Para dar una aproximacion dividamos la regién en 4 rectangulos de igual longitud, obtengamos
el &rea de los rectangulos y sumémoslas, como se muestra en el Gréafico 1.5. La base de cada rectangulo

. . - e . . -1 ,
tiene el mismo valor porque las divisiones son iguales, es decir LY para la altura de los rectangulos

tomemos el lado derecho del rectangulo, nos damos cuenta de que esta representada por la funcién
f(x) = x>evaluada en el valor de la abscisa (Gréafico 1.5).

Gréfico 1.5 Figura con divisiones rectangulares considerando extremos derechos (area por exceso o
rectangulos circunscritos)

o

s

° am ©a s E]

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
_1 Telys _1o1y_
=2 fQ =1 =) =

=—f<)——<)3——(—>=§

1,27

Ay =3f Q=70 =7C) = 56
Ap, = f (D =51 =) =

64 100 50 25
Ap, =ttt r = b = 2 = 2L = 2% 03906
R¢ 256 256 4 256 256 256 256 256 128 64

Por tanto R < Ag_

Si en lugar de considerar a la altura como el punto extremo derecho, se considera el punto extremo
de la izquierda del rectangulo, se tendrian rectangulos inscritos, como se muestra en el Gréafico 1.6.



Gréfico 1.6 Divisiones rectangulares considerando puntos extremos de la izquierda (area de los
rectangulos por defecto) o rectangulos inscritos

e

ez

12

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

113 _1_ 8

Ag, = 4(2) 32 256
1.3 27
Ar, = (Z)(Z)B ~ 256

1

ARI = 0+256

8 27 36 18 9
=2 - -2 50,1406
256 256 256 128 64

Por tanto: R > ARi
Entonces

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia



El area de la region R se encuentra entre los dos siguientes valores:
0.1406 < R < 0.3906

Podemos repetir este procedimiento con un nimero mayor de rectangulos, por ejemplo, con 8
(Gréfico 1.7 y 1.8).

Se obtendria una mejor estimacion del area empleando 8 rectangulos. Al realizar el mismo
proceso que hicimos para cuatro rectangulos, pero ahora para 8, obtenemos los siguientes valores.

Para el caso de los rectangulos circunscritos (Grafico 1.7), en donde se toma como la altura de
los rectangulos el lado derecho, obtenemos:

Grafico 1.7 Rectangulos circunscritos

12 4096
1 8 27 64 125 216 343 512 1296
Ape = —+—+ et =+ + ="~ 0.3164
4096 4096 4096 4096 4096 4096 4096 4096 4096

Si tomamos como la altura de los rectangulos el lado izquierdo (Grafico 1.8), obtenemos
rectangulos inscritos y el proceso es el siguiente:



Grafico 1.8 Rectangulos inscritos

0 en 02 o os LS ars o8y Lo AL

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Ay =2 f(0) =2 (0)° =2(0) =

e =5 (5) =560 =5(0) = 7w
A= (5) =50 =5(55) = 7w
e =3 (5) =560 =5(55) = 3w
s =5 (5) =560 =5(55) = 7w
Ao =3/ (5) =50 =5(55) =
a=3f () =30 =3 (53) = i
A =5/ (5) =50 =5(55) = e
A=t g2 2 204 22 T8 1914

4096 4096 4096 4096 4096 4096 4096 4096

El area de la region R se encuentra entre los dos siguientes valores: 0.1914 < R < 0.3164

Cuanto mas grande sea n (numero de divisiones) mejor es la aproximacion del area. Completa la
Tabla 1.1 calculando el area para el nimero de rectangulos en que se divide a la region R, tanto para
rectangulos por defecto (puntos extremos por la izquierda) como por exceso (puntos extremos por le
derecha).

Tabla 1.1 Estimaciones del area con un nimero diferente de rectangulos

NuUmero de rectangulos (n) Area empleando rectangulos inscritos Area empleando rectangulos
(valores extremos por la izquierda) I,, circunscritos (valores extremos por
la derecha) D,,

100
1000

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
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¢A qué valor se aproxima el area bajo la curva f(x) = x3?

1.1.1.2 Notacién de sumatoria

Es importante hacer un breve recorrido por las propiedades de las sumatorias y revisar algunas de ellas,
ya que seran empleadas como parte del proceso de la obtencion de areas bajo la curva.

Teorema (Linealidad de }’)
Sea n un entero positivo y sean {a,,a,,...a,} y {b1, b,,..., b,} dos conjuntos de nimeros reales.
Entonces:

I ¥ ,c=nc
B i=1(a; +b) =Xt ap + Xty by
i, Yrt,Ca;=CY1,q; V nimero real C

iii. n(ai—b)=Y",a,—Y" b

Sumas especiales
1) SPyi=1+2+3+..+n="000
n(n+1)@2n+1)

2) Y ,i2=12422+3%+...+n? = -

2
3) Wiy id=10+23+3% 4403 = (202)

n(n+1)(2n+1)(3n%+3n-1)

4) yriit=1*+2*+3*+ .-+t =

30
5) ¥, i5=15+2°+3%+ .-+ n®= n?(n+1)%(2n?+2n-1)
=

12

1.1.2 Sumas de Riemman

Anteriormente revisamos un caso para estimar el area de una region acotada por la funcion f(x) = x3
en [0,1], empleando la suma de las areas de los rectangulos en que se dividid dicha regién. Ahora
generalicemos.

Consideremos una funcioén f(x) definida en un intervalo [a, b] y dividamos este intervalo en n
subintervalos de longitud AX, los subintervalos van desde X, hasta X, siendoa = x,y b = x,,, COMO
se muestra en el Grafico 1.9.

Grafico 1.9 Grafica con n subintervalos

. ! ! |
' [ XpeXqn Xg Xy . *n-1%n

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia



11

Asi se tiene:
Ax =22
n
a=x0
X, =a+ Ax
X, =x1 +4x = a + 24x
x3 = a+ 34x
x; =a+idx

b=x,

Si nos situamos en el intervalo [x,_,, x,] y calculemos el rea del rectangulo que forma, A=bxh,

donde la base b es la longitud del intervalo, esto es h=AXx y la altura h es el valor de la funcién en
cualquier punto del intervalo, consideremos un punto arbitrario xi*, asi h = f(x;").

Luego, 4; = f(x;*)Ax con x;* € [x;_1, x;].
Calculando el area de todos los rectangulos, tenemos:

Ay = f(x")Ax
Ay = f(x")Ax
{43 = f(x3")Ax

A = f(x")Ax
Ay = f(x,")Ax
Sumando todas las areas de los rectangulos, nos aproximamos al area de la region.

Axf (e )Ax +f () Ax + £ (3, Jax+--- £ ) Ax +--- +f (2, ) Ax
A~ Y f(x)Ax .

Mientras mayor sea el nimero de rectangulos se tiene una mejor aproximacion al area de la
region, asi si n — oo entonces 4x — 0, por lo cual la longitud del intervalo tiende a cero y si tomamos

un punto de él serd X;. Luego, A = lim Yi-, f (x;)Ax
n—-oo

Definicion: Sea f una funcion definida en un intervalo cerrado [a,b] y sea P una particion de [a,b]. Una
Suma de Riemann de f(x) para P es una expresion de la forma

Rp = Zf(xi*)ﬂx
i=1

Donde xi* es un nimero del intervalo [x;_,, x;] parai = 1,2,3, -, n (Stewart, 2015)

Definicion: El area de la region S que se encuentra bajo la gréfica de la funcion continua f definida en
el intervalo [a,b] es el limite de las Sumas de Riemann, esto es

n
A= lim Zf(xi)llx
n—->0oo
i=1

si el limite existe (Stewart, 2015).

Nota: No es necesario que f(x;) sea el maximo o el minimo. El rectangulo puede no estar inscrito ni
circunscrito, f (x) puede ser negativo para algin x, algunos términos de la suma de Riemann R, pueden

ser negativos.
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Ejemplo 1.1.2 Hallar el area de la regién entre la funcion y = x3 y el eje x en el intervalo [0,1] (Larson
& Edwars, 2018).

Expresando el area como una suma de Riemann, tenemos lo siguiente:

La formula del area se expresa en (1.1)
Area A = lim 37, f(x;)Ax (1.1)
n—-0o

La formula de Ax se expresa en (1.2)
Ax =22 (1.2)

n

La formula para x; se expresa en (1.3)

x; =0+ idx (1.3)
La funcion esta dada en (1.4)

flx) =x° (1.4)
Los valores de a y b se expresan en (1.5)
a=0yb=1 (1.5)
Se obtienen los valores de Ax y de x; al sustituir (1.5) en (1.12) y (1.3)
Ax=b;—a=1;—0=%yxi=0+iAx=iAx=i% estoesxl-zii (1.6)

Se obtiene f(x;) al sustituir (1.6) en (1.4)
o =1 (20) = () = 3¢ a7

Por lo que el érea esta dada al sustituir (1 7)y (1.6) en (1.1)
= llmzl 1—1 ( )— llle 1—1

Como la variable de la sumatoria es i, n es constante. Asi

A= lim oSl ¢

Usando la suma de los primeros n términos de i obtenemos (1.8)

A= lim = (20Dy2 (1.8)

n—-co Tl4 2

Podemos tener una sola fraccion al multiplicar y aplicar la regla de L"Hospital pero no siempre
es el proceso mas directo, si tomamos en cuenta que

lim==0 y en general que lim ik =0conkenteroy k>0
n-oon n—-oon

Es mas recomendable el buscar estas formas en el limite, asi, reduciendo términos semejantes
tenemos

A = lim 22 (O = lim () (5) (75) =, tim (5) €5 19
a=lm(a+r=()m=; (110
Luego,

, . s 1
el area de la region es "
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Area por defecto y por exceso

Cuando determinamos el area de una region limitada por una curva representada por la funcion y = f(x),
podemos tomar los rectangulos inscritos o circunscritos. Si los rectangulos son inscritos tenemos que
éstos quedan dentro de la regién y nos aproximamos al area con un valor menor ya que falta &rea por
cubrir, a la que se le llama area por defecto y si los rectangulos son circunscritos tenemos que éstos
quedan fuera de la region y nos aproximamos al area con un valor mayor ya que sobra area, esta seria el
area por exceso (Grafico 1.10).

Gréfico 1.10 Area por defecto a la izquierda y area por exceso a la derecha

Fuente de consulta: Elaboracion Propia

La funcidn de la parte izquierda es creciente y para tener rectangulos inscritos se toma la parte
izquierda de cada intervalo y la funcién de la parte derecha es decreciente por lo que para tener los
rectdngulos circunscritos se toma el extremo izquierdo del intervalo. Por lo cual no se puede generalizar
que uno de los extremos de los intervalos nos genera rectangulos inscritos o circunscritos, luego cuando
nos piden area por defecto es necesario graficar la funcion y en base a ésta, determinar qué extremo del
intervalo produce el area por exceso o defecto.

En general el extremo izquierdo del intervalo se representa por x;_; y variadesde i = 0 hasta i =
n — 1y la parte derecha por x; y variadesde i = 1 hastai =n

Ejemplo 1.1.3 Hallar el area de la region entre la parabola y = x2 y el eje , en el intervalo [0,2], por
exceso Yy por defecto (Larson & Edwars, 2018).

Graéfico 1.11 Rectangulos representativos

.Y

Fuente de consulta: Elaboracion Propia

A partir del Grafico 1.11, observamos que el area por defecto se tiene en el extremo izquierdo del
intervalo, esto es cuando la variable es x;_,; y variadesde i = 0 hastai = n — 1 y el area por exceso en
el extremo derecho del intervalo, esto es cuando la variable es x; y variadesde i = 1 hastai = n
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Area por defecto: Hallar el éarea de la region entre la pardbola y =
x? y el eje x en el intervalo[0,2].

La formula del limite de la suma de Riemann para &rea por defecto se expresa en (1.11).
A= lim ¥ f(xi_)Ax (1.11)
n—>oo

La formula de Ax se expresa en (1.12)

Ax = 2=¢ (1.12)

n
x;_1 esta representado en (1.13)
Xi-1 =0+ (i —1)Ax (1.13)
La funcion se expresa en (1.14) y los valores de a 'y b se expresan en (1.15)
f(x)=x? (1.14)
a=0yh=2 (1.15)
Luego sustituyendo (1.15) en (1.12) y (1.13)

2-0

Mx=22=2yx =0+ (—-Dax=(i—Dax = (i—1)= estoesx;_; =~ (i — 1) (1.16)

n

Asi sustituyendo (1.16) en (1.14)

2
fe) =f(2a-0)=(26-1) =20-1? (117)
Por lo que el area se obtiene al sustituir (1.16) y (1.17) en (1.11)
A= lm ¥t (- D (2) = lim ¥ 2 (- 1)? = lim P 2 (2 - 20+ 1)

La variable de la sumatoria es i, por lo que n es constante y por propiedades de la sumatoria se puede
dejar fuera de ella.

— Jiy B yn-1;2 _165m—1., 8 yn-1
Se requiere emplear la suma de los primeros n términos de i? para i desde 0 hastan — 1.

Anteriormente se definié la sumatoria de enteros, de cuadrados y cubos desde i= 1 hasta n, pero ahora
requerimos

Desde I= 0 hastan — 1,

n(n+1)(2n+1)

. , Se convierte en

(1.19)

Los primeros n términos de i? para Y?_ k> =124+22+3%2+ ...+ n? =

YR lk2=02412422 432 4.+ (n—1)2 = —(”‘1)”6(2”‘1)

Los primeros ntérminos de i para Yp_,k=1+2+3+ -4+ n= @ se convierte en

SPik=0+1+2+43+4+n—1="20 (1.20)
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Y finalmente la sumatoria de la constante Y?_, ¢ = nc se convierte en Y?-3c = (n — 1)c. (1.21)

Sustituyendo (1.19), (1.2.20) y (1.21) en (1.18)

_ (n-1)n(2n-1) . 16 (n-1)n . 8 _
A= lim (—) lim ( > )+rlll_(£lon3(n 1)

n—-oo Tl3 6 n—oo n3

Tomando en cuenta que

7lll_>r(r>zo— = 0 y en general que llm — =0conkenteroyk >0
Se tiene

A= (S i 6 (001) (12
4= lim3(57) () (50) - tims (59) () + fime (5)

4= 3= (2D~ ma 1 3) )+ o G35
A=30-02-0-801-00)+80-0 =@ -8 +80) =3

) - 8
Luego el area de la region es 3

El 4rea de la region ya sea por exceso o por defecto debe de ser la misma.

Area por exceso: Como ya se dijo el rea por exceso se tiene en el extremo derecho del intervalo,
esto es cuando la variable es X; y varia desde i=1 hasta i=n.

Asi, tenemos que el &rea la podemos expresar como: A = le Y f(x)Ax, f(x) =x?% a=0y
b=2 Ax=;0=—yx-=0+1Ax=le=l—estoes 2 dedondef(x-)zf(gi)z(zi)z=
! n n t n X =;i’ t n n

—i2, que son las mismas condiciones que se tienen en el ejemplo 1.1.1, luego este inciso es igual al
ejemplo 1.1.1.

Por lo que el area es

. 4 .
A= lim Z?=1;l (—) = llm Yit1 , con respecto a la variable de la sumatoria, n es constante.
n—oo

A= lzm Zl , 1%, usando la suma de los primeros n términos de i

A= lim (n(n+1)(2n+1))

n—-oo n3 6

Al (L) i (0 (23 (22) () (12) (22
4= im ()4 =Owe =3

Luego el area de la region es &
3
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Ejemplo 1.1.4 Un automdvil recorre la carretera del sol (CDMX — Guerrero) y se quiere determinar la
distancia que recorrié el automdvil en un cierto periodo de tiempo y con una velocidad variable, la
funcidn que describe su velocidad esta dada en funcidn de tiempo y es la siguiente:

Grafico 1.12 Funcion f(t)=2t"2-t"3

.

| ¥

fly=%-¢

NNL- 2AERS 1= SRen e e S

—

ﬂ
|
|
| 2
|
|
|
|

- T S e

-4

Fuente de consulta: Elaboracion Propia
ft) =2t*>—t3 enelintervalode[-1,3]
a) Grafica la funcion y sombrea la distancia recorrida (area bajo la curva).
b) Determina la distancia recorrida (area bajo la curva).
Intersecciones siy =0
2x2=x3=0 - x?2-x)=0 & x2=0y 2-x=0
interseccionesen x; =0 y x, =2
Primer intervalo [-1,2] a= -1 y b=2

Para obtener la primera area (que representa la primera distancia), calculemos el limite de la suma de
Riemann.

dy = lim (X7, £ (x;")Ax) (1.22)



Obtengamos Axy f(x;)
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(1.23)
Apobme 213
xl=a+iAx=—1+l(%)=%l—1 (1.24)
e =1 (1) =2 (i 1) - @e-1) = G- (o Gi-1)
e = (1) (3220 = (3£ 1)(3-20
fa) =3(F2-2i+1)(1-2i)=3(-=®+ 52 = Zi+1 (1.25)
Obtengamos la primera area sustituyendo (1.2) y (1.24) en (1.22)
d, = llm(z L f(x)Ax) = llm[ ?=13(——l +15 2 — i+1)(%)]=Tli_r)130[92?=1(—%i3+:1—§i2—
ﬁ”fn)]
sl i )
d1—9}lg§o{ 2 n(n+1) 15 n(n + )(2n+1)] n(n+1) _(n)}
d = 9111_120 {_2 _n(n +D)? N 1_5 n(n + 12)n(32n + 1)] B E[n(nn-zl- 1)] N 1}
o= i {3 + () ()| -5+

_ 2

st [ B0l -2

15 7
d1—9[—1(1+0)2+—(1+0)(1+0)——(1+0)+1]—9[——(1)2+?(1)(1)—§(1)+1]

9 15 7 23 1

di=9(-3+5-5+1)=9(6-7)=9(3)
4, =2m (1.26)

Para obtener el area de la region comprendida en el segundo intervalo [2, 3 |, se observa en el
Gréfico 1.12 que la region se encuentra arriba de la curva por lo que el valor que se obtendra seré negativo

y se debe multiplicar por el signo -.

Expresion del célculo del limite de la suma de Riemann
dy = = lim (Z1L, £ (,")Ax)

Valoresdeayb
a=2yb=3

Sustitucion de los valoresdeayben Ax

b—a 3-2 1
Ax:—:—:—

n n n

Obtencion de x;
X =2+iAx=2+i(1)=2i+2

Obtencion de f(x;*) mediante la sustitucién de (7) en la funcién

(1.27)

(1.28)

(1.29)

f(xi*)zf(%i+2) 2( l+2) —(%i+2)3= (%i+2)2<2—(%i+2)>=(%i+2)2(—%i)



f(xi*)z(n—lziz—%i+4)(—%i) — PSP =2 (1.30)

n3 n2

Determinacion de la segunda area d,, sustituyendo (1.28) y (1.30) en (1.27)

d, —llm(Zl fOg* )Ax)——llm [Z ( i3 — iz—ii)(l)]=—lim [Z ( i3 — l ——l)]

n n n—oo

PSS T Y S

n—-oo n-oo 2 6 2

d, = — lim { [n(n+1) _3[% _ 9 [n(n+1) }
4 3

n—oo n2 2n3 n2

s = =t {5 [ =35 (5] -2 1)
==t (=3[ =3[0 ()] 213}

&=~ |7+ 02 2+ 0+ 0) ~ 20 +0)| = - [-Z W2 T WD ~ 2| =~ (-7 -5 -2)

Como se esta obtenido area, al encontrarse arriba de la curva se obtiene un valor negativo,
tendemos que multiplicar por el signo -.

- (-2) -2 m @

Obtencidn del area total, en este caso representa la distancia total recorrida, para ello sumamos
(1.26)y (1.31), dr =dy+d, =-m+ = m

35
dr=—m
r— g

Ejemplo 1.1.5 Hallar el area de la region entre la funcion f(x) = x3 — 6x y el eje, en el intervalo [0,3].

Grafico 1.13 Gréfica de la funcion f(x)=x"3-6x.

Fuente de consulta: Elaboracion Propia

La funcion f(x) =x*—6x esta definida en el intervalo [0,3].

La region sobre la cual hay que determinar el area, marcada con verde, queda dividida en dos
partes. La primera queda bajo el eje x y la segunda sobre el eje x . Recordemos que en un inicio el tema
a desarrollar es area bajo la curva y la primera parte de la region no cumple con eso.
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(Qué sucede si calculamos el area “sobre la curva” y no bajo la curva? Si aplicamos el proceso
que se llevo a cabo con la determinacion del &rea, la diferencia se tiene en que la altura del rectangulo es
un numero negativo y no un nimero positivo y nos indica la distancia desde el eje x a la funcion y no de
la funcion al eje x como sucede con el &rea de una funcion positiva, si la vemos como distancia esta debe
de ser un numero positivo asi que podemos anteponer un signo negativo para que esta altura sea positiva
y obtener ya un &rea positiva.

En la gréfica del Gréfico 1.13 observamos que hay una parte negativa y una parte positiva, se
aprecia que la parte negativa es mayor que la positiva.

¢ Esto habré producido que el area que calculamos sea negativa?

Cuando la funcidn es negativa en un intervalo, para calcular el &rea cambiamos el signo a positivo
(ya que la funcion se refleja para que sea positiva y obtenemos el area de la funcion —f(x).

Si tenemos una funcién en un intervalo que es tanto positiva como negativa es necesario dividir
la parte positiva de la negativa y calcular cada una de ellas.

Asi, dada f (x) = x3 — 6x , debemos de dividir al intervalo [0,3] en dos, uno donde la funcion es
negativa y el otro donde es positiva.

Trabajemos el primer intervalo [0, v/6], en donde la funcién es negativa.

A= hm > (x? — 6x;)Ax (1.32)

Determinemos el valor de Ax

Ax = Y60 _ V6 (1.33)
n n
Asi,xo =0, x; = g»’% = ZT\/g,x3 = 3n£y, en general x; = ‘/% (1.34)
Sustituyendo x; = % y Ax = % en la sumatoria (1.32), tenemos.
Ay =1m ¥, fe)bx = lim T, FEEH 22 (1.35)
’ T \/g \/_l 3
Asi como A, = hmTZ [( 6(—)] elevando al cubo el término correspondiente (1.36)
n—-oo

6\/—l3 6V6 .

A = hm Z [ ——L , multiplicando por\/;gtenemos
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. [36 . 36 .
A = Al_rj)lo [FZ?=113 - ;Z?ﬂl] , (1.37)

Empleando la sumatoria de cuadrados y la sumatoria de enteros

noo (n* 2 n2 2

A, =lim {36 [M] _ 36 M} . (1.38)

Finalmente, simplificando llegamos a la obtencidn del &rea correspondiente a la parte negativa de
lafuncién. 4; = lim [2(1+3? =21+ |, 4,=9-18=-9 (1.39)
n—oo L 4 n 2 n

Como la funcion es negativa, entonces 4; = —(—9) =9
Trabajemos el segundo intervalo [v/6, 3], donde la funcion es positiva.
A= llm Y (x} — 6x;)Ax (1.40)

Determinemos el valor de Ax

3-V6

n

Ax =

(1.41)

en general x; V6 +

—“‘fﬁ. (1.42)

Sustituyendo en la funcién el valor de Ax, tenemos

(3- \/—)1)3 -6 (1.43)

1lm 21 1f(x)Ax = hm Y f(V6+

Para no estar cargando con toda la operacién, solo trabajemos con f(x;)

) = (V6 +E2003 (6 + LV

Elevando al cubo

f) = 6v6+3(6) (320) i + 3v8 (0217 + (200° — 6v6 — 6 (220 (1.44)

Cancelando términos semejantes.

_ 3—\/6 . 3—\/E 2.2 3—\/6 3.3 3—\/6 .
FO) = 18(552) 14 3VBESR 2 + (52°° = 6 (7))
Reduciendo términos semejantes

fa) =12 (3250 + 3Bz + (203 (1.45)

Trabajamos ahora con la obtencion de la segunda area, determinando el limite y multiplicando lo
obtenido de f(x;) por lo que equivale Ax, es decir sustituyamos (1.45) en (1.44).

po e T 1255+ RS + ]
Azzrlllrgoz [12(3\/_2+3\/_(3\/_)32+(3\/_43]

lim 125592 B, £+ 3VB(T Bk, 2 + (5% T i (1.46)
n—0o

o
N
Il

Sustituimos las sumatorias de cuadrados, cubos y enteros, segin corresponda.
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A, = &1_{120 12(3—1:/8)2 (n(nz+1)) n 3\/8(3_”\/3)3 (n(n+1)(2n+1)) n (3—\/6)4 (n(n+1))2 (1.47)

6 n 2

Efectuamos operaciones entre polinomios.

4 = Jim 6(3 =V6)? (3) (52) + 363 -8y (5) (%) (57) + 33 - VO G
4z = lim 6(3-V6)? (1+3) + 3V6(3-V6)* (1+1) (2+3) +3(3-Ve)*((1 + D)
A= 6(3 —V6) + 2V6(3 —V6)*(2) +, (3 —V6)*

A= (3-V6)%[6 +V6(3 —V6) + (3 —6)?]

4, =(9+6V6+6) [6+3V6 -6+ (9—6V6+6)|

4; = (15— 6V6)(7 + 3V6 —26)

A2=(15—6\/_)(5+3x/_)

Ay =21 E6 - 2V6-96) = Z2-54 + 26— L6

A2:£_54 Azzzi_?’_?_z (1.48)

Sumando las dos areas obtenidas (1.39) y (1.48)
A= A +4;=9+2=2~1125 (1.50)

El area debajo de la curva f(x) = x3 — 6x es
‘:_5 ~ 11.25

Ejercicios para completar de la Leccion 1.1

1. Determinemos el area debajo de la curva generada por f(x) = 4 — x2 en el intervalo [0,4] y el
eje x, empleando la definicidn de sumas de Riemann, usando rectangulos inscritos

Graéfico 1.14 Representacion con rectangulos inscritos

Fuente de consulta: Elaboracion Propia
Determinemos el area usando rectangulos inscritos. En el Grafico 1.14 Dibuja los rectangulos inscritos.
Observa que en la grafica hay una parte negativa y una positiva.
Recuerda que debes obtener por separado las dos areas.

La parte positiva ¢en qué intervalo se encuentra?
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La parte negativa ¢en que intervalo se encuentra?

Obtén la primera area A;.

Como debes usar rectangulos inscritos, entonces en esta parte que la funcion es positiva y
decreciente, ¢cuales extremos de los rectangulos se consideran, es decir el extremo derecho o el
izquierdo?

¢ Qué valor tiene Ax?

Anota losvaloresque xo = , X1 =  x, = , X3= Y x =

Al ser rectangulos inscritos y la funcion es decreciente y positiva, sefiala cual de las dos siguientes
expresiones consideraras para estimar el area. Revisa tu gréfica.

@) T fx)Ax

n-1
b) ) flxin)dx
i=0

Con base en lo anterior ¢requieres obtener f(x;) o f(x;_1)?

Determina su valor

En el espacio siguiente expresa el area A; como el limite de la sumatoria del area de los rectangulos
inscritos, empleando los valores obtenidos.

Realiza las operaciones necesarias para encontrar la primera area.
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Obtén la segunda area A,.

Como debes usar rectangulos inscritos, entonces en esta parte que la funcion es negativa y decreciente,
¢cudles son los extremos de los rectangulos, los del lado derecho o izquierdo? Revisa la grafica.

¢Qué valor tiene Ax?

Anota losvaloresque xo = , x, = x, = , X3 = Y Xj_1=

Al ser rectangulos inscritos y la funcion es decreciente y positiva, sefiala cuél de las dos siguientes
expresiones consideraras para estimar el area. Revisa tu grafica.

a) Y, f(x)Ax
b) Z?;ol (x;—1)Ax
Con base en lo anterior ;requieres obtener f(x;) 0 f(x;_1)?

Determina su valor

En el espacio siguiente, expresa el area A, como el limite de la sumatoria del area de los rectangulos
inscritos, empleando los valores obtenidos.

Realiza las operaciones necesarias para encontrar la segunda area A,. Recuerda que debes multiplicar
por el signo (-) para que el area sea positiva.

Suma ambas areas para determinar el area total.
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Actividad de la Leccion 1.1

1. Unaempresa de autos a escala desea realizar una calcomania para su siguiente producto, le piden al
. . , , , . . 4
ingeniero saber el area que ocupara la calcomania en los modelos, si la integral es fl x3dx

Le solicitan que les muestre el proceso empleando sumas de Riemann, por lo que primero hace
la gréfica para saber como procedera.

Haz la gréfica en el plano cartesiano.

¢Cual es la formula que vas a emplear?

Primero se define a, b y Ax, recuerda que Ax = bn;“

En el recuadro escribe el valor de Ax

Obtén f(x;) y escribelo en el recuadro siguiente.

Sustituye los valores obtenidos en la formula A = lim Y.}_, f(x;)Ax
n—>0co

En el siguiente recuadro efectlia el desarrollo de la sumatoria aplicando propiedades y las férmulas
correspondientes segun se requiera.
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Calcula el limite de la expresion final obtenida.

Anota la respuesta a la que llegaste.

2. En un evento de skate, Pedro quien recientemente estudio el tema de area bajo la curva en su
materia de Célculo, le intereso calcular el area bajo la mitad de una de las rampas, la cual concluy6
que tiene una funcion f(x)= x?-2x+3 en el intervalo [1,3].

A= lim 3, f(xi)Ax
n—-oo

Haz la gréfica en el plano cartesiano.

¢Cudl es la formula que vas a emplear?

Primero se define a, b y Ax
Recuerda que Ax = b%a

En el recuadro escribe el valor de Ax
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Obtén f(x;) y escribelo en el recuadro siguiente.

Sustituye los valores obtenidos en la formula A = lim Yp_, f(x;)Ax
n—-oo

En el siguiente recuadro efectda el desarrollo de la sumatoria aplicando propiedades y las formulas
correspondientes segun se requiera.

Calcula el limite de la expresion final obtenida.

Anota la respuesta a la que llegaste.

Lista de ejercicios de la leccion 1.1

Tabla 0.1 Lista de ejercicios de la leccion 1.1

I. Calcular el area bajo la graficade fentreayb | 9. f(x) =2—x2%, [0,2]
usando: 10. f(x) =1+ 2x3, [0,5]
] 11. f(x) = x3, [1,2]
a) Rectangulos inscritos. (Area por defecto) 12. f(x) =16 — x2, [0, 2]
b) Rectangulos circunscritos. (Area por exceso) | 13. f(x) = 2x +3, [0,4]
c) Trace la grafica y un rectangulo tipico. 14. f(x) =8 —3x, [0,2]
2. f(x)=2x-1 [-1,1] 15. f(x) = x?, [0,5]
3. f()=4-x*> [1,3] 16. f(x) =x%+2, [1,3]
4, f(x)=x3-1 [0,2] 17. f(x) =3x%2+5, [1,4]
5. f(x)=x*—2x2+1 , [1,2] 18. f(x) =7, [-2,6]
6. f)=x>+1 [0 19. f(x) =9 —x2%, [0,3]
7. f(X') =1+ 3x, [_1,5] 20. f(X) = 23+ 3x + 4X2, [1,5]
8. f(x)=2+3x—x2 [1,5] 2L f(x) =x*+1, [1,2]
22. f(x) = 4x + x3, [0,2]

Fuente de Consulta: (Larson & Edwars, 2018; Stewart, 2015)
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Leccion 1.2 Integral definida
Investiga 'y Analiza
1. ¢En qué casos se usa la integral definida?
2. ¢Qué diferencia hay entre la integral indefinida y la integral definida?
1.2.1. Introduccion

Continuando con los aspectos historicos del Calculo Integral, se tiene que, en el siglo XVI, hubo un
avance significativo, debido a los trabajos de dos gedmetras franceses, a saber: Descartes y Pascal. El
primero dio a la geometria una universalidad no alcanzada hasta entonces y consolidé una posicion que
permitid el descubrimiento del Calculo a Newton y Leibniz (Mateus-Nieves, 2022).

Descartes distinguio entre dos clases de curvas, geométricas y mecéanicas, las que posteriormente
Leibniz denomina algebraicas y trascedentes.

Fermat, Wallis, Pascal y Barrow, durante el siglo XVI, usan cantidades infinitesimales,
originando una progresiva aritmetizacion que condujo al uso implicito del limite. De las cuadraturas de
Fermat, subyacen, tres aspectos esenciales de la integral definida: a) la division del area bajo la curva en
elementos de area infinitamente pequefios, b) aproximacion de la suma de esos elementos de area por
medio de rectangulos infinitesimales de altura dada por la ecuacion analitica de la curva y ¢) un intento
de expresar algo parecido a un limite de dicha suma cuando el nimero de elementos crece
indefinidamente mientras se hacen infinitamente pequefios (Ib.).

Mientras el calculo de Newton es méas proximo a la geometria, el de Leibniz se desarrolla hacia
el andlisis, con manipulacién de férmulas y poca utilizacion de figuras o interpretaciones geométricas
(Zuin, 2001). EI desarrollo del calculo tuvo continuidad con la familia Bernoulli, Euler y Lagrange.
Aspectos que son de interés para los matematicos del siglo XV 11, que marcarian una nueva etapa en la
historia del calculo y consecuentemente en el desarrollo del concepto de integral definida.

A partir del siglo XV1II el concepto de integral pasd por un amplio proceso de fundamentacion
tedrica, basado en el rigor, precisién de los conceptos en la basqueda de su generalizacién a una clase
cada vez mas amplia de funciones. Cabe recordar que fue Jacques Bernoulli (1654-1705), quien usé por
primera vez la expresion “integral” en su obra la isocrona en el Acta Eruditorum de 1690. El ya habia
sugerido dicha expresion a Leibniz, que utilizé la expresion calculus integralis (en sustitucién a calculus
summatorius) para referirse al proceso inverso del calculus differentialis (Boyer, 1986).

1.2.2. Teoriay ejemplos. Propiedades de la integral definida

En el tema 1.1 se calculd el area de una region usando aproximaciones con rectangulos inscritos y
circunscritos de igual anchura.

El &rea de una region y el eje x y la integral definida se calculan de la misma forma, esto es con
Sumas de Riemann. Luego, ¢es posible determinar el area bajo la curva con una integral definida?

Definicion: Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado [a, b]. La integral definida de f entre a
y b se denota por f: f(x)dx y esta definida como:

| ' odx = lim if(xi)zlx

si el limite existe.

Asi, si deseamos determinar el valor de una integral definida, se deben de determinar el limite de
las Sumas de Riemann.
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Ejemplo 1.2.1 Determinar f3 (2 + x%)dx usando Sumas de Riemann.

De acuerdo con la definicién, para determinar el valor de la integral necesitamos calcular |.mz f(

n—w

paraello, sea f(x) =2+ x%,a=-1yb =3

3D A 1 4idx=—14%i
Luego, 4x = — =YX = 1+idx = 1+nl

i 44 4 \? 16 . 8. , 16
AS',f(xi)Zf(—1+;l)=2+(—1+;1) —2+1——l+ 2—3—;l+§12
Determinemos el valor de la integral.

3 2 =i 16 ;2 _ 64 12
f_1(2+x)dx—rlll_”(§02?= (3——l+ )() Z”&Z (——— + )

3 2 . 12
f_1(2+x )dx_rlllmfz 1__2 L _|_ Z

lim (Tl) _ 32 (n(n+1)) + Z_: (n(n+1)(2n+1))

n-oo 2 6
[2.2+x%)dx = lim12 16 (%) ("T“) + %4 (%) (nTH) (Znn+1)

[2.@2+x¥dx = lim12 - 16 (1+ %) +2(1+2)(2+ %) =12 -16(1) + Z(1)(2)

f_?’l(z + x2)dx

52

Le+a)dx=12-16+2 =2

Ejemplo 1.2.2 Calcular el valor de la integral f03(x3 — 6x) dx usando la definicion.

La definicion de integral definida nos dlcef f(x)dx = llm Yici f(x)Ax, f(x)=x*-6x,a=0yb =
3

Luego, Ax=3;—°=%yxi =0+ idx = idx = iE esto es x; =%i
. 3. 3., 27 18 .
AS',f(xi)=f(;l)=(;l) —6( ) —i3—-=i

n3 n

Por lo que la integral es.

f(x —6x)dx = llmZ (27 3 %i)(%)z lim ?:1(:_11'3_5_41')

n—-oo n2

[36c — 6x)dx = lim (L, 2~ 250, 1) = lim 2 (MDY 5 ()

n-soco n* 2 2

f (x3 —6x)dx = ll n 2 (n(Z+1)) _ lim (n(n+1))

2 n—-oo n?

f03(x3 —6x)dx = Tllim (2) (n—ﬂ) — lim27 (g) (n—ﬂ)

n n—oo n

fog(x3 —6x)dx = 7llim ( —) — lim27 (1 + %)

n—-oo

e -ende=22-27()=2-27=-Z

4

Luego f03(x3 —6x)dx = — 24—7
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Cuando se trata de area y al calcular su valor obtenemos un nimero negativo o cero, se tiene un
error ya que no puede ser que el area sea un numero negativo o cero, por lo que se debe analizar la region
y buscar la razon que nos lleva a ese resultado y corregirlo para obtener un valor positivo; pero con una
integral definida no se tiene alguna limitante, si calculamos y es un valor positivo, negativo o cero es
correcto porque es el valor de la integral.

Por lo que el ejemplo 1.1.17 en el que se requirio dividir el proceso para obtener el area bajo la
curva (por ser una positiva y otra negativa), ahora como solo se pide evaluar la integral, no se necesita
hacer esa division.

Ahora, notamos que el determinar el area de una region limitada por una funcion y el eje x en un
intervalo [a,b] Y la integral definida desde x = a hasta x = b se calculan de la misma forma, esto es con

el limite de las Sumas de Riemann.

Teorema: Si f es una funcion integrable y f(x) = 0 para todo x en [a, b], entonces el &rea bajo la
graficade fentreayb es f;f(x)dx, estoes A = f:f(x)dx

Veamos cuales son las propiedades de la integral definida y méas adelante tratemos el problema
del area bajo la curva.

Pero antes, es importante continuar con los aspectos historicos.

Cauchy redefine la integral de una funcién continua por medio de sumas
de Riemann sobre un segmento (rompiendo asi con la tradicién de
contemplar la integral como antiderivacién y retomando entonces el
punto de vista geométrico, ya iniciado por Euler y Poisson.

En la obra Résumé des lecons données a I’Ecole Royale Polytechnique
sur le calcul infinitésimal (1823), Cauchy da la primera definicion
precisa de integral. En particular, propone la notacion actual para una

integral  definida, sustituyendo la notacion [ f(x)dx[*-"] por

f(ff(x)dx, ya utilizada por Fourier en su Théorie analytique de la

chaleur, de 1822. Vemos que Cauchy vuelve al método de exhauscion,
que posteriormente se denominara de “sumas de Riemann”. En sus
trabajos de fundamento del calculo integral Cauchy formaliza muchas
de las propiedades actualmente conocidas y las expresa con la nueva
notacion (Mateus-Nieves, 2022).

Los teoremas que a continuacién se muestran son las propiedades de la integral definida,
formalizadas por Cauchy.

Teorema 1. Si f(x) es continua en [a,b] O si f tiene a lo sumo un ndmero finito de discontinuidades de

salto, entonces la integral definida f: f(x)dx existe y f(x) es integrable en [ap] (Larson & Edwars,
2018).

Teorema 2. Si f es una funcion integrable en un intervalo [a,b], €ntonces fbaf(x)dx = — f; f(x)dx
(Larson & Edwars, 2018).

Teorema 3. Si f es una funcion integrable en un intervalo [a,p], entonces f;f(x)dx = 0 (Larson &
Edwars, 2018).

Teorema 4. f: Cdx = C(b — a), para cualquier constante C.

Teorema 5. Si f'y g son funciones integrables en un intervalo [4,b], entonces f + g y Cf son integrables
para cualquier constante C y
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[, (@) + gGoddx = [ f)dx + [ g(odx
[, cf@ydx = ¢ [ f(x)dx
Con este teorema se obtiene en particular que f: —f(x)dx = — f: f(x)dx
Teorema 6. Sea a < b < ¢ y supongamos que f(x) es integrable. Entonces:
[y f@ydx = [} f(dx + [ f(x)dx
Demostraremos dos de estos teoremas.

Teorema 3. Si f es una funcidn integrable en un intervalo [a, b], entonces f;f(x)dx =0

Demostracion. Como la funcion f es integrable en el intervalo [ab], por definicion f:f(x)dx =
lim 37 f(x)Ax.
n—-oo

Determinemos el valor de la integral faaf(x)dx, en este caso se tiene que Ax = an;a = 0. Luego,
J; fOdx = lim B, £ (x)(0) = lim XL, 0 = lim0 = 0.

Y con esto el teorema se cumple.

Teorema 5. Si f'y g son funciones integrables en un intervalo [a,0], entonces f + g y Cf son integrables,
para cualquier constante C y

L)+ g@)dx = [ f(xydx + [7 g(x)dx
7 Cfdx = C [ f(x)dx

Demostracion. Como la funcion f y g son integrables en el intervalo [a ], por definicion f: f(x)dx =
. b .

Lim 3 fOe)Axy [, g()dx = Lim 3, g(x;)Ax

Determinemos el valor de la integral f:(f(x) + g(x))dx

[2(FG) + 9 ()dx = lim L (F(x) + 9(x)dx

Por propiedades de la sumatoria
rllll?o i1 (f(x)Ax + g(x)4x) = 711% izt f(x)Ax + #_@ Yi=19(x)Ax

Debido a que las funciones f Yy g son integrables

= [P fdx + [ g(dx = [ (00 + g(x))dx

Determinemos ahora, el valor de f; Cf(x)dx
[, CfGoydx = lim T, Cf (x)Ax = UimC T, f()Ax = Clim BIL, f(x)dx = C [ f(x)dx

Con lo que queda demostrado el teorema.
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Ejemplo 1.2.1 Sabiendo que fosf(x)dx =5y que fosg(x)dx = 12, y usando las propiedades de la
integral calcular el valor de las integrales siguientes.

Ay (FG) + g(0)dx, DS g y o)y (2 () 2900 ) dx
a)fos(f(x) + g(x))dx = fosf(x)dx + fosg(x)dx =5+12=17
b) [ g(x)dx = — [> g(x)dx = —12

Oy (2£(0) —2900)) dx = [ 2f (r)dx + [ =2 g()dx =2 [} Feydx =1 [} glo)dx =2(5) -
~(12)=10-4=6

Ejemplo 1.2.2 Expresa la diferencia fCCJrhf(x)dx — fchf(x)dx como una sola integral.

Tenemos una propiedad que nos dice que, si tenemos una suma de integrales con la caracteristica que el
limite superior de una de ellas es igual al limite inferior de la otra, esta es igual a una integral, ésta es:

L fodx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

Asi que busquemos esta caracteristica en la expresion que nos dan fchf(x)dx = — fhcf(x)dx
Luego,

[ fodx = [ faodx =[5 fodx = (= [ foodx) = [T Feodx + [ f(x)dx =
L feodx + [ foodx = [ oo dx

Por lotanto [ f(x)dx — [ feo)dx = [ f(x)dx

Hasta este momento es posible calcular integrales indefinidas, por medio de las antiderivadas y
una integral definida por sumas de Riemann, pero se debe de tener el modo de calcular el valor de una
integral definida usando lo conocido en integrales indefinidas y no solo con sumas de Riemann, el uso
de sumas de Riemann ademas es limitante para el tipo de funcién. Esto nos lo permite el Teorema
Fundamental del Célculo.

1.2.3. Teorema Fundamental del Calculo
En el libro de Stewart, se plantea lo referente al Teorema Fundamental del Céalculo (TFC) como sigue:

El teorema fundamental del calculo recibe de manera apropiada este nombre porque establece
una conexion entre las dos ramas del Calculo: el Célculo diferencial y el Calculo integral. El Célculo
diferencial surgi6 del problema de la recta tangente, mientras que el Célculo integral lo hizo de un
problema en apariencia no relacionado, el problema del &rea. El profesor de Newton en Cambridge,
Isaac Barrow (1630-1677), descubrid que en realidad estos dos problemas estaban intimamente
relacionados. De hecho, se dio cuenta de que la derivacién y la integracion son procesos inversos. El
teorema fundamental del calculo precisa la relacion inversa entre la derivada y la integral. Newton y
Leibniz explotaron esta relacion y la usaron para desarrollar el calculo como un método matematico
sistematico. En particular, observaron que el teorema fundamental les permitia calcular con gran
facilidad areas e integrales, sin tener que calcularlas como limites de sumas (Stewart, 2015, pag. 386).

El Teorema Fundamental del Calculo establece que si derivamos la integral de una funcion

obtenemos la misma funcién (que esta representada por el integrando. Esto es, “Sea f una funcién
continua en el intervalo [a,b],

1. Sig() = [, f(t)dt, entonces g'(x) = f(x)
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2. f:f(x) dx = F(b) — F(a), donde F es una antiderivada de f, es decir F'® = f(x) (Stewart,
2015).

La primera parte de este teorema se puede denominar como la parte dinamica o acumulativa, la
segunda, como la parte evaluativa. En los trabajos de Newton, se evidencia la forma en la que emergid
este teorema, ademas de su cambio de notacion y como se robustecia con el pasar de los afios. Entre todas
las versiones de Newton, la que se encuentra en los manuscritos de octubre de 1666, es la versién mas
completa de su TFC.

De acuerdo con Mufioz (2022):

“En el calculo de Newton, el movimiento de un punto genera una recta, y el movimiento de una
recta genera una superficie. Para Newton, las cantidades generadas por un flujo son llamadas fuentes
y sus velocidades instantaneas son las fluxiones. Para él, o que hoy conocemos como el TFC, emergio
cuando el algoritmo inverso que resuelve el problema de las tangentes resolvié el problema de las areas.
En 1665 Newton ya tenia el argumento de relacionar los movimientos que describen dos segmentos, es

asi como us6 la notacion % para dicha relacion descrita por los segmentos y , que en notacién moderna

podria entenderse como Z—Z . Luego el TFC podria verse desde la igualdad % = f(x) si f (x) describe
una relacion entre x y y”. (Ib. p.32)

“Newton supo en 1665, utilizando la notacion moderna, que para calcular el area bajo una curva

2 3
y debia buscar una curva z tal que: [ ydx = f%dx = dd—x (%) dx = z. La parte evaluativa del TFC

dice que basta un conocimiento de la curva z (la antiderivada de y) para hallar la cuadratura del area
bajo la curva y, porque el area es proporcional a la diferencia de las ordenadas de z, es decir,

[? ydx = 2(b) - z(a) “. (Ib. p. 33)

En el siguiente recuadro presentamos el TFC.

Teorema Fundamental del Calculo

Parte |
Si la funciodn f esta definida como

F(x) = f:f(t)dt para toda x en [a, b], entonces F es una antiderivada de f en [a,b].

Parte Il
Si F es cualquier antiderivada de f en [a ,b], entonces f:f(x)dx =F(b) — F(a)

En resumen, tenemos lo siguiente: La primera parte del Teorema Fundamental del Calculo nos
dice que la derivada y la integral son operaciones inversas, lo cual podemos aplicar del modo siguiente.

La derivada de la integral es igual a la funcion del integrando, evaluada en la variable x
%foxf(t)dt = f(x) vy, laintegral de la derivada de la funcién es igual a la funcién fjf’(t)dt = f(x)

La segunda parte del Teorema Fundamental del Céalculo nos permite calcular las integrales
definidas usando las antiderivadas, ya que nos asegura que si F es una antiderivada de la funcién que se
integra f entonces, la integral de a hasta b es igual a la antiderivada evaluada en el limite superior de la
integral menos la antiderivada de la funcion evaluada en el limite inferior, esto es F(b) — F(a).
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Ejemplo 1.2.3 Dada f (x) = cos(x), continuaen el intervalo [0,27], si X es un punto dentro del intervalo,
se puede definir: F(x) = fox cos(t) dt (1.51)

Entonces: F'(x) = ;—x (fox cos(t) dt) = ;—x(sen(x) — sen(0)) = cos(x) (1.52)

Como puede observarse, se cumple que: f(x) = F'(x) (segunda parte del Teorema Fundamental
del Calculo).

Ejemplo 1.2.4 Sea g(x) = [, (t? — 2)dt. (1.53)

Calcular g(1),9'(1) y g'(2). Determinar una formula para g(x).

g(1) = [/ (t? — 2)dt = 0, por propiedad de integral definida, (1.54)
Luego,
g1)=0

Para determinar g'(1) y g'(2) primero calculemos cual es la derivada de la funcion g, esto es
g'(x) . ]

gx)=—g= aflx(tz — 2)dt = x? — 2, por el Teorema Fundamental del Célculo primera
parte, asi

g'(x) =x*-2 (1.55)
Luego,
gD =1)*-2=-1yg'Q)=(2*-2=2 (1.56)

Para determinar g(x)

gx) = flx(t2 —2)dt = g(x) = §t3 —2t|]f = §x3 — 2x —%(1)3 +2() = §x3 —2x + g, aplicando
la segunda parte del Teorema Fundamental del Calculo. (1.57)
g(x) = §x3 —2x+ ;

3

Ejemplo 1.2.5 Hallar una formula para la funcion representada por la integral g(x) = f;/z} t3dt.

Determinemos la funcion g(x) aplicando la segunda parte del Teorema Fundamental del Calculo.
3 4

2 : N 12 1
90 = [ptde =30 =3(x) 130" =3(x) 3@ (¢)) =3x°=Fx* (@59)

4

3
X2 1 81
g(x) = f3ﬁt3dt = Zxﬁ — sz

Ejemplo 1.2.6 Sea G(x) = fox[s f;f(t) dt] ds, donde f es continua para todo t real. (1.59)
Determinar a) (o), b) ¢/(0), ©) G"(x) Y d) G"(0)
a) G(0) = foo[s fosf(t) dt] ds = 0, por la propiedad de la integral definida. (1.60)

G(0) =0

b) G'(0), primero calculemos G’ (x), a partir de la expresion de G, tenemos.
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G'() == [X[s [3 £(©) dt] ds = x [ F(e) d, (1.61)

debido al Teorema Fundamental del Célculo la derivada de la integral es igual al integrando
evaluado en la variable que es limite superior.

Luego, G'(0) = 0 ( INIO dtdt) =0 (1.62)
G'(0)=0
Q) G"(x)

En el inciso (b) calculamos la derivada de G, asi para determinar la segunda derivada de G,
usemaos el resultado obtenido en (b).

G"(x) == G'(x) =[x [} f(O) dt] = x= [X f(E)dt + [} f(t)dt=—x = xf () + [ f(t) dt

G"(x) = xf(x) + [ f(t) dt (1.63)
d)  G"(0), usando el resultado del inciso (c)

G"(0) = 0(f(0)) + [, f(t)dt =0+ 0 =0 (1.64)
G"(0)=0

Ejercicios para completar de la Leccion 1.2

2
3. Calcular la derivada <= [ tan t dt.
dx ‘\x

El Teorema Fundamental del Calculo nos dice

En donde F es cualquier antiderivada de f, esto es, una funcion tal que F’=f

Luego, - [, f(x)dx == (F(b) = F(@)) = == F(b) = -F(@) = F'(b) = F'(@) = f(b) — f (@)

Como la expresion que nos piden determinar los limites de la integral no son constantes, entonces
al calcular la derivada usamos la regla de la cadena, asi

d x?
—J 5 tantdt =

En este espacio desarrolla el proceso de acuerdo con el principio fundamental del Calculo.

- d x? _ 2 1
Entonces se obtiene — [~ tan t dt = 2x tan(x?) — ;=tan(Vx)

. d rt
4. Calcular la derivada Efwo sec(8x — 3) dx.

Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo obtén lo que se solicita. Recuerda que la derivada de la
integral es la funcion del integrando evaluada en la variable del limite superior de la integral.
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Resuelve en el siguiente recuadro.

5. Seag(x) = fzx(t3 — 6) dt Calcular g(2), g'(2) y g'(3) g(2) = fzz(t3 —6)dt
a
Recordando la propiedad que dicef f)dx =0
a

entonces g(2) = [7(¢* - 6) dt = ]
g ="g==[(t-6)dt= ]

g'2) = | |

g'(3) = | |

Actividad de la Leccion 1.2

2
1. Dada la funcion f (x) [ 1x et” dt encontrar F ’(x) empleanado el teorema Fundamental del Célculo

2
F'(x) = diflx et” dt =

X

. d 1 ,
2. Calcule la derivada de — [;*"* — dt empleando el teorema Fundamental del Calculo
ifsenx Lodt = ifsenx L P Regla de la cadena Teniendo que
dx 3 1-t?2 du 3 1-t2 dx

dy dy du du
—_— e — u=senu > ——=cosu
Av Adv dv dx
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Lista de Ejercicios de la Leccion 1.2

Instrucciones: Evalué las integrales definidas utilizando la definicion.

1.f_1i)0(x2 + x)dx

2x si0<x<1

2.f05f(x)dx si f(x) = {2 sil<x<?2

x si2<x<5

3.f_12(2x + m)dx

4.f_12(3x2 + 2)dx

(x+1)* si-l<x<1

5.f_51f(x)dxsi f(x) = {4 sil<x<3

6.

10.

11.

—2(x—5) si3<x<5

Sea ¢ un numero real y f (x) = ¢ para todo x. Sea P una particidn arbitraria de [a, b]. Demostrar que
cualquier suma de Riemann de f es igual a c(b — a). Usando este hecho demostrar que

f: cdx = c(b — a). Interpretar geométricamente para c>0.

b - .
Demuestre que fa xdx = %(b2 — a?) completando el argumento siguiente para la particion: a =
Xo <xy <...<xp=b. Elijase wy= %(xk_l +xi) = Ry = Yoy Wi dxy, = %Zﬁﬂ(xk +

Xy—1) (X — x,_1). Simplifique R (suma telescopica) y tomese el limite.

b 1 . . .
Demuestre que [ x* dx = 3 (b3 — a®) utilizando un argumento parecido al problema anterior con
1

. 1
W = [5 (e® + X1 + x2k—1)]2

Demuestre que, si f es continua y par en [-a, a] entonces f_aa f(x)dx = 2 foa f(x)dx
Demuestre que, si f es continua e impar en [-a, a] entonces f_aaf(x)dx =0

Sea f una funcion impar y g una funcion par, y suponga que f01|f(x)|dx = folg(x)dx = 3.
Determinar: )", g(x)dx  b)[", If()ldx  ©)f ), —g@)dx  d)f’ g(-x)dx e)f’ fF(-x)dx
nJ., fGdx
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Leccion 1.3 Integracion Numerica
Investiga 'y Analiza
¢ Qué otras formas conoces para resolver integrales definidas?
1.3.1. Teoria 'y ejemplos
Hay ocasiones en las cuales no es posible calcular el valor exacto de una integral definida, esto ocurre
cuando no podemos encontrar una antiderivada. Lo que podemos hacer es aproximar el valor de la
integral, recordemos que la integral definida se define como el limite de la suma de Riemann, asi que de
este modo se tendra una aproximacion.

Mathews y Kurtis (2000) sefialan que se llaman Métodos de Newton-Cotes a los que se basan en
integrar, en lugar de la funcién dada f(x), un polinomio de interpolacion que aproxime a f(x) en [a,
b]. Se trata por tanto de toda una familia general de métodos, segun el polinomio de interpolacion que
se considere (puede elegirse diferente grado, diferentes puntos para interpolar, etc.). Para el caso de las
interpolaciones lineal y cuadrética, estos métodos se denominan Método de los Trapecios y Método de
Simpson, respectivamente.

1.3.2. Regla del Trapecio

El Método de los trapecios es un Método de Newton-Cotes basado en la interpolacion lineal. Es uno de
los métodos maés utilizados para calcular aproximaciones numéricas de integrales definidas.

Para el polinomio interpolante de primer grado se tiene:

Consideremos una funcién f(x) en el intervalo [a, b] y consideremos una particion del intervalo
[a, b] con intervalos de longitud Ax, donde Ax = b%a

Para obtener una mejor aproximacién consideremos sobre cada uno de los subintervalos de la
particion un trapecio (Gréfico 1.15).

Grafico 1.15 Representacion con trapecios

T

Xo X.' X? x. 1 x. x

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Consideremos el trapecio en el intervalo [x;_1, x;]
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Gréfico 1.16 Representacion con un trapecio

./

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

El rea del trapecioes A = (b%B) h (1.65)
b = f(xi—l)l B = f(xi) y h = Ax, |UegO

fxi—a)+7f(x)
A = (%) Ax (1.66)
Calculando el area de todos los trapecios y sumandolas tenemos:
[ foodx~Ar + Az + Az + -+ A+ + Ay (1.67)

(L)) g (1.68)

2

[} FQOdx =2 (F(xo) + 2£ (1) + 2 (x5) + =+ 2 (x) + =+ + 2f (nos) + F(x)) (1.69)

Regla del Trapecio

[0 £ 00X 2 (£ (o) + 20 (r) + 2F () + -+ 2F(x) + -+ + 2f (tos) + F(52)

Dondeszbn;ayxi =a+ idx

1 xdx

Ejemplo 1.3.1 Calcular el valor aproximado de la integral J; pTETY

Utilizando la regla de los
trapecios compuestos con n=8 subintervalos.

Dividimos el intervalo [0,1] en 8 subintervalos y calculamos los valores correspondientes del integrado:

X X, Xy X3 Xy Xs Xg X7 Xg
0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1.0
f(x0) f(xq) f(x3) f(x3) f(x4) f(xs) f(x6) f(x7) f(xg)
0 0.05228 | 0.08888 | 0.11483 | 0.13333 | 0.1452 | 0.15584 | 0.162319 | 0.16666

Finalmente, aplicamos la formula antes deducida:

[ ~ % [f(x0) + 2f (1) + (o) + f(x3) + f(xs) + fxs) + f(x6) + £ (7)) + f(x5)]
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~ —0'1225 [0 4+ 2(0.05228 + 0.0888 + 0.11483 + 0.1333 + 0.14652 + 0.15584 + 0.162319) +
0.1666] (1.70)

~ 0.117166

Evaluar exactamente el valor de la integral y compérese con el valor aproximado obtenido.

De forma exacta:
I= [l y=— X oA B _AwBGh
(FDEE2) (e+D(x+2) - x+1 - x+42 (x+1)(x+2)

x=—-1->4=-1

—>x=A(x+2)+B(x+1)—>{x__2_)B_2

(x+2)2 |t
(x+1) 0

I = fol(_l +i)dx=—log(x+1)+210g(x+2)|$=log

x+1 x+2

log> — log 4 (1.71)

I ~0.1177830

Ejemplo 1.3.2 Resuelva la siguiente integral fol e*dx. Usando la regla del trapecio con n=5.

Ax="0 Ax=2=: (1.72)

x;=a+i(ax)
xo=(00)+(0)*02=0
x, =(0)+1%02=0.2
x,=2%x02=.4

x3 =(3)0.2=10.6

x, = 4(0.2) = 0.8

xs = 5(0.2) = 1.0

Jy e dx = 22 (£(0) + 2£(0.2) + 2£ (0.4 + 2£(0.6) + 2f (0.8 + £(1.0)) (1.73)

1 ,x2 _ 02/ o2 0.22 (0.4)2 (0.6)2 (0.8)2 12
foe dx = . (e + 2e + 2e + 2e + 2e +e ) (1.74)

J, edx =22 (14 .80654) = 1.4806
1.3.3. Regla de Simpson

“El Método de Simpson es un método de Newton-Cétes de segundo orden, es decir basado en integrar
un polinomio de interpolacion de segundo grado, de la forma siguiente:

Dada la funcion f(x) en [a, b], tomaremos como tercer punto para la interpolacion el punto medio
de dicho intervalo, es decir x,, = asz , Y denominaremos h = b%a a la semianchura del intervalo”
(Mathews & Kaurtis, 2000). De esta forma el polinomio de interpolacion de grado 2 que pasa por

(a, f(@)), (Xm, f (X)), Y (D, f(b)) sera:

mJ) - f(b)-2 m
Py(x) = fla) + LEmZL@ ( — gy JOZSOZ2IOW (1 — g)(x — xy) (1.75)

Calculando la integral de P,(x) entre a y b, de manera que se obtiene

[ fe)dx ~ []P(x)dx = 2 (f(a) + 4f Gm) + £(b) (1.76)
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Graéfico 1.16 Representacion de puntos

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Grafico 1.17 Representacion con puntos

¥

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Es posible generalizar (mejorando la precision) el Método de Simpson por medio de la
subdivisién del intervalo dado en otros mas reducidos. De esta forma si partimos el intervalo [a, b] en n

subintervalos de anchura h = bn;a tendremos la particion: {x,, xy, ..., x,} (Mathews & Kurtis, 2000).

b 2 4

Tendremos entonces: [ f(x) dx = [ f() dx+ [ fe)dx+- [ f(x)dx  (L77)

y los puntos x;, xs, ..., x,_1 representaran el papel de “puntos medios” en cada una de las aplicaciones
sucesivas del método simple.

De forma explicita se obtiene: [ f(x) dx ~ = (f(a) + 41 + 2P + f (b)) (1.78)
Donde | y P representan las sumas:
I = XI5 impares f () = Q) + f(x3) + -+ f Cen1) (1.79)
P= Y77 paresf(x) = f(x) + f(xg) + -+ f(xp-2) (1.80)
Concluimos por tanto en la expresion:

E < [2=2htm,| (1.81)

180
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Grafico 1.18 Representacion con 3 puntos

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Gréfico 1.19 Representacion con puntos medios

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

1 xdx

Ejemplo 1.3.3 Calcular el valor aproximado de la integral |/ pTETY

utilizando la regla de Simpson
compuesta con n = 8 (Mathews & Kurtis, 2000).

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg
0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1.0

fo) | fG) | flx) | flxg) | flxa) | flxs) | flxe) | flxy) | flxe)
0 0.05228 | 0.08888 | 0.11483 | 0.13333 | 0.1452 | 0.15584 | 0.162319 | 0.16666

De manera que:

['= %[f(O) +4f (o) + f(xa) + f(xs) + (7)) + 2(F (x2) + f(xa) + f(x6)) + f (xe)] (1.82)

22 [4(0.05228 + 0.11482 + 0.14652 + 0.162319) + 2(0.888 + 0.1333 + 0.15584) +

0.1666] (1.83)

| =

I~0.117773
Ejercicios para completar de la Leccion 1.3

1. Utilizar la regla del trapecio para obtener una aproximacion de la integral definida siguiente en el
intervalo [0, 1] con n=5.

b—a 1-0 1 .
T = E X;i=a + iAx

fol e*’ dx Ax =—=
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Completa la tabla colocando los valores correspondientes en los espacios en blanco.

X; f(x;) Sumando de la RT

xo = (0) + (0) (%) 0 flxy) =f(0)=e% =1 flxy) =1
X =@+ () =1 re == = ] ) gen
=0+ @E)=F | =f@)=ed =i 2fG =[]
Xy = (0 +@ (1) =1 Fo) =1 (2) = @) = i 2f(xy) = 26155
= (0)+®)(3) =3 fao=r@=ed = ] 2f (x,) = 2
xs = (0)+(5)(3) =1 Flxs) = f() =e® = e Flxs) = e

I'=fxo) +2f (1) + 2f (xz) + 2f (x3) + 2f (xa) + f(x5)

Sustituye los valores obtenidos para cada f (x;)

1

1 .3 : 182 e
fo e* dx = %(1 + 2e125 + 2e125 + 2e125 + 2e125 + e) =

1—10(13.68599) = 1.368599

f, e dx ~ 1.368599

2. Usar la regla del trapecio para aproximar el valor de la integral f03 2x? +§ dxconn=>5

3-0
Ax = — =
5

3
5

x0=0

1
f(x0) = £(0) = 2(0)? + 5= 0

f(xo) =0

2f () = ==

2f(x) =

898

2f(x3) = —

225
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_ () o (2 L= 2f (xg) =
; f(x4)1;f(55)—2(5) + = f(x)
Xy = — =2(22) 4+ 2
* s _2(25)+12
— 288 S _ 3581
T 25 12 300
flxs) = £(3) = 2(3)2 ++
15 1 55
x5=?=3 =2(9)+§ f(xS):_
1" 55 3
=18+=-==
3 3

I'= f(xo) +2f(xy) +2f (xz) + 2f (x3) + 2f (x4) + 2f (x5) =

Sustituye los valores obtenidos en la tabla

_ 26279
T 450

I ~ 58.397

f: 2x> +§ dx ~ 58.97

Actividad de la Leccion 1.3

1. Determinar el valor aproximado de la integral usando:

a)  Regla del trapecio
b)  Regla de Simpson

f4£dx, n =10

2 x

a) Empleando la Regla del trapecio




b) Empleando la Regla de Simpson

44

. . . 41
2. Determinar el valor aproximado de la integral fl ~dx usando:

a) Regla del trapecio paran = 6
b) Regla de Simpsonn = 6

a) Empleando la Regla del trapecio

b) Empleando la Regla de Simpson




Lista de ejercicios de la Leccion 1.3

Tabla 1.3 Lista de ejercicios de la leccion 1.3
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Instrucciones: Determinar el valor aproximado de
la integral usando:

a) Regla del trapecio

b) egla de Simpson

1. flzidx, n==6

1 t
2.J2sen(ez)dt, n=8
3.f23$dx, n =10
4.f01ln(1+ex)dx, n=28
5.f02 ~_dx n=5

44x2

2 1
6.[ exdx, n=4
7.0 —dx  n=4

x%+1

8.fole"2 dx n=10
9.f01 x°e*dx, n=10
10. f04 Vxsenxdx, n=38
11, [ —

1+y5
3 1
12. fomdx, n=28

dy, n=6

11

13. fO ﬁdx, n=4

14. f23\/1 +x3dx, n=4
0.6 1

15. fOE ﬁdx, n==6

16. J? VxZ2+8dx, n=6

17. foz L dx n=5

4+x2

Fuente de Consulta: (Stewart, 2015; Larson & Edwars, 2018)
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Leccion 1.4 Aplicaciones de la integral definida
Investiga 'y Analiza
1. Menciona algunas situaciones donde se aplique la integral definida.
1.4.1. Teoriay ejemplos

Las aplicaciones de la integral definida son muchas como es el caso de la obtencion de areas, de
volimenes, para determinar la longitud de arco, entre otras.

Anteriormente vimos que el problema de determinar el area de una region plana esté ligado con
el célculo de una integral definida, a partir del analisis de una regién ubicada en el plano cartesiano. Otra
de las opciones es el decir que determinamos el area limitada por una funcién dada y el eje x en un
intervalo dado.

El &rea bajo la curva se definid para una funcion positiva f(x) y se calcula con la integral f: f(x)

y si la funcidn es negativa en el intervalo [a, b] se determina el area como — fa f(x), con lo cual se
puede determinar el area de la region para una funcién tanto positiva como negativa.

Otras regiones cuya area se puede determinar usando este hecho son como las que se muestran
en los Gréficos 1.21y 1.22.

Grafico 1.21 Jf(x) dx-Jg(x)dx

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Grafico 1.22 Jf(y) dx-g(y)dx

— ::::.\.

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Graéfico 1.23 [ [f(x)-Jg(x)]dx

_f(x)

2

~2

g(x)

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Si usamos el concepto de area bajo la curva para determinar el area de la region tendriamos que
dividir el area en dos regiones, siendo estas definidas por cada funcion.

Area 1, para y>0 en el intervalo [a, b], con la funcion f positiva
Area 2, para y<o en el intervalo [a, b], con la funcion g negativa

De este modo es posible determinar el area de la region, pero se tiene que dividir en regiones.

Podemos determinar el area de la region sin necesidad de dividir en varias regiones, esto es posible con
el area entre curvas.

1.4.2. Area entre curvas

1.4.2.1. Teoriay ejemplos

Grafico 1.24 f(x)>0 y f(x)>0

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Para determinar el area entre estas dos curvas, notamos que es igual al area bajo la curva de la
funcion f (x) (denotémosla porA, ), menos el area bajo la curva de la funcion g (x) (dentémosla por 4),
y sabemos que:

Af = f:f(x)dx y 4, = f:g(x)dx (1.84)
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Luego,
A= A=Ay =[] f(0)dx = [} g)dx =[] [f (x) = g(x)]dx (1.85)
Asi A= [TIf(x) - g(x)]dx (1.86)

Cas02. f(x)=0 ygx)<0

Gréfico 1.25 f(x)>0 y g(x)<0

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Para determinar el area entre estas dos curvas, notamos que es igual al area bajo la curva de la
funcion f(x) (denotémosla por A¢), menos el area bajo la curva de la funcion g(x) (dentemosla por A4),
y sabemos que:

A = [ fGOdx y Ag = = [} g(x)dx

y porser g(x) < una funcién negativa (1.87)
Luego,

b b b
A= A= +4= [ F@)dx + (= [ gGdx)=[][f () — g(0)]ldx (1.88)

Asi llegamos a la misma expresion (1.86) A = f:[f(x) —g(x)]dx

Caso3. f(x) <0 ygx) <0y

Grafico 1.26 f(x)<0 y g(x)<0

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Para determinar el area entre estas dos curvas, notamos que es igual al area bajo la curva de la

funcion f(x) (denotémosla por A¢), menos el area bajo la curva de la funcion g(x) (dentémosla por A4),
y sabemos que:

Ap = —f:f(x)dx yAy =— f:g(x)dx (1.89)
por ser f(x)y g(x) funciones negativas.

Luego,
A= A=A = =[] gydx — (= [} f)dx )=— [} gx)dx + [, f(x)dx = [} [f(x) — g(x)ldx  (1.90)
Asi, también llegamos a la expresién correspondiente a (1.86).

A= [ - g(x)ldx

Definicion: El area de la region limitada por las curvas de las funciones f (x) y g(x) Y las rectas x=a
y x=b, donde fy g son continuas y f(x)>g(x) paratoda x en el intervalo [a,b] es:

A= j'[ f(x)-g (x)]dx (Stewart, 2015).

Ejemplo 1.4.1: Encuentre el &rea de la region comprendida entre las curvas de las funciones f(x) = 6 —
3x2 y g(x) = 3x enel intervalo [0.2].

Calculando el area tenemos

A= [2(6-3x%—3x)dx = (6 — 3x2 — 30)3 = (12 y: —%(4)) —0=4—6=-2 (1.91)

Nuevamente nos encontramos con un area negativa, lo cual nos indica que hay un error,
anteriormente vimos que no importaba si las funciones eran positivas o negativas, al restarle al area
mayor, la menor, nos da un valor positivo. Pero aqui estamos obteniendo un signo negativo, para
encontrar el error grafiqguemos las funciones y analicemos la situacion.

El Gréfico 1.27 nos muestra que el area que se encuentra entre las dos curvas fy gy entre los
dos puntos donde se intersecan, la funcion f(x) es mayor que la funcién g(x).



50

Gréfico 1.27 Area comprendida entre f(x) y g(x), en el intervalo [0,2]

f(x) " T q(X),,/

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Observamos que f(x) esta arriba y la funcion g(x) estd abajo, por lo que al cumplir esta
condicion el area que se obtenga es positiva. Sin embargo, no nos piden esta area, que es la que se tiene
entre los puntos de interseccion de las dos funciones, sino el area entre las funciones en un intervalo dado
en [0,2], lo cual cambia la region como se muestra en el mismo Grafico 1.27.

El area que solicitan es la que se encuentra sombreada y va de 0 al punto de interseccion de las
funciones y del punto de interseccion a 2.

En el primer intervalo la funcion mayor es f(x) (la parabola) y la funcion menor es g(x) (la
recta) tal y como indica el problema; y en el segundo intervalo se intercambian, la mayor es g(x) y la
menor f(x), si no se invierten las funciones el signo cambia. Esta es la razon de que en el célculo que se
hizo y que se muestra en la expresion (1.91), se obtuviera un nimero negativo.

Asi que empecemos por determinar los puntos de interseccion, la grafica ya la hicimos y se vio
que se tiene que dividir en dos regiones. Las funciones se expresan en (1.92) y (1.93).

f(x) = 6 — 3x2 (1.92)

g(x) = 3x (1.93)

Obtener los puntos de interseccién igualando (1.92) y (1.93) y resolviendo para X.
6—3x2-3x=>3x*+3x—-6=0=>x>-x-2=0=>((x+2D)(x-1)=0=>x=-2yx=1

De los dos puntos de interseccion = —2 y x = 1, el primero que es x = —2 queda fuera del
intervalo por lo que no lo tomaremos en cuenta, y el otro, que es x = 1 esta dentro del intervalo [0,2] ,
por lo que determinaremos dos areas.

Ajen [0,1]y 2 en[1,2]. Resolviendo tenemos.

h 3 3 7
6—3x2—3x)dx =6 —2x?| =6-1-2-0=5-"=— 1.93
A= !( X* —3x) dx = 6x— X’ x| : >=3 (1.93)
2 2 ) 32
3x— 6 3% dx= 3x 6+ 3% dx:—x —6X+X
:(2(4)—1%8}—@—&1} 6 4—g+5 7—%:1—21 (1.94)

Sumando (1.93) y (1.94), obtenemos el area solicitada.
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A:A1+A2:%+E:%=9 (1.99)

A=9u?

Si en vez de sumar restamos, obtenemos o _a -7 11__4__, esto es equivalente al resultado
2 2 2

que obtuvimos al inicio y es lo que sucede cuando no se analiza la grafica de la funcion.

Hay libros de texto que indican que si se pone el valor absoluto es suficiente y no necesitamos
verificar que funcion es la mayor, esto solo se cumple en el intervalo donde una funcién es mayor que
otra, pero si este comportamiento cambia ya no es valido, por lo que primero se tiene que verificar que
se cumplan las condiciones si se quiere emplear este procedimiento o podemos como se indico, graficar
y analizar.

Cuando se quiere determinar el area entre curvas se deben de graficar las funciones, analizar la
region que se pide se calcule el &rea, determinar los puntos de interseccion y calcular el area de las
regiones que se obtengan, si es que se debe de dividir.

Puede suceder que las funciones que nos dan no sean funciones de x sino de y y también es posible
aplicar este método, el area entre curvas para funciones de variable y, se define como

Definicion: El area de la region limitada por las curvas de las funciones f(y) y g(y) y lasrectas y=c
Yy y=d, donde fygsoncontinuasy f(y)>g(y) paratoday enelintervalo [c,d] es:

A=t ()-9(y)

En este caso la funcién mayor es la que se tiene a la derecha ya que las x son positivas y mayores
hacia la derecha, como funciones son x=f (y) Y x=g(y)-

Ejemplo 1.4.2 Encuentre el &rea de la region comprendida entre las curvas de las funciones y*=1-x y
2y =x+2.

Se pide el area entre las dos funciones, pero no se da un intervalo, cuando no se da un intervalo
la idea es que se determine el area limitada por los puntos de interseccién de las dos funciones.

Puntos de interseccion

y2 =1-Xy2y=x+2 = x=1-y*y x=2y-2
1=y =2y-2 = y?+2y-3=0 = (y-1)(y+3)=0
= y=1y y=-3

Para estos valores de y, los puntos son

y=1 = x=1-(1’=0 = punto de interseccién (0,1) y=-3 = x=1-(-3)'=1-9=-8 = punto de
interseccion (-g,-3)

La grafica de la region se encuentra a la derecha (Grafico 1.28).
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Gréfico 1.28 Area comprendida entre f(y) y g(y) y los puntos de interseccion

¥

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

En este caso desde el inicio no dieron una expresion para las funciones de la forma y= f(x) lo

que indica que las funciones no necesariamente son de la variable X, y al graficar la funcién vemos que
la parabola esté a la derecha de la recta, por lo cual estamos comparando las funciones de variable y. Asi
la region es en y o de variable y.

1 1

A=[[(1-y*)-(2y-2)dy= J(—yz—2y+3dy)=—%y3—y2+3ylf3

-3 -3

=—1—1+3—(—1(—27)—(9)—9j:—3+2—(9—9—9)=—1+2+9=—3+11:g (1.96)
3 3 3 3 3 3
A:gu2

3

Pero también podemos calcular el area si se toman las funciones de variable x o la regién en x,
las funciones que se tienen a partir de las ecuaciones son (1.97), (1.98) y (1.99).

Como y* =1-x entonces y-+/i—x . Considerando el signo negativo tenemos a la primera funcion,
expresada en (1.97).

y=—v1-X (1.97)

Considerando el signo positivo tenemos a la segunda funcion expresada en (1.98).

y=+1-x (1.98)

y COmo 2y =x+2, se tiene y_1(x,) (1.99)
2

Obtengamos los puntos de interseccion. Si igualamos (1.97) y (1.98) obtenemos el primer valor de Xx.
1) y=-ixyy=il-x

Veamos qué ocurre si elevamos al cuadrado ambos miembros de la igualdad.

Jdx=-1-x = (Jl__x)z (- 1_x)2 = 1-x=1-x = x-x=1-1, no lleva al resultado.

Retomando la igualdad, empleemos otra estrategia

VI-x=-1-x = J1-x+{1-x=0 = 2yi_x=0 = 1-x=0 = (Jl__x)zzo = 1-x=0 = x=1

Con este segundo camino encontramos el punto de interseccion entre las dos raices, es decir entre (1.97)
y (1.98), que es x=1.
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Determinemos otro punto de interseccion, ahora consideremos (1.98) y (1.99).

2)y=-1-xy y:%(x+2)-
Igualando y resolviendo para X tenemos

_ 1—x=%(x+2) = 2J1-x=(x+2) = (—2«/1—x)2:(x+2)2
= 4(1-x)=X"+4x+4 = 4-4x=x*+4x+4 = X +8x=0 = Xx(x+8)=0
= x=0Y x=-8

Sin embargo, notamos en el grafico 1.28, que la rama negativa de la parabola no se intersecaen x=0.

Obtengamos el tercer punto de interseccion igualando (1.98) y (1.99).

3) y=1i-x Y y:%(x+2)
Jl—_:%(x+2) = 2\/1—_x:(x+2) = (2\/1—_x)2:(x+2)2

= 4(1-x)=x"+4x+4 = 4-4x=xX"+4x+4 = x*+8x=0 = x(x+8)=0
= x=0Y x=-8

Sin embargo, notamos en el grafico 1.28, que la rama positiva de la parabola no se interseca en
x = —8. Cuando tomamos la parte negativa y positiva de la parabola y la intersecamos con la recta ambas
llevan al mismo resultado, pero solo nos deberia de dar un solo valor, esto sucede porque al elevar al
cuadrado la raiz tanto positiva como negativa nos lleva a la misma expresion, asi que la gréafica nos sirve
de apoyo para la conclusion.

Asi, encontramos en la region tres puntos de interseccion x = —8,x = 0y x = 1, por lo cual hay
que determinar dos &reas, una primera area, A; en [—8,0] siendo la funcion mayor la recta y =

%(x + 2) y la funcién menor la parébola negativa y = —v1 —x y el 4rea 2, A, en [0,1] siendo la

funcion mayor la parabola positiva y = v1 — xy la funcion menor la parabola negativa y = —v1 — x.
Procedamos a calcular estas areas.

Para calcular la primera area empleemos las funciones (1.97) y (1.99).

= [0 (e L e 220

B O e T (1.200)
Evaluando (1.200).

’*:%“’)”0—@—[%(—8)2+<-s>_ﬂ}_§_[%(64)_8_2(93>% J

2 2 2 28
=—£_(8-18)=-2—(-10)=-2+10=2"
A=-3-(8-18)=—2~(-10)=—2+10=7
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Obtengamos la segunda area empleando las funciones (1.97) y (1.98).

A\Z{[Jl-—x-(-m”dx:

O —

(VI + I = [ 2o = 2 (1) (1.201)

4w 4 a4y o4 yoa
s e (R

0

A= —Zju%du = —gu% =-

4
A==
273

Sumemos lo obtenido de (1.200) con lo determinado en (1.201).

28 4 32
A= -4 ==
Ath 3+3 3
A=32
3

Tomando la regién de variable y o de variable x llegamos al mismo resultado, la diferencia esta
en el hecho de que un procedimiento es més directo, la idea es usar Region x o Regidn y, procurando el
menor nimero de subregiones.

Ejemplo 1.4.3 Un guitarrista desea conocer el area de la imagen que representa la plumilla con la que
toca su guitarra.

2
Las funciones que determinan su area son: f(x) = v10 — x? y glx) = x? -4

Gréfico 1.29 Area comprendida entre f(x) = y g(x)

a) Grafique la funcion y sombre la plumilla (area entre las curvas).

b) Encuentre los puntos de interseccién entre las dos funciones.

C) Determine el area de la plumilla (area entre las curvas).

Sean

f(x) =v10 — x2 (1.202)
x2

glx) = 54 (1.203)

Encontremos los puntos de interseccion igualando (1.202) y (1.203).

2

VIO —xZ=">—4
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WT0=x2) = (2 4)

10—x2=’;—4—4x2+16 N 10—16=§—4x2+x2

Continuando con la obtencion de los puntos de interseccion, resolvamos la ecuacion de cuarto grado
obtenida

4

%—3x2+6=0 - x*—12x2+24=0
x*—12x2 +36—36+24 =0
x2-6)2—-12=0 - (x?2-6)2=12

x2—6=vV12 - x2—-6=/J4)0B) - x2—-6=2V3 > x2=2V3+6

x2=2(3+3) - x¥== [2(/3+3) - x== [2(V3+3)

Las abscisas de los puntos de interseccion aparecen en la ecuacion 1.204.

x; =V2vVV3 +3 x, = —V2VV3 +3 (1.204)

Determinemos el area de la regién que se encuentra entre (1.202) y (1.203) evaluando las
integrales en los limites superior e inferior que corresponden a los valores que aparecen en (1.204).

f f() g()] dx—f \/10 ——+4]d —fv__(4+w/—10_xz_
7)dx
V2v/V3+3 x2
= [ [ T - [ S
Resolviendo cada una de las integrales:
V2VV/3+3
— — 32 —(Z — y2
f v10 x%dx f ( ) x2dx = ( V10 —x +5Arcsen(r)> T (1.205)
f\/_\/—4d = (4x ) \/_\/— (1.206)
VEVVEE3 22 (a3 V2VV3+3
I V233 2 O T (6)_\5@ (1.207)
Sumemos (1.205), (1.206) y (1.207) y simplifiquemos.
5 V2vV3+3
A, = <4x - % + ;—C\/10 — x? + 5Arcsen (\/%_0)>
—V2VV3+3

=4 (ﬁm) - (ﬁ@)z’ + ﬁ\/fﬁ\/lo - (ﬁ\/ﬁ)z + 5Arcsen (ﬁ‘/\/?)]
- [4 (—\Em) - (_\/z\/;@Tf - ﬁ@\/lo - (—ﬁ@)z + 5Arcsen <—_‘/§\/1_‘(/)§+3>]
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4y = 4(VVNE+3) - (@”)(fm”) TR J 10 — (2)(V3 + 3) + 5Arcsen (ﬁ?“f)”)
4 (\/E /—\/§+ 3) _ (x/§+3)(fo/§+3) n \/E\/;/§+3\/10 _ (2)(\@+ 3) — SArcsen (‘“/—2— Vl\/_3+3>

V1o

4, =8(v2) (V3 +3) - 2(@3)(?(@) +(2)(VV3+3)(Vio-2v3—6) +

V2V//3+3 V2V/3+3
5Arcsen< NeT )+5Arcsen( 7o )

Ay = (V2) (VW3 +3) [8- 222 4 (V10 - 2V3 — 6)] + 104rcsen (—ﬁﬁ?)

4y = (VZ)(VET) [8 - 2D 4 V10 - 95| +10(76.6°) = 3(8 = 3+0.7) + 10 (2) = 3(5.7) +
132 = 17.1 + 13.3

El area de la imagen de la plumilla es:

A, =30.4u?

Ejercicio para completar de la leccion 1.4.2

1. Encontrar el area comprendida por la funcion f(x) = —x2+4 y g(x) =x2 -4
Determinemos los puntos donde se intersecan las graficas, para ello igualemos las funciones:
—x%+4=x*-4

—x?—x2+4+4=0

—2x2+8=0

2x2-8=0

x2—4=0

x2=14

x = +V4

X1 =2y Xp = —2

Enseguida graficamos (Gréfico 1.30).

Grafico 1.30 Representacion del rectangulo muestra

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Como nos podemos dar cuenta también nos conviene usar rectangulos verticales ya que de esa
manera se tocan ambas funciones.



Planteamos la integral con base en la formula que aparece en (1.86).
A= JJIf@) - g()ldx

Sustituyendo en (1.86) f(x) y g(x) obtenemos (1.208).

A= [ [(~x% +4) — (2% — D)]dx

Finalmente resolvemos la integral que aparece en (1.208).

Resuélvela en el recuadro de abajo:

57

(1.208)

Verifica que el &rea solicitada sea:

64
A= ? uz

Actividad de la Leccion 1.4.2

2
1. Encontrar el area comprendida por la funcion f(x) = 2x — x2y g(x) = x? en el intervalo de 0 a

En este caso ya nos dan los valores de a y b por lo tanto es mas sencillo y nos ahorramos este paso.

Graficamos las dos funciones.

En la cuadricula grafica las funciones.

Con qué conviene trabajar. ¢ Con rectangulos verticales u horizontales?




Donde dibujaste las gréaficas, dibuja un rectdngulo muestra.
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En el espacio siguiente plantea la integral y resuélvela.

Anota la respuesta.

2. Hallar el area comprendida entre las dos funciones siguientes:

y=x%—4x+3
y=—-x*+2x+3

Haz la gréfica de las dos funciones y dibuja un rectangulo muestra

4




En el espacio siguiente plantea la integral y resuélvela.
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Anota la respuesta.

Lista de Ejercicios de la Leccién 1.4.2

Tabla 1.4 Lista de ejercicios de la lecciéon 1.4.2

Calcular el area de la regién comprendida

entre las curvas y = x+2, y=ﬁ, O=x=a-
Calcular el area de la region acotada por las
graficas de las ecuaciones y-x2 y y=.x
Calcular el &rea de la region limitada por la
grafica de la funcion f(x) = x3 — 1, el eje x
y las rectas x = 1y x=3

Calcular el area de la region limitada por la
grafica de la funcion f(x) = 4 — x2, el ejex y
las rectas x = —4 y x=0.

Calcular el area de la regién comprendida

entre las curvas y =x+2, V=X, 0= x=a.
Calcular el area de la region acotada por las
graficas de las ecuaciones y—-x?y y=.x.
Calcular el area de la region acotada por las
graficasdey + x> =6yy+2x —3 =
Encontrar el area de la regién encerrada por las
pardbolas y-x2y y=2x—x2.

Calcular el area de la region acotada por las
graficasde y—x?+2x, y = —x+4, 2-x=3
Calcular el area de la region acotada por las
graficas de las curvas de la siguiente seccion

y:xiz, y=-x2,X=1yx=2.

10. y=sen x,y=cos x, X=0 Yy X= ..
11. y=x2yy=4x

12. y=x2+1 Yy y=5

13. y=x’2 Yy X=— —3.

Yy =X 2aX

14. y = xVv4 —x2, y=0.

15. Calcular el area de la region acotada por las
graficas de las funciones dadas. y = x* + 2x
y y=—x+4en[—4,2]

16.y=x3—4x+2 y y=2en[-1,3]

17.y=6-3x* y y=3xen [0, 2]

18. y?=1-X y2y=x+2

19.y-x=6,y-x*=0y 2y +x=0

20.3y+x°=6y y+2x-3=0

21. y=senxyy=cosxen[0,2,].

22.y=Inx, y=2Inx,x=1 yx=5.

23. X=y2 X=y+2

2. xy=1y=0x=1x=e

25.y=3*x=1,x=2

26. y=sen(§x),x=0,x=2
27.y =senh(3x),y=0,x =1

Fuente de Consulta: (Larson & Edwars, 2018; Stewart, 2015; Zill & Wright, 2011)
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Tabla 1.5 Segunda parte de la lista de ejercicios de la leccion 1.4

28.
29.
30.

3L y=x2Y ,_ ., X—E, x—3

32.y = xV4 —x?, y=0.
33. Calcular el &rea de la region acotada por las

graficas de las funciones dadas. y = x> + 2x y

=—Xx+4en[—42]
34.y=x3-4x+2 yy=2en[-1,3]
35.y=6-3x y y=3xen [0, 2]
36. y2=1-X y2y=x+2
37.y—x=6,y—-x3=0y 2y +x=0
38.3y+x°=6y y+2x-3=0
39.y=senxyy=cosxen[0,2,]
40.y=Inx, y=2Inx,x=1 yx=>5.
41.x=y?% x=y+2
R2.xy=1y=0x=1x=e¢
3.y=3*x=1x=2

1
44.y=sen(zx),x=0,x=2
45.y =senh(3x),y=0,x=1
2

46. x = y3,x = y?
47.y=x3,y=0

48., ., y=3x,x+y=4
49.x—-2y=0,x—2y—4=0,y =
50.y =e ™, xy =1, x—l x=2
S5lLy=e ¥ y=—e*x=0,x=2
52.y=2x,x+y=1,x—1

83. y=x®*—-4x+2 y=2,x=-1,x=3
54, y=x?, y=x>,x=—-1,x=2

y=sen x,y=cos x, X=0 Yy X= ..
y=x2yy =4x
y=x>+1 Y y=5

3y=

—-2x

55.x +4y2=4yx+y*=1parax$0

56.y> =X, X—y =4, paray=—-1y y=2

57.y=1-x3,y=x-1

58.y?2 =4+ X,y +X=2

59.y=x,y=3x,x+y=4

60.x=4y -y, x=0

6ly=-x+2,y=4—x%en[-2, 3]

62.y =x%—4,y=—x%—-2xen[-3,1]

63.y = —x% + 3x,y = 2x3 — x? — 5xen [-2,
2]

64. y=x?3—x,y=§en [-2,3]

65. y =senx,y = cos x en [0, %]

66. y =senx,y=-e*en]|0, g]
1

67.y=;,y—x—2,x 2

68. y=x—1,y2=2x+6

69.
70.

71.
72.

x=y3—y,x=1-—y*
y=x+5y2=xen[-1,2]

3+x

y=1+vey =7

y = cosx,y = sec?x en [—%,g]

75y = x|,y =x% -2
76. o Y=xP—x,Xx=2
77. y=cos(§x),y=1—x2
78. y=sen(§x),yzx
— 2 — 2 _rr
79.y = sec“x,y = tan xen[ 4,4]
80. x = tan?y, x = —tan? y paray en [—%ﬂ
8l.x=4x3—x*+2xy—y?>=0

82.

y = 35enym, x=0en [0,%]

83. Calcular el érea de la region acotada por la
cuvay = 2+4) el eje x, el ejey y larecta x
=4,

84. Las graficas de f(x) = —x2+ 10y g(x) =

9 .. .
— Se cortan 4 veces, limitando 2 regiones de

la misma area. Calcular el &rea de estas

regiones.

Calcular el area de la region limitada por la

curvay = €% los ejes coordenados y la recta x

=2.

Calcular el area de la region limitada por la

curvay =¢€*, y la recta que pasa por los puntos

0,1)y (1, e). S

Calcular el area de la region limitada por la

graficadey =5y lasrectasx =1yy =1.

Calcular el area de la regién acotada por las

graficas de curvay =e*yy=2" ylarectax =

2.

Calcular el area de la region limitada por las

graficas de y = log.ox, y = Inx y la recta

x =3

90. Determinar el érea de la regién acotada por
lacurvay = eI eje x, el ejey y larecta

X=2.

Calcular el area de la region determinada por
la catenaria y = 6 cosh g elejex, elejeyy
la recta x = 6In6.

Determinar el area del triangulo con los
vértices (a) (0, 0), (2, 1), (-1,6); (b) (O, 5),
(2,-2), (5, 1).

Hallar el area de la region limitada por la
pardbola y = x?, la recta tangente a esta
parabola en el punto (1, 1) y el eje x.
Determinar el area de la regidn acotada por

lacurvay = xzs_ ,elejex, elejeyylarecta
X=2.

Calcular el area de la region determinada por
la catenaria y = 6 cosh % elejex, elejeyy
la recta x = 6In6.

Determinar el area del triangulo con los
(2,-2), (5,1)

85.

86.

87.

88.

89.

91.

92.

93.

94.

95.

96.
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73.y = cosx,y = sen2x en [O, g]

74.y=cosx,y=1—2—x

T

97. Hallar el area de la region limitada por la
pardbola y = x?, la recta tangente a esta
parabola en el punto (1, 1) y el gje x.

98. Encontrar el nimero b tal que larectay = b
divida la regién limitada por las curvas y =
x?yy = 4 en dos regiones de areas iguales.

99. (a)Hallar el nimero a tal que la recta x = a

. , . 1
biseque el area bajo de la curva y = — en

x2
[1,4].
(b) Encontrar el nimero b tal que la
recta y = b biseque el area

mencionada en (a).
100. los valores de c tales que el area de la
region encerrada por las parabolas y = x? —

¢ y y= c¢®—x?sea576.

101. Suponga que 0 <c < % ¢Para qué valores

de c, el area de la region encerrada por las
curvasy =cos X,y =cos (x —c)yx=0es
igual al area de la region encerrada por las
curvasy =cos (x—c¢), ._.. y y=0?

102. Calcular el area de la region en el ler,
cuadrante que esta acotada por la izquierda
por el eje y, abajo por la curva x = 2\/§, por
arriba a la izquierda por la curva x = (y —
1)2y por arriba a la derecha por la recta x =
3-Y.

103. Hallar el area de la region en el ler.
cuadrante que esta acotada por la izquierda

por el eje y, por abajo por larectay = f por
arribaa laizquierdaporlacurvay = 1 ++/x
y por arriba a la derecha por la curvay = \/Z—E

104. Hallar el area de la region entre la curva
y =3 —x?ylarectay=— 1 integrando con
respecto a (a) variable x, (b) variable y.

105. Sea R la region acotada por las graficas
dex—-2y=0,x-2y—-4=0,y=3,y=0.
Calcule su area usando (a) integracion, y (b)
una férmula de geometria.

Fuente de Consulta: (Larson & Edwars, 2018; Stewart, 2015; Zill & Wright, 2011; Ruiz, 2021)
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1.4.3. Volumenes de solidos de revolucion: discos, arandelas y capas cilindricas

1.4.3.1 Teoria'y ejemplos

Ya habiamos visto que una de las muchas aplicaciones de la integral definida es el célculo de areas. Otra
aplicacion importante es el calculo del volumen de un sélido tridimensional cuyas secciones conicas son
similares, como, por ejemplo: embudos, ejes, pildoras, botellas, etc.

Figura 1.5 Ejemplos de so6lidos tridimensionales con secciones conicas similares

Fe B0
ool 4

" A

F
.

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
La pregunta gue nos surge inmediatamente es, y ahora, ¢cémo calculo este volumen?

Si una region “R” en el plano se hace girar en torno a una recta “L”, generard un so6lido llamado
solido de revolucion, y la recta se llama eje de revolucion.

Figura 1.6 Embudo

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

1.4.3.2. Método de Discos

El solido de revolucién mas sencillo es un cilindro circular recto o disco que se forma al girar un
rectangulo en torno a uno de sus lados como se muestra en el Grafico 1.31.

Grafico 1.31 Generacion de un disco al girar el area de un rectangulo alrededor del eje x

-
]

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
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Determinemos la expresion por la cual se calcula el volumen de un sélido con el método de los
discos, para ello consideremos una region R limitada por la funcion continua y positiva f(x), el eje X y
las recta x = a y x = b y gira con respecto al eje x.
Haciendo una particién del intervalo [a, b] de n subintervalos de longitud Ax, y tomando el
rectangulo que se forma en el intervalo [x;_4, x;], de base Ax y altura f (x;) hacemos girar el rectangulo
con respecto al eje x, generandose un disco.

Gréfico 1.32 De izquierda a derecha se muestra el rectangulo representativo, al hacer girar alrededor
del eje x la region plana de dicho rectangulo se determina un disco.

Flx)

f(x,*) \ P

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Tomando el disco que se obtiene al girar el rectangulo, calculemos su volumen.

Calculando el volumen del disco, este es el volumen de un cilindro de radio f(x;) y altura Ax .
La formula del volumen del cilindro esta representada en (1.209).

Grafico 1.33 Generacion de n discos al girar n areas alrededor de un eje

Apoxinackan par ndisco

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
V =nr?h (1.209)

Sustituyendo en (1.209) las variables del disco tenemos (1.210).

V, =z (f (%)) Ax. (1.210)
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Calculando el volumen de todos los discos, tenemos:

Sumando todos los volimenes de los discos, nos aproximamos al volumen de la region, obteniendo
(1.211).

2

V=~ ﬂ(f (xl))2 Ax+7r(f (xz*))2 Ax+---+7z(f (xi*))2 Ax+---+7r(f (xn*)) AX

vaYa(f(x) ax (1.211)

i=1

Tomando el limite cuando n tiende a infinito, se tiene (1.212).

V= Iimzn:ﬂ(f (xi’*))2 AX (1.212)

i=1

Definicion: Sea R la region delimitada por la funcion continua f, el eje x y las rectas x=a y x=b. El
volumen del sélido que se obtiene al girar la region R con respecto al eje x es

Y, =in( f (x))2 dx

donde f (x) es el radio del disco.
Si R es una region de y, se tiene como definicion

Definicion: Sea R la region delimitada por la funcion continuaf, el ejey y lasrectas y=c y y=d. El
volumen del sélido que se obtiene al girar la region R con respecto al eje y es

Vv :ii;r(f(y))2 dy

donde f(y) es el radio del disco (Larson & Edwars, 2018).

En general se puede determinar el volumen de un sélido de revolucién usando el radio del disco
que se forma al girar un rectangulo de la region, como aparece en (1.213) y en (1.214).

V = [ z(radio)” dx para una region x. (1.213)

D —

d
Y, V = [ z(radio)’ dy para una region y. (1.214)

c

Ejemplo 1.4.4 Calcular el volumen del solido de revolucion generado al girar la region limitada por
f(x)=x>-6x yel eje x enel intervalo [0,3], alrededor del eje x.

Determinemos los puntos de interseccion entre la funcion y el eje x.

X’ —6x=0 = x(x*-6)=0 = x=0Yy x*~6=0 = x=0 Y x=+6 (1.215)
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Luego en el intervalo donde necesitamos determinar el volumen, hay dos ceros de la funcion uno
que coincide con el extremo del intervalo y otro que queda dentro del intervalo, luego tenemos

[0.3]=[0,v8 ][ V6,3].
Grafiquemos la funcion (Gréafico 1.34)

Graéfico 1.34 Grafica del area bajo la funcion f(x)=x"3-6x dx en el intervalo de 0 a 3

a [ H
. \\ )
o H_____f,/
Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Se tienen que calcular el volumen del s6lido de revolucion para cada uno de los intervalos,
tomemos un rectangulo en cada uno de los intervalos y veamos el disco que se forma sobre cada uno de

ellos. En cada uno de los intervalos el radio coincide con la funcion. Asi calculemos el volumen del
solido en cada uno de los intervalos mediante la definicion.

Grafico 1.35 Giro del area en torno al eje x.

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Empecemaos por calcular el volumen en [O,JEJ :

<
Il
o*—.&

. ¢ 1, 12 B
n(x3—6x) dx = jz(xﬁ—12x4+36x2)dx:7r(—x7——x5+12x3j
7 5

0

| (348 2 (VB +12( 8] |0 |=( 3(J5 B - Z(46) VB +12(45)' 6

= ﬁ(%(e)sdé—%(a)z \/€+12(6)\/§j = ﬂ(%(216)\/€—%(36)«/€+12(6)\/€J
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:ﬁ(ﬁﬁ-ﬂ@m@jz@@ﬂ (1.216)
7 5 35
vy =2Ven

Ahora, calculemos el volumen en [Jg,g].

Vv, = jg;r(xs —6x)2 dx = j;_zr(xe -12x* +36x2)dx = 72'(% x' —%xs +12x3); (1.217)
— (; 12(3)3}(;(@)’_g(@)‘“‘ﬂz(@fﬂ
. (@_% 324j [2;6 J5_432 2 Fn \/-H (1863 576 J_j

1863 576
Vz—”(—ss ~ 35 6)

Luego, sumando los dos volumenes (1.216) y (1.217) y obtenemos el volumen requerido (1.218).

V=V +V, =ﬂ\/— + 1 (%_53%6 6) =%7‘[ (1.218)
1863
V=75

Sucede que, al tener dos integrales, podemos emplear las propiedades de la integral y calcular el
volumen mediante una sola integral definida. Esto es debido a que, aunque se divide el intervalo, en
ambos, el radio es el mismo, representado por la funcion y aunque en uno de los intervalos la funcion es
negativa, como se eleva al cuadrado no genera una diferencia.

En este caso, tenemos

ﬁ 2 3 2 3 2 1 H
V=v1+vz=j;r(x3—6x) dx+j;z(x3—6x) dx:j,,(xs_g,x) dx por las propiedades de la integral, luego es
0 6

0

posible calcular el volumen como

3 3 3
V= [x(x ~6x) dx = [7(x° —12x" +36x° ) dx = 7{1% Ly +12x3) = 7{(3(3)7 2y +12(3)3j—o} 1893,
: 77 5 A 7 5 35

o
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Ejemplo 1.4.5 Calcular el volumen del sé6lido de revolucion generado al girar alrededor de la recta X =
1, la region limitada por la curva (x—1)> =20—-4y vy las rectas x=1, y=1, y=3.

En el gréafico 1.36 se muestra la region en cuestion.

Grafico 1.36 Area limitada por la curva (x-0°=20-4y y |as rectas x=1, ¥ =1, vy=3

x=1
- (x—1)° =20 — 4y

=3

N

¢ i ¥ i LR
\

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Analizando la region, podemos tomarla como region y, asi las funciones son la parabola y la recta
x =1y los limites se tendran con las rectas y=1, y=3.

Despejando x de la ecuacion de la parabola se tiene que x =./20—4y +1

Representando un rectangulo, en este caso horizontal porque la regién es de variable y. Para determinar
el radio, tenemos1+r=x = r=x-1=>r=({20-4y +1)-1=20-4y = J4(5-y) = 2\5-y

El volumen del solido de revolucion estara dado por (1.219).

3 3

v :!;z(st—_y)2 dy:ﬁjj4(5—y)dy:47rz[(5—y)dy:4ﬁ[5y—%y2J

ax|[5(3)-2(3y |<[5-1 | |=ax15-2-5: 1| an(6)= 242 (1.219)
(513007 )-{5-3)]-sefis-3-5+3)-4rt0

2

1

V =24r u®
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1.4.3.3 Método de Arandelas

Otro de los metodos para la determinacion del volumen de un sélido de revolucion es el método de las
arandelas, en este caso se tiene un rectdngulo que gira con respecto a un eje que esta fuera de la region,
se tiene un rectangulo como el que se muestra en el Grafico 1.37, y al girar este rectangulo con respecto
al eje, tenemos una arandela como la que aparece en el Gréfico 1.37.

Gréfico 1.37 Generacion de una arandela al girar el area de un rectdngulo alrededor del eje x

Eje de
revolucion

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Para poder determinar la arandela se tienen dos discos uno de ellos con radio R, el més grande y
el otro con radio r, al hacer la diferencia obtenemos la arandela que es el volumen que se encuentras entre
amos discos.

En el Grafico 1.38, se muestra la region limitada por funciones f (x), g(x) con f(x)>g(x)y

las rectas x=a y x=b; laarandela que se obtiene sobre el intervalo [xi_l, xi] , ¥ en general el solido que
se obtiene al girar la region con respecto al eje x.

Gréfico 1.38 Método de arandelas para el calculo de volumenes

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Determinemos el volumen del sélido de revolucion con este método, para ello sea R la region
limitada por las funciones continuas y positivas f(x) y g(x) en el intervalo [a,b], esto es por f(x) y

g(x) ylasrectas x=a y x=b, que gira con respecto al eje x. Podemos determinar el volumen del sélido
haciendo una particion del intervalo [a,b], pero como el volumen mediante este método se basa en el uso
del método de los discos, usemos éste como base.
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El volumen de la arandela se obtiene si determinamos los volimenes del sélido de revolucion que
se forma al girar la funcién f (x) y g(x) con respecto al eje x con el método de los discos, y los restamos,

estoes V =V, -V,

Calculemos los volimenes

v, :fﬂ(f (x))" dx (1.220)
v, :fﬂ(g(x))z dx (1.221)

Asi, restando (1.221) de (1.220) tenemos el volumen requerido.
b b

V=V, -V, =j7r(f (x))2 dx—.z!:ﬁ(g(x))2 dx:j:ﬂ[(f (x))2 —(g(x))z}dx

a

Con lo cual

Definicion: Sea R la region delimitada por las funciones continuas f(x) ¥ g(x) con f(x)>g(x) Yy las

rectas x=a y x=b. El volumen del solido que se obtiene al girar la region R con respecto al eje x es
b

Y, =I”[(f X)) =(a(x))’ }dx, donde f (x) es el radio mayor de la arandelay g(x) el radio menor de

la arandela.
Si R es una regioén de y, se tiene como definicion (Larson & Edwars, 2018; Stewart, 2015)

Definicion: Sea R la region delimitada por las funciones continuas f(y) y g(y) con f(y)>g(y) Yy
lasrectas y=c y y=d . El volumen del sélido que se obtiene al girar la region R con respecto al eje

yesvy :iﬂ[(f (v)) ~(a(y)) de, donde f (y) esel radio mayor de laarandelay g(y) el radio menor

de la arandela (Larson & Edwars, 2018; Stewart, 2015).

En general se puede determinar el volumen de un sélido de revolucién usando el radio del disco
que se forma al girar un rectangulo de la region, como se representa en (1.67) para regiéon x y en (1.68)
para region y.

b
V= I”[Rz —r2 ]dx para una region x. (1.222)
d

Y,V =[z[R*~r* ]dy paraunaregiony. (1.223)

c
Con R radio mayor de la arandela y r radio menor de la arandela.

El método de las arandelas es muy semejante al método de los discos, la diferencia esta en que en
el método de los discos la region R gira con respecto a un eje que es parte de la regién y en el método de
las arandelas la regidn R gira con respecto a un eje que es ajeno a la region.
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Ejemplo 1.4.6 Calcular el volumen del solido de revolucion generado al girar la region limitada por
y=x’y y = x, alrededor del eje x.

Primero determinemos los puntos de interseccion.

y=xy y=x
X=X = xX’-x=0 = X(x-1)=0 = x=0y x=1

Como no se da un intervalo entonces hay que determinar el volumen del sélido de revolucion al
girar el &rea limitada por las curvas, estoesde x =0ax=1.

El Gréafico 1.39 muestra la region que se va a girar alrededor del eje x y el disco generado se
muestra en el Gréafico 1.40

Gréfico 1.39 Rectangulo formado por la recta y la parabola

¥ rocia -¥ pamboin

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Grafico 1.40 Generacion de un disco al girar el rectdngulo alrededor del eje x

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

La regién cumple con todas las condiciones de la definicion: estd limitada por las funciones
y=x"y y=x dex=0ax=1que son los puntos de interseccion, donde la funcién mayor es ¢ (x)=xY

la funcion menor es g(x)= x> podemos decir que R=x y r = x*
g

Luego el volumen esta expresado en (1.69).

V= j'n((x)z —(xz)z)dx =7z.:[(x2 —x“)dx :n(%x‘“‘ —%XSI = n(%—%]—o =%;z (1-224)

0

\Y =£7Z u?

15
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Ejemplo 1.4.7 Calcular el volumen del solido de revolucion generado al girar la region limitada por
y=x’y y =x, alrededor del eje y.

Esta es la misma region que el ejemplo 1.4.6, pero ahora gira con respecto al eje y, para aplicar
el método de arandelas necesitamos que la region sea de variable y (Gréfico 1.41).
Se requiere despejar x obteniendo (1.225).

y=x> = X==,/y, como es en el primer cuadrante se toma x:\/y yde y=x = x=y (1.225)

Determinando los puntos de interseccion.

x=\yyx=y
Jy=y = y=y> = y-y’=0= y(l-y)=0 = y=0y y-=1 (1.226)

Como no se da un intervalo entonces hay que determinar el volumen del sélido de revolucion al
girar el area limitada por las curvas, estoesdey=0ay = 1.

La gréfica de la regidn se presenta en el Grafico 1.41. La regién cumple con todas las condiciones
de la definicidn esté limitada por las funciones x=\/§ y x=y dey=0ay=1queson los puntos de

interseccion, donde la funcion mayor es f (y)= \/Y y la funcién menor ¢ (y) =Y, podemos decir que
R=\Jyyr=y

Luego el volumen es

v :%n u® (1.227)

Gréfico 1.41 Ejemplo de generacion de un disco al girar alrededor del eje y el area de un rectangulo.

PO el B -
LG Lar e ek

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
1.4.3.4 Meétodo de capas o envolventes cilindricas
En el método de las envolventes cilindricas tenemos un rectangulo como se muestra en el Grafico 1.42,

a continuacién se gira con respecto al eje y, al girar este rectangulo se genera una envolvente o capa
cilindrica, como se muestra en el mismo Grafico 1.42.



Grafico 1.42 Generacion de una envolvente cilindrica
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Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
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Determinemos el volumen del sélido de revolucion por el método de envolventes cilindricas, para
ello consideremos una region R limitada por la funcion continua y positiva f (x) el eje x y las recta

X=a Yy x=Db y gira con respecto al eje y.

Haciendo una particion del intervalo [a,b] de n subintervalos de longitud Ax, y tomando el

rectangulo que se forma en el intervalo [XH, X, ] ,debase Ax yaltura f (X *) hacemos girar el rectangulo

con respecto al eje y se genera una envolvente como se muestra en el Gréfico 1.43.

Gréafico 1.43 Generacién de una envolvente cilindrica

.

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Grafico 1.44 Generacion de una envolvente cilindrica

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Considerando la envolvente generada en 1.44, para determinar el volumen de la envolvente,
notemos que es la diferencia del volumen de dos cilindros el exterior de radio X; y el interior de radio
Xi—l '
Luego el volumen V; de la envolvente se expresa en(1.228).

V, =V —Vi =727 (Xi*)_ﬂxiz—lf(xi*) ( XX ) 7 (%)X + X JAX = 2f (X, )(X'—;XMJAX (1.229)

Calculando el volumen para cada uno de los rectangulos que pueden formarse se tiene (1.230), (1.231,
(1.232) y (1.233).

V, = 2xf (x;)(%]m (1.230)
V, = 2xf (x;)(%jm (1.231)
;/i =2rt (x;)[%%x (1.232)
v ~ 271 (x;)(%jm (1.233)

Sumando los volimenes (1.230), (1.231), (1.232) y (1.233), tenemos (1.234).

V=27t (X;)(%)AX+271¢ (xz*)(%ij+---+2;rf (xi*)(%ij+---
+2rf (xn*)(%jm

Vo~ ZZﬂf( )(X e ij (1.234)

Tomando el limite de (1.234) cuando n tiende a infinito obtenemos (1.235).

n—oo

- I|m227rf( )(%)m (1.235)

Luego, expresando (1.235) como la integral definida obtenemos (1.236).
b

V=I27zf(x)(xzxjdx f27zf xdx:TZﬂxf(x)dx (1.236)

a

Con lo que se tiene la definicion siguiente.

Definicidn: Sea R la region delimitada por la funcion continua f para 0<a<b, el eje x y las rectas
x=a Yy x=Db. El volumen del sélido que se obtiene al girar la region R con respecto al eje y, es

b
V= IZ;zXf (x)dx , donde x es el radio de la envolvente y f(x) es la altura de la misma.

Si R es una region de y, se tiene como definicion (Larson & Edwars, 2018)
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Definicion: Sea R la region delimitada por la funcién continua f para 0<c<d el ejey y las rectas
y=Cy y=d . El volumen del sélido que se obtiene al girar la region R con respecto al eje X, es

V:_[Znyf(y)dy

donde y es el radio de la envolvente y f (y) es la altura de la misma (Larson & Edwars, 2018).

En general se puede determinar el volumen de un sélido de revolucion por el método de
envolventes cilindricas usando el radio y la altura de la envolvente que se forma al girar un rectangulo
de la region, como sigue:

b -/
% :j27z(radio)(altura)dx para una region X. (1.237)

a
d

% :j27r(radio)(altura)dy para una regiony. (1.238)

c

Ejemplo 1.4.8 Calcular el volumen del sélido de revolucién generado al girar la region limitada por
y=x"y y = x, alrededor del eje y. Usar el método de envolventes cilindricas.

Este es el mismo ejemplo 1.4.7, pero en vez de usar arandelas se usaran envolventes cilindricas,
por lo cual se debe de usar Regidén x y giro eje y Grafico 1.45.

Gréfico 1.45 Ejemplo de generacion de una capa cilindrica al girar alrededor del eje x el area de un
rectangulo

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Determinemos los puntos de interseccion de las dos funciones.

y=xy y=x
Xt =x = x*=x=0 = x(x-1)=0 = x=0y x=1

Como no se da un intervalo entonces hay que determinar el volumen del sélido de revolucion al
girar el area limitada por las curvas, estoesdex=0ax=1.

En este caso no podemos usar de manera directa la definicion ya que se tienen dos funciones, por
lo cual es necesario el determinar el radio y la altura.

Recordemos que cuando se tiene un punto P(x, y), x es la distancia horizontal desde el eje y

hasta el punto y y es la distancia vertical desde el eje x hasta el punto, tal y como se indica en el Grafico
1.46.
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Grafico 1.46 Representacion de un punto en el plano

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Gréfico 1.47 Ejemplo de generacion de una capa cilindrica al girar alrededor del eje y el area de un
rectangulo

)

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Para nuestro problema se tiene que el radio coincide con x, r = x y para la altura usemos Yy, para
la parabolay y, paralarecta. Las distancias conocidas son las que se tienen hacia el eje x, estas son Y,

y ¥, ylaaltura h se determina viendo la relacion que se cumple, estaes y, +h=y, dedonde h=y, -y,
, como la region es en x, la altura debe ser en variable x. asi

2
h=y -y, =X-X

Calculemos su volumen.

1
\Y :?'IJ.ZHX(X—)(Z)dx: Zﬁ_(i;(xz _x3)dx:27r(%x3_%x4] = Zﬁ(%—%J—OZZH(%]:%ﬂ

0

VIEﬂ'U
6

Ejemplo 1.4.9 Determinar el volumen del sélido que se obtiene al girar la region determinada por
2y=x+4,y=xyx=0 alrededor de larecta x=4.

La regidn estad acotada por tres rectas, si tomamos la region de variable x, entonces x=0 es un
limite y no una funcidn de x, determinemos la interseccion de ellas.

2y=x+4 Y y=X 2y=x+4 = y=%x+2

Con lo cual y:%x+2 y y=x Asi %x+2:x = %x—x:—Z = _1,_5
2
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Entonces x=-2(-2)=4
El punto de interseccion es (4,4).
Determinemos el radio y la altura de la envolvente.
La altura esta determinada por la diferencia de las dos rectas, si ygo=X Yy vy, :%XJrz se tiene

Yro +h= Yro de donde h= Y~ Yo :%X-{-Z—X:—%X-{-z (GréﬁCO 148)

Grafico 1.48 Ejemplo de generacion de una capa cilindrica al girar alrededor de una recta paralela al
ejey

¥=x ' rescia 2

¥ secia O

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

El radio no se obtiene de manera directa con la variable, en este caso tenemos x+r =4, por lo
que r =4—x(Grafico 1.49).

Grafico 1.49 Representacion del radio y la altura

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Determinando el volumen
4 4 1 4 1

V= JZ;r(radio)(aItura)dx = f27z(47x)(f§x+ Zjdx = erj(fo +8+§x2 72xjdx
0 0 0

4 4
V= 2;;](%% —4x +8de = 27{%# —2x? +8xj = 2;{%(4)3 —2(4)° +8(4)]70
0 0
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V= 27:(%(64)— 2(16)+8(4)j - 2ﬁ(3—:-32+3z] - G—;E (Graficol.50).

V= %ﬂ ul
3
Grafico 1.50 Ejemplo de generacion de una capa cilindrica al girar el rea de un rectangulo alrededor

de una recta paralela al eje y

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Cuando tenemos las condiciones de las definiciones dadas es posible solo sustituir en la expresion
del volumen para determinarlo, si no se cumplen todas las condiciones entonces analizamos la region y
definimos el método que se empleara para determinar el volumen del sélido de revolucion, para ello se
usa el radio del disco, el radio exterior e interior de la arandela o el radio y la altura de la envolvente
segln corresponda.

Cuando se modifica la regién o el eje de giro es cuando cambian las condiciones y no se puede
usar directamente la definicion.

Para determinar el volumen de un sélido de revolucion se puede usar el método de los discos y el
de envolventes o el de arandelas y el de envolventes.

Ejercicios para completar de la Leccion 1.4.3

1. Sean las funciones x = —y?2 + 4y y y =1& y = 4 . Formular y evaluar la integral que da el
volumen del sélido formado al girar la region alrededor del eje y

Lo primero que se tiene que hacer es graficar la funcion (Gréfico 1.51)

Graéfico 1.51 Representacion gréafica de las funciones

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Una vez hecha la grafica, podemos ver mas facil los intervalos de la funcién, por lo que

procedemos a sustituir los datos en la funcién més conveniente. En la misma grafica determine el
rectangulo representativo que haréa girar.

¢ Como son los rectangulos, verticales u horizontales?

¢Va a integrar con respectoa x o a y?

Determine la integral.

Procede a integrar y evaluar.

De la respuesta

2. Encontrar el volumen del sélido que se genera al girar la region acotada por lacurva y=x2+1 vy
larecta y = —x+ 3 que giraalrededor del eje x (Ruiz, 2021).

En el Gréfico 1.52, dibuja el rectangulo representativo y al hacerlo girar alrededor del eje x se
genera una arandela

Grafico 1.52 Representacion gréfica de las funciones

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Para este caso utilizaremos la formula para rectangulos verticales.

V= [y al(f()? - (g(0) Jdx

Por lo que procederemos a definir el radio externo y el radio interno pero esta vez en funcion de y.
Por lo que procederemos a definir el radio externo y el radio interno pero esta vez en funcion de x.
Rp = s Rp% = = ;e =

Sustituimos en la Integral y reducimos términos.

V=1

Procedemos a resolver la Integral Definida y nos da como resultado:

El volumen obtenidoes V =

(134

3. Hallar el volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer girar sobre el eje “y” y la region
que esta comprendida en el primer cuadrante, entre lacurva y = —x3 + 4x? — 3x + 1 y la vertical x =
3.

Grafica las funciones y decide como es el rectdngulo que va a girar.

Decide qué método emplearéas para determinar el volumen del sélido.

Desarrolla el procedimiento para determinar el volumen del solido.
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Actividad de la leccion 1.4.3

1. Miguel desea calcular el volumen de una ventosa para vidrio, el cual esta dado por la region y =
4x,y = 2x? con el eje x como eje de giro.

En la grafica dibuja un rectangulo muestra y haz girar la region alrededor del eje x.

LAk

En el recuadro efectlia las operaciones

2. Lauratiene una ldmpara en su mesa de noche, desea saber cual es el valor del volumen de una parte
de su estructura por medio del método de discos.

Determind que la estructura de la Iampara es una region limitada por y=x3, y=8 y y=0
Al estar en una posicion vertical, la region gira alrededor del eje y.

En la gréafica dibuja un rectangulo representativo y giralo alrededor del eje y.




En el recuadro realiza las operaciones
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Listas de Ejercicios de la leccion 1.4.3

Tabla 1.6 Ejercicios de la leccion 1.4.3

Hallar el volumen del sélido generado al rotar la
region acotada por las rectas y las curvas dadas
alrededor del eje indicado (discos)

1. y=9—x2%,y=0;¢ejex
y=x3y=0x=2;¢ejex

y=v9—x2 y=0;ejex
y=—x,y=-2,x=0;¢jey

y=cosx, 0O stg; ejey

o ks wN

2 .

X =E,x =0,y=0,y=3;¢ejey
Hallar el volumen del s6lido generado al rotar la
region acotada por las rectas y las curvas dadas
alrededor del eje indicado (arandelas) y =x,y =1,
X =0; eje x
7. y=2X,y=Xx,X=1;ejex
8. y=4—x% y=2-X;ejex
9. y=x%2 +1,y=x+3;¢ejex
10,y =secx,y=tanx,x =0,x = 1;ejex
11. y=sec(x), y=0, x =%,x =0;ejey
12. ler cuadrante x% + y2 = 3,y = /3, x = /3;

ejey
13. lercuadrante y = x2, y =0, x = 2; ejey
Representar la region R acotada por las graficas
de las ecuaciones para calcular el volumen del
solido generado al girar R alrededor del eje
indicado. Trace un rectangulo tipico junto con la
envolvente cilindrica que genera.
14.y=-x=1,x=2Y=0¢ey
15.y =x2 —5x,y =0, ejey
16.y=x3+1,x+2y=2,x=1,¢jey
17.y3 =x, y=3,x =0, eje x
18.y =9 —x2%,y=0, eje x.

19.y =+/cosx,0 < «x Sg
20.2y=x,y=4,x=1,¢jex

Hallar los volumenes de los sélidos generados al
girar las regiones acotadas por las curvas y las
rectas dadas alrededor del eje x.
2l.x+y=3,x2+y=3

23.y=X,y=2X,y=2

24,y =+/x, y=0, y=x-2
25.x=1+y?x=0,y=1, y=2
26.x+y=3, x=4-(y-1)

21. Y =SeCX,y=\/§en[—%,%]

Hallar el volumen del sélido generado al girar cada
region alrededor del eje y.y = X%, x = 2 y el gje x.
28.y =+x,y=x

29.y =+x,y=0yx=4.

30.x = y?, y=x-6

3lL.y=x34+1,x=0,y=9

Obtener el volumen del sélido de revolucién que
se forma haciendo rotar la region limitada por las
graficas de las ecuaciones dadas, en torno del eje
indicado.y = x2+1,x=0,y=5, ejey
32.y=(x-2)%x=0,y=0; eje x
33.2x-y-12=0,x-2y—-3=0,x=4; ejeVy.
34. x2 = 4y, y = 4; eje x.

35.y=4-x2y= 1—ix2, eje x
36.y=1-x2,y=x>—1,¢ejey
37.y=x3,x=-2,y=0, eje x

38.y=2x,y = 4x? ejey

39.x=y3, x2+y=0, eje x
40.x=y%,y—x+2=0,¢ejey
41.x+y=1,y=x+1,x=2,¢ejey.
42.y=§,y=0,x=%,x=2,ejey

Fuentes de Consulta: (Ayres & Mendelson, 2010; Larson & Edwars, 2018; Ruiz, 2021; Stewart, 2015; Zill & Wright, 2011)
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Tabla 1.7 Segunda parte de la lista de ejercicios de la leccion 1.4.3

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49,
50.
51.

52.
53.

54,

55.
56.

57.
58.

59.
60.
61.

62.
63.
64.
65.
66.
67.

2y =

68.

69.

70.

71.

yziilel y=2| y=0’x:0’eje
y.

y = x* y = 1, gira alrededor de x = 2,
y=1.

ler cuadrante y=+v2, y=

secxtanx,x = 0;rectay =2

ler cuadrante y =2,y = 2senx,x =
O;rectay =2

ler cuadrante, y = x2, y=0, x = 1;
rectax = —1

2do cuadrante y = —x3, y =0,
—1;rectax = —2
y=x%y=4;rectay =4
y=x%y=4;rectay =5
y=x%y=4;rectax = 2.
y=vx, y=0,x =4;rectax = 4
y=vx, y=0,x = 4; rectax = 6
y=vx,y=0,x=4;recta y =2
y=4x%4x+y—8=0;rectax =1
y=4x?4x+y—8=0;recta y=0
y = 4x?%, 4x +y — 8 = 0; recta y =16.
y=x3,x=2,y=0;rectax=2
y=x3x=2,y=0;rectax=3
y=x3x=2,y=0;rectay = —1
y=x2+1,x=0,x=2yy=0; rectax =
-1.

x=y-ylyelejey;rectay=1.

y = 2x—X?y y=x; recta x =1.

X = 4+6y — 2y’ y X =—4; recta x = -4.
2y=x+4,y=xyx=0; ejex
2y=x+4,y=xyx=0;elejey
2y=x+4,y=xyx=0; rectax =4;
X+4,y=xyx=0;rectay=8.

Al girar alrededor del eje x la regién
limitada por la curva y = +/2x + 4, el
eje x, el eje y y la recta x = ¢ (¢>0), se
generd un solido de revolucion. ;Para
qué valor de c¢ el volumen del sélido
sera de 12 unidades cubicas?

Obtener el volumen del sélido de
revolucion generado cuando la region

3 .
acotada por lacurvay =1 — = el eje x

y la recta x = 1se gira alrededor del eje
X.

Calcular el volumen del solido de
revolucion generado cuando la region
limitada por el eje x, lacurvay =1+

2 _ _ .
=Y las rectas x = 1 y x = 4se gira
alrededor del eje x.

Calcular el wvolumen del sélido
generado al girar la region limitada por

X =

74.

75.

76.

77.

78.

79.

a.
b.

80.

a.
b.

81.

a) Larectay=2
82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

a.

Obtener el volumen del solido de revolucion
generado cuando la region limitada por la curva y =
Vsenhx, el eje x, y lasrectas x =0y x = In 2, se gira
alrededor del eje x.
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por yx? =1,y =1yy = 4 alrededor de
larectay =5.
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por las gréficas de y> =x,x =0,y =—
1yy=1giraalrededor de larectay = 2.
Hallar el volumen del sélido obtenido al girar la
region limitada por y = 4x — x2, y = 8x — 2x%; en torno
dex=-2
Hallar el volumen del sélido obtenido al girar la
region limitada por y = x?, x = y; en torno de y = -1
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada pory=x?+1,x =0, x =2 y y=0;
alrededor de la recta x = 3;
alrededor de la recta x = 1.
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por y = 4 — x? y y=0;
alrededor de la recta x = 2,
alrededor de la recta x = -2
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por y = vx ylasrectasy =2, yx=0
alrededor de:
b) Larectax =4
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por las rectasy =2x, y=0yx =1
alrededor de:
ax=1 Db)x=2

Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por x = y3, x = 8 y y = 0 alrededor de
larectax = 8.
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por x =y — y° y el eje y alrededor de
larectay =1.
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region acotada por y = 2x — x? y y= x, alrededor de
la recta x =1.
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
regiony = x* yy = 1 alrededor y=1
Hallar el volumen del sélido generado al girar la
region y = x2 y y = 4 alrededor de:
@y=4, (b)y=5 (c)x=2
Obtener el volumen del sélido obtenido al girar la
region triangular acotada por las rectas 2y =x + 4,y
=x y x =0 alrededor de:

elejex; (b)elejey; (d)

larectay =8.

(c) larectax =4;
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72,

73.

las gréficas de las curvas y = e*y y = 2%,
y larecta x = 2, alrededor del eje x.
Calcular el volumen del soélido
generado al girar la region limitada por
las gréficas de y = logox, y = Inx 'y
larecta x = 3.

Calcular el volumen del solido de
revolucion generado si la region
determinada por la catenaria y =

6 cosh=, el eje x, el eje y y la recta x =
6In6, gira alrededor del eje x.

89.

90.

91.
92.

Obtener el volumen del solido obtenido
al girar la region en el primer cuadrante
acotada por y = x®y y = 4x alrededor
de: (a)elejex; (b) la recta x = 8.
Obtener una formula para el volumen
del s6lido inclinado usando una integral
definida.

Un cono circular recto de altura h y
radio de la base r.

Una esfera de radio r.

Un cono circular recto truncado de
altura h, radio de la base inferior R y
radio de la base superior r. Un segmento
esférico de altura h y radio de la esfera
r.

Representar la region R acotada por las gréaficas de las
ecuaciones dadas y luego plantee la integral o las
integrales que se necesitan para calcular el volumen del
solido que se obtienen al girar R alrededor de la recta
indicada. Use todos los métodos posibles en cada

ejercicio.

y=x3,y=4x,rectay =8

22.y = x3,y = 4x, rectax = 4
23.x+y=3,y+x%=3,rectax =2
24,y =1—x%x—y=1,rectay =3
25.x2+y2=1,rectax =5

2
26.y = x3,y=x%rectay = —1
27.y=4—x%,y=0,rectax=-3

Fuente de Consulta: (Ayres & Mendelson, 2010; Larson & Edwars, 2018; Ruiz, 2021; Stewart, 2015; Zill & Wright, 2011).
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1.4.4. Volumenes por secciones transversales
1.4.4.1. Teoriay ejemplos
Existen sélidos que no se obtienen del giro de una region con respecto a un eje, para determinar el
volumen de estos solidos se emplea el método de secciones transversales, llamado también rebanadas.

La idea de este método consiste en tomar el sélido con respecto a uno de sus ejes y cortarlo en
“rebanadas”, calcular el volumen de cada rebanada y sumarlas.

Arquimedes considera a Demdcrito como el primero que establecio
correctamente la formula del volumen de un cono o de una pirdmide
considerando estos s6lidos como si estuvieran formados por innumerables
capas paralelas (Newman, 1994).

1.4.4.2. Método de secciones transversales

Supongamos que se quiere hallar el volumen de un sélido S como el que se muestra en el Grafico 1.53,
tracemos los ejes x y y para referencia, cortemos el sélido con un plano obteniendo asi la seccion

transversal que es perpendicular al eje X y que pasa por el punto x, donde a<X<b y el 4rea de la seccion
transversal es A(x) y varia conforme lo hace x.

Graéfico 1.53 Representacion del corte de un sélido S con un plano

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Si se divide el sélido S en n rebanadas de ancho igual a Ax, esto es una particion del intervalo [a,
b] a lo largo del eje x. Consideremos el intervalo [x;_;, x;] y determinemos el volumen de la i-ésima
rebanada V; (Grafico 1.54).

Gréfico 1.54 Representacion de una rebanada el sélido

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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El volumen V; de la rebanada es igual al area de la seccion transversal A;(x) por su altura 4x, lo
que se representa en 1.

Vi(x) = A;(x)Ax (1.239)
Calculando los volimenes para cada subintervalo y sumandolos, tenemos (1.240).

V=YL, A(x;)Ax (1.240)

Tomando el limite cuando n tiende a infinito, se tiene que el volumen del sélido se expresa en (1.241).

V= lim Y, A(x)Ax = [ A(x)dx (1.241)
n—oo

Definicion: El volumen del sélido S con area de la seccion transversal igual a4 (x), desde x = a hasta
. . b
x = b, perpendicular al eje xes V = fa A(x) dx

El volumen del s6lido S con area de la seccion transversal igual a A(y), desde _ _ hastay = d,

perpendicular al ejeyes V = de A(y) dy

Ejemplo 1.4.10 Determinar el volumen de la piramide recta de altura h y base cuadrada de lado a
(Stewart, 2015).

Consideremos la piramide de manera horizontal y hacia la derecha, esto para poder ubicar el eje X, como
el eje de la piramide, por lo cual se encuentra en el centro de ella sobre la base del Grafico 1.55 (Stewart,
2015). La seccion transversal perpendicular al eje x, a una distancia x del origen, esta seccion es un
cuadrado de lado I.

Gréfico 1.55 Piramide de manera horizontal con la altura el eje x

Fuente de consulta: Stewart, 2015

Para determinar el volumen necesitamos determinar el area de la seccion y posteriormente
calcular el volumen con la integral de la seccion de 0 hasta h, ya que x se puede tomar desde el vértice
de la pirdmide hasta la base. El area de la seccion es A(l) = [, necesitamos expresar | en términos de la
variable x y en dado caso, de las constantes. Para ello podemos tomar el triangulo que se forma del origen
a la base de la pirdmide que pasa por la seccion transversal, como se muestra en el grafico 1.56. (Stewart,
2015).
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Graéfico 1.56 Piramide de manera horizontal con la altura el eje x

e al2
|2
; X i !
h _=
Fuente de consulta: Stewart, 2015
Por triangulos semejantes tenemos (1.84).
: l
r_2 r__y|=%
R e de donde -=-y l - (1.242)
2 2

De donde A(x) = () =5 x? (1.243)

Asi, integrando (2), obtenemos la férmula del volumen de la pirdmide de base cuadrada.

2 2 1 \" _a?(1,3 h1,
fo—x dx =< f dx =L (—x )O_ﬁ(gh —O)O—Eah (1.244)

3
La formula del volumen de la pirdmide recta de altura h y base cuadrada de lado aes V = %azh

Ejemplo 1.4.11 Un tetraedro tiene tres caras perpendiculares entre si y tres aristas también
perpendiculares de 2, 3 'y 4 cm de longitud respectivamente. Calcular el volumen (Stewart, 2015). Para
resolver el problema necesitamos trazar una seccion transversal del solido, para ello necesitamos esbozar
el solido. Gréfico 1.57.

Gréafico 1.57 Tetraedro

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Un tetraedro es un poliedro de cuatro caras donde cada cara es un triangulo, para tener una idea
mas precisa un tetraedro que conocemos es el boing de triangulito. Eso ya nos da una idea del solido, la
otra indicacion que nos dan es que tiene tres caras perpendiculares y tres aristas perpendiculares esto es,
tres lados perpendiculares esto lo ubicamos en el plano xyz tomemos a este como base del solido y las
rectas que van del eje x al eje y, del eje y al eje z y del eje z al eje x, asi:

Consideremos a z como el eje del tetraedro asi las secciones transversales seran perpendiculares
a z y la variable para integrar también es z. Trazando la seccion a una distancia z, tenemos el Grafico
1.58 (Stewart, 2015).
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Graéfico 1.58 Z como eje del tetraedro

JESS

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

La seccidn transversal es un triangulo rectangulo digamos de catetos a y b, el area de la seccion
1 . . . . e
esA = 5 ab. Necesitamos expresar a y b en términos de la variable z. Grafico 1.59

Graéfico 1.59 Representacion de la seccion transversal del tetraedro

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Tomamos el triangulo sobre el eje x y eje z
./ . b 4-z 4-z
Por triangulos semejantes tenemos P de donde b = -~
Tomando ahora el tridngulo del eje y al eje z, tenemos el Grafico 1.60.

Grafico 1.60 Representacion de la seccion transversal del tetraedro con base x y eje z

Ll
S

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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§=44;Z de donde a = 3(44;2) =%(4—z) , Luego A(2) =%G(4—z)>(421) =%(4—z)2,Asi

Ve [ e = [ 2z = () (4= Dl = g [~ 4~ (4 0] =4
16 T T 16), T T T16\3 #2710 = 716 B

Entonces el volumen del tetraedro que tiene tres caras perpendiculares entre si y tres aristas
también perpendiculares de 2, 3 y 4 cm de longitud respectivamente es: V = 4. Otro tipo de ejercicios
que se consideran en esta seccion es cuando no podemos dar la descripcion del s6lido mediante un objeto
conocido, en ese caso se da una descripcion del sélido mediante su base y las secciones transversales.
Un ejemplo de este tipo es el siguiente.

Ejemplo 1.4.12 La base de un sélido es la region circular contenida en el plano xy acotada por la gréafica
de x? +y% = a?, donde a > 0. Calcular el volumen del sélido suponiendo que todas las secciones
transversales correspondientes a planos perpendiculares al eje x son cuadrados (Ruiz, 2021).

En el Gréfico 1.61 se representa la base circular del sdlido y dos secciones transversales
perpendiculares al eje x.

Graéfico 1.61 Representacion de la base circular del solido y dos secciones transversales
perpendiculares al eje Xx.

'S

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Como la seccidn transversal es un cuadrado, el area se expresa en (1.245).
A(D) =12 (1.245)
Por lo que se requiere determinar | en términos de la variable x, ya que la seccion es perpendicular
al eje x. Para ello consideremos el circulo y el lado de una seccion sobre él, como se observa en el Gréafico

1.62.

Grafico 1.62 Representacion en forma plana.

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Por la simetria de la circunferencia se tiene que el lado del cuadrado es igual a 2y, por lo que
sustituyendo 2y en (1.245).

A= (2y)? = 4y? (1.246)

Necesitamos que el rea sea funcidn de x. Sabemos que la ecuacién de la circunferencia se expresa en
(1.247).

x4+ y? =qa? (1.247)
Al despejar y? de (1.24) se obtiene (1.248).

y2 = q? — x? (1.248)
Sustituyendo (1.248) en (1.247).

A(x) = 4(a? — x?) (1.249)

La seccion transversal se toma desde x = —a hasta x = a, por la integral definida queda expresada en
(1.250).

V= f_aa4(a2 —x¥)dx =2 foa 4(a® —x¥) dx = 8f0a(a2 -x2)d (1.250)

Resolviendo (1.250) se obtiene el volumen del sélido.

V= 8(a2x—§x3): = 8(a3 —§a3) = 2043

,_16

3

Ejemplo 1.4.13 Un sdlido tiene base en el sector de la parabola comprendido entre y = x? y larectay =
4,y las intersecciones con planos perpendiculares a la base y paralelos al eje x son cuadrados.
Determinar su volumen (Gréficos 1.63 y 1.64).

La base del solido esta representada por la regién expresada en 1.
R={(x,y)] —2<x<2 & x?<y<4} oR={(x,y)|0<y<4 & — [y <x<.y} (1250

Grafico 1.63 Representacion de la regién
e e A ke
; ‘

|
|
|
|
|
|
|
|
1
[
|
|

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Grafico 1.64 Representacion del sélido

N

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Tomando el eje y como eje de rotacion tenemos que 0 <y < 4y que el lado del cuadrado en la
base se mide I(y) = Zﬁ, por lo que nos resulta el area, expresada en (1.98).

AW) = (2fy)? (1.252)

El volumen se obtiene al calcular la integral de (1.253).
4 4 v? a4 3
V= [ AQ)dy = [ 4y dy = 415 =32u (1.253)

Ejercicios para completar de la seccion 1.4.4

1. La base de un s6lido es circular con un radio de 2 , hallar su volumen, sabiendo que la seccion
transversal perpendicular al eje x es un cuadrado.

Observemos la representacion en el Gréafico 1.65.

Gréfico 1.65 Representacion gréfica

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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En el recuadro realiza el desarrollo

2. Juan tiene una pelota, de la cual le gustaria saber su volumen, ayuda a Juan a deducir el resultado de
la formula, ya que no ha logrado determinar los limites de integracion (Ruiz, 2021).

Recordemos la férmula:

b
V=]Adx

a

En el recuadro realiza el desarrollo
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Actividad de la Leccion 1.4.4
1. Calcular el volumen del sélido que esta entre los planos perpendiculares al eje x acotado por x = -1

y X =1, si las secciones transversales perpendiculares al eje x son circulos cuyos didmetros van de la
pardbola y = x° a la parabola y = 2 — x? (Ruiz, 2021).

2. Labase de un solido es un disco circular de radio 3. Encontrar el volumen del sélido si las secciones
transversales perpendiculares al eje x son triangulos rectangulos isésceles con la hipotenusa apoyada
a lo largo de la base (Ruiz, 2021).

3. Labase de un solido es la region del plano xy acotada por las graficas de y = 4 y y = x2. Calcular el
volumen del s6lido suponiendo que las secciones transversales que se obtienen al cortarlos con planos
perpendiculares al eje x son cuadrados en el plano xy (Ruiz, 2021).




Lista de ejercicios de la leccion 1.4.4
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Tabla 1.7 Lista de ejercicios de la leccién 1.4.4

Calcular el volumen del solido que esta entre
los planos perpendiculares al eje x acotado por
X =-1yx =1, si las secciones transversales
perpendiculares al eje x son circulos cuyos
diametros van de la pardbola y = x* a la
pardbolay = 2 — x°.

La base de un s6lido es un disco circular de
radio 3. Encontrar el volumen del sélido si las
secciones transversales perpendiculares al eje
x son tridngulos rectangulos isosceles con la
hipotenusa apoyada a lo largo de la base.

La base de un sélido es la regidn circular
contenida en el plano xy acotada por la grafica
de x? + y? = a2 donde a > 0. Calcular el
volumen del sélido suponiendo que todas las
secciones transversales correspondientes a
planos perpendiculares al eje x son cuadrados.
La base de un sélido es la region del plano xy
acotada por las graficas dey =4 yy = X2
Calcular el volumen del sélido suponiendo que
las secciones transversales que se obtienen al
cortarlos con planos perpendiculares al eje x
son triangulos rectangulos isosceles cuya
hipotenusa esta en el plano xy.

La base de un sélido es la region del plano xy
acotada por las graficas dey =4 yy = X2
Calcular el volumen del sélido suponiendo que
las secciones transversales que se obtienen al
cortarlos con planos perpendiculares al eje x
son cuadrados en el plano xy.

La base de un sélido es la region del plano xy
acotada por las graficas de y = x y y? = x.
Calcular el volumen del sélido suponiendo que
las secciones transversales que se obtienen al
cortarlos con planos perpendiculares al eje x
son semicirculos cuyo didmetro esta en el
plano xy.

La base de un solido es la region del plano xy
acotada por las graficas de y?> = 4x y x = 4.
Calcular el volumen del sélido suponiendo que
las secciones transversales que se obtienen al
cortarlos con planos perpendiculares al eje y
son semicirculos.

La base de un solido es la region circular del
plano xy acotada por la gréfica de de x> + y? =
a? donde a > 0. Calcular el volumen del sélido
suponiendo que la seccién que se obtiene al
cortarlo con un plano perpendicular al eje x es
un triangulo isésceles de altura constante b.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

La base de un solido es la region del plano xy
acotada por la grafica de x? + y> = 1. Calcular
el volumen del s6lido suponiendo que las
secciones transversales que se obtienen al
cortarlos con planos perpendiculares al eje x
son circulos con diametro en el plano xy.

La base de un solido es la region del plano xy
acotada por la grafica de x? + y> = 1. Calcular
el volumen del s6lido suponiendo que las
secciones transversales que se obtienen al
cortarlos con planos perpendiculares al eje x
son cuadrados con base en el plano xy.

La base de un sélido es la region del plano xy
acotada por la grafica de x? + y> = 1. Calcular
el volumen del sélido suponiendo que las
secciones transversales que se obtienen al
cortarlos con planos perpendiculares al eje x
son cuadrados con diagonales en el plano xy.

La base de un sélido es la region del plano xy
acotada por la gréafica de x? + y> = 1. Calcular
el volumen del solido suponiendo que las
secciones transversales que se obtienen al
cortarlos con planos perpendiculares al eje x
son triangulos equilateros con base en el plano
Xy.

La base de un sélido es la region del plano xy
acotada por la grafica de y = 2vsenx en
[0, ] en x. Calcular el volumen del sélido
suponiendo que las secciones transversales
que se obtienen al cortarlos con planos
perpendiculares al eje x son triangulos
equilateros con bases desde el eje x hasta la
curva.

La base de un sélido es la region del plano xy

acotada por la grafica de y = 2vsenx en
[0, ] en x. Calcular el volumen del sélido
suponiendo que las secciones transversales
que se obtienen al cortarlos con planos
perpendiculares al eje x son cuadrados con
bases desde el eje x hasta la curva.

La base de un sélido es la region del plano xy
acotada por la gréafica de y = tan x y y = secx

en [—gg] en x. Calcular el volumen del

s6lido suponiendo que las secciones
transversales que se obtienen al cortarlos con
planos perpendiculares al eje x son circulos
con didmetros en el plano xy.

Fuente de Consulta: (Ruiz, 2021)
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Leccion 1.4.5 Longitud de arco y area de superficie
Investiga y Analiza

1. ¢En qué situaciones es requerido calcular la longitud de arco?
2. Menciona algunos ejemplos donde se requiera obtener la longitud de arco

1.4.5.1. Teoriay ejemplos

Si queremos conocer el largo de una curva, si dicha curva es una recta podemos calcularla como la
distancia entre dos puntos. Pero si la curva no es una recta, no conocemos un procedimiento, veamos
como se determina. Consideremos una funcion f (x) definida en un intervalo [a, b], como se muestra en
el Grafico 1.66.

Gréfico 1.66 Representacion grafica de una funcion f(x) definida en un intervalo [a,b]

]

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Para determinar la longitud de la curva que define a la funcidén, consideremos una particion del
. . . b— . .
intervalo [a, b] en n sub-intervalos de longitud Ax con Ax = Ta Considerando el intervalo [x;_q,x;] y
si tomamos el rectangulo que se genera hacia la funcion se tiene lo que se observa en el Grafico 1.67.

Gréfico 1.67 Rectangulo que se genera determinado por el intervalo [x_(i-1), X_i ]

1 Fla)

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

El rectangulo nos determina en su parte superior una aproximacion a la curva, segmento que esta
marcado con rojo, el cual esta muy alejado del valor real. Pero si en vez de tomar el segmento en color
morado tomamos el segmento en color verde, éste se encuentra entre los puntos Pi_l(xl-_l, f (xl-_l)) y
p; (xl-, f(xl-)), se obtiene una aproximacion mas cercana a la longitud de la curva en este intervalo. Razon
por la cual, en vez de tomar el rectangulo sobre cada intervalo, vamos a tomar el trapecio que se forma
(Grafico 1.68).
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Graéfico 1.68 Trapecio que se forma a partir del rectangulo

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Determinemos la longitud L de la curva en este intervalo.

Longitud L es igual a la distancia entre los puntos P;_; y P; (1)
Li = d(Pi—lJ Pl) (1254)

Sustituyendo en la formula de la distancia entre dos puntos, las abscisas y las ordenadas se tiene (2).

L; = J(xi —xi-1)% + (f(x) — f(xi—1))2 (1.255)

Necesitamos buscar la forma de modificar la longitud ya que para que podamos llegar a la Suma
de Riemann y posteriormente a la integral, necesitamos tener una expresion por Ax. Sin el factor 4x no
podemos llegar a la Suma de Riemann.

Recordando el Teorema del Valor Medio.

f(b) —f(a) = f'(x)(b —a) donde c € [a, b] (1.256)
Si aplicamos el Teorema del Valor Medio para la funcién f(x) en el intervalo [x;_4, x;], tenemos.
fx) = fQxq) = /(%) (g — x-1) con x; *€ [x;_q, x;] (1.257)

Asi, sustituyendo (4) en (2).

L= J(Xi —x;i—1)%+ (' (e ) (x; — xi—1))2

L; = \/(xi —xi-1)%+ (' (x; *))Z(xi — Xxj_1)?

L= J(xi — X;_1)? (1 + (f,(xi *))2)

L, = \/(1 + (f'(x *))2) (x; — xi-1)

L, = Jl + (f'(x; *))Z(Xi — Xj—1)
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Li=J1+(f’(xi 9)" Ax (1.258)

En la expresion (1.258) ya tenemos Ax. Luego, para aproximarnos a la longitud de la curva f (x)
en [a, b], calculamos las longitudes de cada sub-intervalo. Graficamente tenemos lo que se muestra en el
Grafico 1.69.

Gréfico 1.69 Representacion de las longitudes de cada subintervalo

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Asi, sustituyendo en (1.258) los valores correspondientes de x obtenemos (1.259).

L1=J1+(f’(x1*))2 Ax

L, = Jl +(f'(e0)" Ax

Li = \/1 + (f’(xi *))2 Ax

L,= \/ 1+ (f'(tn 0)” Ax (1.259)

Luego, (1.105) se expresa como una sumatoria.

L~ ?zl\/l + (f(x *))2 Ax (1.260)

Tomando el limite de (1.106), cuando n tiende a .., tenemos (8).

L= lim zy=1J1 + (f'(x; *))2 Ax (1.261)

Por la definicion de integral definida obtenemos (1.108).

L= 11+ (F/(0)” dx (1.262)
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1.4.5.2. Longitud de arco

Definicion 1.4.5.1 Sea f una funcién suave o alisada en [a, b], esto es f’(x) continua en [a, b], la

longitud de lacurvay = f(x) paraa < x < b, es L = f: /1 + (f’(x))2 dx, Como regién y, f una

funcion suave o alisada en [c,d], esto es f'(y) continuaen [c,d], la longitud de la curva x= f(y)

para C<y<d, esL = fcd /1+ (f’(y))2 dy

Nota: Cuando calculamos la longitud de la curva no es necesario graficar la funcion,

2/3
Ejemplo 1.4.5.1 Calcular la longitud de arco de la curvay = (g) desde x = 0 hastax = 2

Gréfico 1.70 Representacion grafica de la funcion

¥

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

: . . L x\2/3
Primero determinemos si la funcion y = (5) es suave.
-1/3
() =2 (% n_1_1
fe) = 3 (2) (2) T3 (5)1/3 (1.263)
2
Encontramos que f'(x) no es continua para x = 0. Veamos que sucede si cambiamos la variable,

. - ) . 2/3
esto es que consideremos la funcion x = f(y), despejando x  de la expresion y = G) , tenemos

x\2/3 3 x 3 3 x 2
y=(G)" —»=%_x=2y: _fO)=2y> fx)=0C) (1.264)

El intervalo para y, queda determinado si evaluamos los valores de x
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Six=0:y=(0)2/3=0

2

2
2

2/3
Six =2 :y:() =1,yvariade y=0 hasta y =1

Veamos si la funcién es suave
3 1 1 . .,
f'ly) = (5) (2y2) = 3yz = 3ﬁ f'(y) es continua en [0,1], luego la funcién es suave. (1.265)

Calculemos la longitud de la curva

L= /1 +(3yy) dy = [ JT+ 9ydy (1.266)

Resolviendo la integral

L=f01,/1+9ydy u=1+9y  du=9dy

101 1/2 3\1 2 3t 2 3 2 22 32
L=2f JT+oydy =331+ 9y)z)0 = (A +9y)2| =2 (A+9)— 5 (D=1 (10~ =
~ (10v10 — 1)= 2.26 unidades (1.267)

. x\2/3 .
La longitud de arco de lacurvay = (E) es 2.26 unidades

Ejemplo 1.4.5.2 Se requiere saber la longitud de arco de un tramo de la curva de una carretera. Funcion de la
curva: x2 = y3 enel intervalo [0,2].

Figura 1.4.5.4 Imagen de la carretera

Primero se grafica la funcion

Grafico 1.71 Representacion de la funcion y= (x"2)(1/3)

v

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Dada x2? = y3, despejando y tenemos

2

Revisemos si la derivada de la funcion es continua en el intervalo [0,2].

1
y =2 (x) 3= (1.269)

3x3

1
Observamos que la derivada de la funcién y = (x2)3, no es continua en el intervalo [0,2], por lo
3

que ahora trabajamos con la funcion x = yz (1.270)
representada en el Gréafico 1.72.

Gréfico 1.72 Representacion de la funcidn x= y"(3/2)

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

3

Derivando (3) obtenemos Z—; = E‘/; (1.271)

Como la derivada es continua en [0,2], podemos obtener la longitud de la curva, empleando la formula

2 u=4+9y
L=[7J1+ () dy L= [1+3y dy
du=9
11,02

szoz 4293/ dy L=35)Vudu

1 2 2 2
L=—("\Vudu _ar 2 _ 1 2

1o L=, L=g5lea+ 9w,

L==[c+ 9(2))3]
L==[c+ 18)3]

1 3 1 11 .
L=—-(22) _1—8(22)\/2__ ?\/ﬁ =573

La longitud de arco de la curva x* = y3 es 5.73 unidades
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Ejercicios para completar de la seccion 1.4.5.2

1. Un trabajador necesita calcular la longitud de la curva que se encuentra en una parte de un cable de

-, ST . . -, 2
alta tension que esta ligeramente caido, pero sin tocar el suelo, cuya funcién de la curvaes y = x* + =
en el intervalo [1,2].

Observa la gréfica de la funcion.

: ., 5
Deriva la funcion y = x* + =
X

¢La derivada obtenida es una funcion continua en el intervalo [1,2]?

¢Cudl es la formula que vas a emplear para obtener la longitud de arco solicitado?

En el siguiente recuadro realiza el desarrollo para obtener la longitud de arco solicitada.
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Actividad de la seccién 1.4.5.2

Calcular la longitud de arco de la funcién dada en el intervalo sefialado.

1. y=6Vx2+1deA(-1,7)aB (-8,25)

2. (a) Hallar una curva que pasa por el punto (1, 1) cuya integral de longitud sea L = ff 1+ ﬁdx

(b)¢ Cuéntas curvas como ésa hay? Justifica su respuesta




Lista de Ejercicios de la seccion 1.4.5.2
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Tabla 1.8 Lista de ejercicios 1.4.5.2

Instrucciones: Calcular la longitud de arco de la
funcion dada en el intervalo sefialado.

1. y? =x3 de (1,1) a (4,8)
2.(y +1)? = (x—4)% de A(5,0) aB(8,7)
2
3y=3x3—-5 de A(8,7) a B(27,22)
4y=5—+x3 ded=(14)aB=(4-3)

5.y = ’1‘—; +1 de (1,2) a(2,)
6.x = 31'—2+ %de (g,—z) a (136,—1)
y

T.x =—
4

3
8y="4x2+x+—dex=0ax=2
3 4x+4
9y =

10.

+% desdey =1hastay =2

x?  Inx

2 4

x5
y=,7

dex=2ax=4

%deleaxzz
6x

11.

12.

13.
14.

15

16.
17.

18.

19.
20.

21.

dex=0ax=2

y = In(sec x) "

3

y2
?t\/},13ys9

y=()o=<x<2

X =

3 2 3 2
y=zx3—§x3+5,1£xS8

3
y=2(?+2)321<y<3
y=24 1 1<x<2

8 4x2 -~
y=ln(senx)para%£x$§

y =In(1-x?) para0 < x <

y = coshx dex=0ax=1
y=e* dex=0ax=1

y=ln(ex+1)paraan§b,a>0

eX—1

N =

Fuente de Consulta: (Larson & Edwars, 2018; Stewart, 2015).

1.4.5.3. Teoria y ejemplos

Una superficie de revolucion se obtiene al girar una curva llamada generatriz alrededor de una recta que
se utiliza como eje en el plano. Un ejemplo de esto se obtiene al girar una circunferencia alrededor de su
didmetro obteniendo una esfera. Muchas de las superficies simétricas que conocemos pueden generarse
utilizando una Unica curva que describe el comportamiento de su contorno, ejemplo de ello son: huevo,

jarrdn, botella, trompo, etc.

Figura 1.7 Superficies simétricas

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Determinemos la forma de calcular el area de superficie que se genera al girar una funcion y =
f(x) con respecto al eje x, supongamos que y = f(x) es una funcion no negativa y con derivada f’(x)

continua en [a,b].
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Grafico 1.73 Representacion gréafica de f

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Para determinar el area de la superficie del sélido que se obtiene al girar la funcion con respecto
. . . . . . . b—
al eje x, consideremos una particion del intervalo [a, b] en n sub-intervalos de longitud Ax con Ax = Ta

Considerando el intervalo [x;_;,x;] y si tomamos el segmento de recta que se tiene entre los puntos
P(x;1, f(xi—1)) ¥ Q(x;, £ (x)) se forma un trapecio, mismo que ya vimos en longitud de arco es mas
cercano a la curva, se tiene:

Gréfico 1.74 Representacion grafica del trapecio obteniéndose como un cono truncado

I[xIJ
l[xl_1:| P

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Gréfico 1.75 Representacion grafica del giro del trapecio alrededor del eje x

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Al girar el trapecio obtenemos un cono truncado como el que se muestra en el Gréfico 1.74, y
éste tiene un area de superficie S;

Dado el cono truncado, anotamos los datos correspondientes (Grafico 1.76).
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Grafico 1.76 Elementos destacados en el cono truncado

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
El area de la superficie S de un cono truncado se expresa en (1.272).
S = 2m (radio medio)(longitud generatriz) (1.272)
La generatriz es la distancia entre Py Q

L ) (1.273)

radio medio =

La longitud generatriz = Lpp=Longitud de arco entre los puntos Py Q (1.274)

Utilizando la férmula de la longitud de arco

longitud generatriz = \/ 1+ (f'(x *))ZAx (1.275)

Asi el area de superficie del cono truncado generado en el intervalo [x;_4, x;], esta dado en (1.276).

§; = 2m (Fa=l ) J 14 (f/(x; %) A (1.276)

Calculando el area de superficie de los conos trucados que se generan sobre cada sub-intervalo y
sumandolas tenemos

§ ~ X 2 (L2t E) \/ 1+ (F/(x ) Ax (1.277)

Tomando el limite cuando n tiende a infinito, tenemos que el area de superficie es:

S = lim ¥, 2 (2=t D) J 1+ (f'(x; %)) Ax (1.278)
n—00

Empleando la definicion de la integral definida como el limite de suma de Riemann

s = [ om (L2219 /1 + (') dx (1.279)

Sustituyendo por f(x)

S =[] 2nf(x) 11+ (F/(0)” dx (1.280)
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1.4.5.4 Area de superficie de solidos

Definicion: Sea f una funcién suave o alisada en [a, b], esto es f'(x) continua en [a, b], el area S de
la superficie generada al girar la gréfica de y = f(x) para a < x < b, alrededor del eje x, es S =

f: 21f (x) /1 + (f’(x))2 dx, siendo f () el radio medio del cono truncado que se genera.

Como region y, f una funcidn suave o alisada en [c, d], esto es f'(y) continuaen [c,d], el &rea S de la
superficie generada al girar la gréfica de x = f(y) para ¢ <y < d, alrededor del eje y, es S =

fcd 2rf () |1+ (f’(y))2 dy (Larson & Edwars, 2018).

Ejemplo 1.4.5.3 Calcular el area de la superficie generada al girar la region limitada por y = coshx
desde x = 0 hasta x = 2 con respecto del eje x

Solucion:

Gréfico 1.77 Representacion grafica de la region limitada por y=coshx desde x=0 hasta x=2

_|—cosh(x)

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

En este caso el radio coincide con la funcion, luego y = f(x) = cosh x y los limites nos lo dan
en el planteamiento del problema, por lo que x varia de 0 a 1, luego hay que determinar si la funcion es
suave

f'(x) = sinhx f'(x) es continua para todo x. luego la funcion es suave.
Calculemos el &rea de superficie

S = fol 21 coshx /1 + (sinhx)?dx (1.281) = f01 21 coshx Vcosh? x dx = fol 21 cosh x cosh x dx

1

_rt 2 _ 1cosh2x+1 _ 1 _ 1 .
= [, 2mcosh? x dx = 2m [ — dx—nfo(cosh2x+1)dx—n(zsmh2x+x)

0
= nGsinhZ +1——sinh0 - 0) = n(%sinhZ + 1) — 8.8386

S =8.8386
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Ejemplo 1.4.5.4 La forma del reflector de un faro se obtiene haciendo girar una parabola alrededor de
su eje. Calcular el area de la superficie de un reflector que mide 4 pies de didmetro y tiene una
profundidad de 1 pie. Figura 1.8.

Figura 1.8 Imagen del reflector

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

El reflector del faro se obtiene de una pardbola que podemos situar su centro en el origen (Figura
1.8). Vemos que la parabola pasa por los puntos (1,2) y (1,—2), por lo que podemos determinar la
ecuacion de la parabola con centro en el origen que pasa por esos puntos.

La ecuacion de la parabola con centro en el origen que abre hacia la derecha es
y? = 4px (1.282)

Grafico 1.78 Gréfica de la parabola y*2=4px.

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Como el punto (1,2) estan en la parabola para ese punto se cumple igualdad, asi (2)? = 4p(1)
~4=4p _p=1 (1.283)

Luego la funcion es y? = 4x, esto es y = V4x = +2/x (1.284)

Pero como queremos una funcién de x, que gire con respecto al eje X, es suficiente con la parte superior
de la parabola o con la raiz positiva, asi

y=f(x) =2vx (1.285)
Veamos si la funcion es suave en (0,1), para lo cual la derivamos

(1.286)
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(1.286) es continua en el intervalo (0,1) por lo tanto es suave
Nota: El cero no esta incluido porque el intervalo es abierto.

Determinemos el area de superficie, para lo cual integremos.

S =[2n(2vx) 1+ (%)2 dx = 4m [ (Vx) |1+ (3) dx =4m f) V& [“=dx

3 3 3
=4nf01\/?j;dx=4nf01\/x+1dx=8?”(x+1)5 =Z(1+1):-2(0+1)

1
0

81 3 8 3 81 3 8T
=Z@:-TWr=T(@:-1)=F(2v2-1)
El area de la superficie es:

A=Z(2V2-1)

Ejemplo 1.4.5.5 El arco de la parabola y = x2 de (1,1) a (2,4) se hace girar en torno al eje y. Encuentre
el area de la superficie resultante (Gréfico 1.79).

Gréfico 1.79 Arco de la pardbola y=x"2 que se hace girar en torno del eje y.

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Revisamos si la derivada de la funcidn es continua en el intervalo dado.

x =/y entonces Z—i = % (1.287)

Escribimos la formula para determinar el area de la superficie

s=2nf'\[y |1+ (ﬁy)2 dy (1.288)
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Solucion 1 Solucién 2
resol . I Utilizandoy = x2 y X =2x
eso vem4os alntegra1 S = [ 2mx ds
S=2m 1+—dy=
iy 15y s =f2m |1+ ()2dx

4 4y+1 4y
anl\/y Z—ydyzan1T3’7N/4y+1dy S=27Tf12x\/1+4x2dx

4 4 L Al sustituir =1+ 4x? se tiene du = 8x.
5= 7Tfl v 42’ +1dy= Zf1 uzdu = Recuerda que al cambiar los limites de integracion,
=24y +1)2

s = 3 3 :
[=56+ 1 - () | setiene I
$ =3 udu =[]

§ =Z(17V17 - 5V5) = 9.81n § == (17v17 - 5V5)

Llegamos al mismo valor obtenido en la solucion 1
El area de la superficie resultante es

§ ==(17V17 - 5V5) ~ 9.81%

Ejercicios para completar de la seccion 1.4.5.4

1. Para calcular el area de la superficie de una cubeta se tiene la region dada por la funcion y = x2
ylasrectasy=4yy =18

En el plano cartesiano haz la gréfica de la funcién

Cual es la formula que emplearas
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En el recuadro haz el desarrollo

Anota la respuesta

2. Se tiene una antena parabdlica (Figura 1.9) cuya funcion es y=x?, en los puntos (0,0) y (1,1), que
gira alrededor del eje y. Calcule el area de la superficie generada.

En el plano cartesiano haz la gréfica de la funcion.

10

10 5 0 5

-10

¢Cudl es la formula que emplearés?

En el recuadro haz el desarrollo

Anota la respuesta
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Tabla 1.9 Lista de ejercicios de la leccion 1.4.5.4

Determinar el area de la superficie genera al girar la | 5. ¢Sabias que, si cortas una pieza esférica de pan en
region dada con respecto al eje sefialado. rebanadas del mismo ancho, cada una tendria la
1. 4x=1y% de A(0,0)aB(l,2);ejex misma cantidad de corteza? Para probarlo
2. x= 4\/} de A (4,1)aB (12, 9); eje y supongamos  que el  semicirculo y=
3 E de | bola V2 =X | ori Vr2 — x2mostrado gira alrededor del eje x. Sea
. El arco de la parabola ¥~ =X con el primer AB un arco del semicirculo que esta sobre un
cuadrante que va de (1, 1) a (4, 2) gira alrededor intervalo de longitud h en el eje x. Muestra que el
del eje x. Calcular el area de la superficie area barrida por AB no depende de la ubicacion
resultante. o del intervalo si no depende de la longitud del
4. Hallar el area de la superficie lateral delxcono intervalo
generado al girar el segmento de rectay = > 0<|¢ 8y =2x*+x2de A (12) aB (2%) eje x
x < 4gira alrededor del eje x. Verifica tu
respuesta.
Fuente de Consulta: (Ruiz, 2021; Stewart, 2015; Larson & Edwars, 2018)
Tabla 1.10 Parte 2 de la lista de ejercicios de la leccion 1.4.5.4
7. y=2vx+1 de A0, 2) aB(3, 4); eje x 17. La banda sombreada que se muestra en la figura,
8. y=23xdeA(l,2) aB(8,4); ejey es un corte de la esfera del radio. R por planos
9. x=4,/ydeA(4, 1)aB(12,9); ejey paralelos que se encuentran a h unidades uno del
10. v = 0<x<™ e otro. Muestra que el area de la superficie de la
Yy =tanxenl=x =7 eex banda es 27Rh.
1. x=2/4—y,0<y< E; gjey 18. La forma del reflector de un faro se obtiene
4 haciendo girar una parabola alrededor de su eje.

_ 5 . ai Calcular el area de la superficie de un reflector que

12. x = /2y —1,=<y < 1;¢ejey _ : _ Pertic q
v Y L Chatd mide 4 pies de diametro y tiene una profundidad
13.x:7+8—y2,13y32;ejey de 1 pie.

_x? Inx . 19. ;Sabias que, si cortas una pieza esférica de pan en
dy=3-7-1=sxs 4 fex rebanadas del mismo ancho, cada una tendria la
15. y=coshx, 0 < x < 1; eje X misma cantidad de corteza? Para probarlo
16. x=€’, 05y < l, ejey supongamos  que el semicirculo y =

2 . .
13 El de | ‘bol yz —x | ori Vr? — x?2mostrado, gira alrededor del eje x. Sea
- £l arco de la parabola cqn €l primer AB un arco del semicirculo que esta sobre un
cuadrante que va de (1, 1) a (4, 2) gira alrededor intervalo de longitud h en el eje x. Muestra que el
del eje x. Calcular el area de la superficie érea barrida por AB no depende de la ubicacion
resultante. del intervalo si no depende de la longitud del
14. Hallar el area de la superficie lateral del cono intervalo.
generado al girar el segmento de rectay = g 0 < | 20. Calcular el area de la superficie generada cuando
x < 4gira alrededor del eje x. Verifica tu respuesta el menor de los arcos de la circunferencia x2_+
con la formula geométrica. y? =25 entre los puntos (- 3, 4) y (3, 4) gira
15. Hallar el area de la superficie lateral del cono alrededor del eje x. N
generado al girar el segmento de rectay = f_l_l’ 21. Mostrar que el area de la supe_rf|C|e de un cono
. . L2 2 circular recto de altura a y radio de la base b es
1 < x < 3gira alrededor del eje x. Verifica tu N T B2
respuesta con la formula geométrica. - 7:' “a ;" G | ficie lateral del
16. Hallar el area de la superficie generada al girar -Halla el area de la superficie lateral del cono

alrededor del eje x, la parte del hipocicloide X3 +
y2/3 =1.
A

B
X x+h

23.

24,

generado al girar el segmento de recta y = g 0<

x < 4, alrededor del eje y.
Mostrar que el &rea de la superficie de una esfera
de radio aes 4za”.

xZ

. y2 _ .
La elipse St = 1 con a > b se hace girar en

torno del eje x para formar una superficie llamada
elipsoide. Calcular el é&rea superficial del
elipsoide.

Fuente de Consulta: (Ruiz, 2021; Stewart, 2015; Larson & Edwars, 2018)
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Instrucciones: Resuelve el crucigrama, lee cada reactivo y recuerda lo visto en clases.

Verticales Horizontales

1. Se define como el limite cuando n tiende a
infinito de la suma de Riemman

1. Esta fétmula n(n+1)/2 permite obtener la suma
de

2. Esta suma de Riemman Y-, f(x)Axpermite
encontrar

2. Esta fotmula [n(n+1)]%/2 permite obtener la
suma de

d
3. La férmula L:I,[1+(f’(y))2dy permite

obtener

3. Al calcular areas por el método de discos y
arandelas, si integro con respecto a x, la funcién
f(x), es con respecto a la funcion g(x)

4. Cuando la derivada de una funcion es continua
en [a,b], como es la funcidn en el mismo intervalo

4. Si cambias p por v se lee 7.

5. Si f es una funcion integrable en un intervalo

a b
[ab], entonces [ " f(x)dx = [ f(x)dx, yel
signo debe ser

5. En las formulas para obtener el volumen por
el método de discos y arandelas, f(x) qué
representa del sélido.

6. Al calcular areas por el método de discos y
arandelas, si integro con respecto a y, la funcién
f(y), se encuentra a la de la funcion g(x)

6. ¢Es correcto calcular la longitud de arco de una
curva si la derivada no es alisada o suave en el
intervalo determinado?

7. Un sélido tiene base en el sector de pardbola
comprendidoentre y = x2 ylarectay = 4 ,ylas
intersecciones con planos perpendiculares a la
base y paralelos al eje x son cuadrados.
Determinar su volumen:

5A | | | (A ] 5N
| | | °D
M | | R
43
2 A 0
RV A
1 E E | S
3|_ 7T
6 N
| | |
S
A A
ZOC | | | s |
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Examen de la unidad 1

1. Encuentre el area bajo la curva para la funcion f(x) = x2 + 6x + 3 en el intervalo [-1,3] mediante
Sumas de Riemann.

136 5
a.—u

13

13 5
b. 2
c. 32 u?
d. 134 u?

2. Evalue la siguiente integral definida usando la definicion:

/ (2x2—3x+3)

I+x?
a. 1.587
b. 1.654
c. 2.801
d.1.217

4. Determinar el valor del 4rea encerrada por las curvas: f(x) =3 +2x + x? y g(x) = x? — 4x+3
a. 9 u?

b. 18 u?

C. 24/3 u?

d. 8 u?

5. Hallar el volumen del sélido que resulta de girar, alrededor del eje X, la region limitada por la curva

1
f(x) = xz ylasrectasY =0y X = 4.
a. 9m ud
b. 141 u3
c.2lm ud
d. 8t ud

6. La base de un sdlido es la regién R limitada por la grafica y2 + x2 = 4 se toman secciones
perpendiculares al eje x en forma de tridngulo equilatero, halle el volumen del sélido.

a. 18.48 u3

b.15.17 u?

c. 35 ud

d. 13.67 u3

7.-Calcular la longitud de arco de la funcion dada en el intervalo sefialado:

4 2

C ey, Sy~
y=—x-"=——x">+95, 1£x<8
4 8
a. 5/8

b. 100/3
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c. 99/8
d. 21/4

1
8. Determinar el area de superficie obtenida al girar la curva y = (1 + 4x)zy en ¢l intervalo 1 <x <5
respecto al eje x
a. sSw
b. 27/3
c. 98n/3
d. 15=#

9. Integre por el método del trapecio con n = 6:

a. 1.120
b. 2.843
c.3.210
d. 12.251

10. Calcular el area de la region comprendida entre y = x + 2, y = x en el intervalo [0,4].
a. 3/15 u?

b. 7 u?

c. 18 u?2

d. 8 u?

En el siguiente enlace encontraras otros examenes
https://drafabiola.com/webaplicado/PARCIALL1.html


https://drafabiola.com/webaplicado/PARCIAL1.html
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Unidad 2 Formas indeterminadas e Integrales impropias

La finalidad de esta unidad es que determines la convergencia o divergencia de una integral impropia a
partir de los limites de formas indeterminadas.

Pero ¢cuales son las integrales impropias? Son aquellas cuyos limites de integracién son infinitos
o las funciones son discontinuas, entonces una vez que las resuelves debes obtener el limite de la funcion
y de esta forma llegas a un valor que puede ser un namero real o infinito. En caso de que sea un nimero
real, se dice que la integral es convergente, es decir que se aproxima al valor obtenido, pero si te da +co
entonces la integral es divergente, es decir no se aproxima a un valor.
Limite de integracion superior

Se resuelve la integral, se evalGa en el limite superior e inferior y se calcula
el limite cuan b tiende a infinito. Como se obtiene infinito, la integral es divergente

®1 b b
f —dx = lim | —dx = limInx|_ = lim (Inb —In0) = 00 — (—©) = 0 4+ 00 = ©
0 X b—oo 0 X b—oo O b—oo

Integrando
Limite de integracion inferior
Te preguntaras ¢Por qué es importante el contenido de esta Unidad?
Hay ocasiones en que al calcular limites obtienes indeterminaciones, las cuales has podido
remover usando alguna técnica algebraica como factorizacion, o division sintética o dividiendo entre la

variable de mayor exponente; pero te habras encontrado con algunos ejercicios en que estas técnicas no
han sido Utiles, y esto ocurre cuando tienes una funcion compuesta por una funcion algebraica y una

., .. . 3%-1 .
funcion trascendente, como en el S|gU|ente Caso llTrOlT, por ello es |mportante gue conozcas otro
X—

camino para remover la indeterminacion y es a través del uso de la Regla de L’Hoépital.

Con este nuevo conocimiento podras resolver integrales denominadas “impropias”, de las cuales
se requiere que calcules el limite de la funcién resultante.

Leccion 2.1 Formas indeterminadas

Investiga y Analiza

1.- ;Qué es el limite de una funcion?

2.- ¢Queé significa que al calcular el limite se obtenga una indeterminacion?
3.-¢Qué formas indeterminadas conoces?

2.1.1. Teoriay ejemplos

Cuando determinamos el limite de una funcion lim f (x), tenemos las opciones siguientes:

X—a

1. lim f (x) es igual a un nimero real.
X—a

2. lim f (x)no existe!.

X—a

L En los siguientes casos: si el resultado es oo, si se aproxima a mas de un valor o si oscila (como en el caso de todas las
funciones trigonométricas en infinito)
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3. lim f (x) es una forma indeterminada.
X—a

Las dos primeras opciones dan solucion al limite, pero la tercera no, asi que cuando encontramos una
forma indeterminada necesitamos realizar algin procedimiento que nos permita determinar el valor del
limite de la funcion y remover la forma indeterminada que presenta.

a) En el primer caso, que es la obtencion de un namero real, se tiene el siguiente ejemplo:
lim 3x? = 12

x—2

Cuando x se aproxima a 2, la funcién 3x?2 se aproxima a 12, como se observa en el grafico 2.1.

Grafico 2.1 Representacion grafica de y= [3x] ~2.

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

. f . hy . 0
b) En el tercer caso, que se refiere a una indeterminacion como los cocientes go o la

indeterminacion se puede remover empleando alguna técnica algebraica, como factorizar, dividir
entre la variable de mayor exponente, usar racionalizacién, emplear division sintética, como se
muestra en la siguiente situacion:

Al hacer el calculo se obtiene una indeterminacion de cociente (2.1)

2_ [e's}
x 1:_ (2.1)

x—oo X+1 0o

Se remueve la indeterminacion empleando factorizacion.

2_
m X2 (2.2)

x—oo X+1

Se cancelan términos semejantes.

lim &&= (2.3)

X—00 x+1

Al hacer el calculo se obtiene oo.
lim(x —1) =0 (2.4)
X— 00

El limite no existe
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., 21 L. . Lo

Se observa que la funcién y = 2+1 es una funcion racional y al dividir el numerador entre el

denominador se obtiene la funcion y = (x — 1) cuya representacion gréafica es una linea recta. Esta

representacion aparece en el gréfico 2.2. en donde se observa que en el punto (-1,-2) hay un hueco, pero

es continua en todos los demas puntos. También se observa que cuando el valor de x tiende a infinito, la
funcion también tiende a infinito.

Gréfico 2.2 Gréfica de la funcién y=(x"2-1)/(x+1)

— G
§-

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Enseguida tenemos otro ejemplo en este caso al remover la indeterminacion se obtiene un nimero
real. Al calcular el limite se obtiene una indeterminacion de cociente.

lim 3xtox-2 @ (2.5)

x—00 5x2+4x+1 T o
Se divide entre la x de mayor exponente.

3x2-x-2

lim 52— (2.6)

x—00 5x2 +4x+1
x2

Se efectlan las divisiones tanto en el numerador como en el denominador.

lim 22222 2.7)

Se hace el célculo.

S R
. * x2
lim T = (2.8)

4
x—00 5+—+—
X x

Por lo tanto:

3x2-x-2 _ 3

m-—-———-—nm=
X—00 5x2+4x+1 5

- ., . 3x2-x-2
En el grafico 2.3 se representa a la funcién racional ﬁ en donde se observa que cuando x

. ., - 3
se aproxima a 5, esta funcién se aproximaa -.
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Grafico 2.3 Grafica de la funcion y=( [3x] 72-x-2)/( [5x)] "2+4x+1)

ES
\ ot

LY

b
=

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Hasta aqui se ha hecho un repaso sobre la indeterminacion que se usa en el calculo de limites de
funciones, pero hay méas formas indeterminadas, como las que aparecen en la tabla 2.1.

Tabla 2.1 Tipos de indeterminacion

Tipos de indeterminacion

Cociente | Producto | Diferencia | Potencia

0= 0-o 0 — 0°,1%, 000
0’

Fuente de consulta: Elaboracion Propia

2.1.2. Cocientes indeterminados (%,g) y la Regla de L’Hdpital

En el estudio del célculo con frecuencia aparecen limites de la forma donde ambas funciones f'y g tienen
limite 0 cuando Xtiende a C. En consecuencia, se dice que fg ; tienen la forma indeterminada 9 en X=C
Si los limites de f(x) y g(x) son o 0 bien —cuando x — c, se dice que fE; tiene la forma

indeterminada = —en X=C.

Los cocientes indeterminados estan presentes en limites como los siguientes:

2

x?-4 . x*-3x3+5x?-3x+8 ,. 3¥-1 ,. tanx-x e*
lim lim — , lim lim ===, lim =
x—2 3x— 6' X—00 (x2-2) x-0 X x—0 X x—>oo X

De los cuales se obtienen las siguientes formas indeterminadas.

0 0o 0 0
_— - - — reSpeCtlvamente
0" ' 0’0’

-4 ., 4-3x3+5x2-3x+8 .
En el caso de los dos primeros limites lzm— lim =—2_">2_"=2"" es posible calcularlos

x-6" xS00 (x2- 2)2

tanx—x

x—1 .
usando técnicas algebraicas, pero los limites llm —, lim llm— no se pueden determinar

x>0 x3
usando procedimientos algebraicos, esto es debldo a que en ellos comblnamos funciones algebraicas con
funciones transcendentes, por lo que necesitaremos otra técnica para su solucion.

Esta otra técnica se denomina Regla de L’Hopital, pero para poder llegar a su definicion y
comprender como surgio, es importante que revisemos primero la Formula de Cauchy.
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Formula de Cauchy
Silas funciones f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y derivables en el intervalo abierto

(a,b) ysi g(x)=0 wxen (a,b), entonces existe un nimero W en (a, b) tal que

f)-f@ _ f'w) _
T B)—a(@ — gt SWokowski, 1989).

Demostracion:

Notese primero que g(b) — g(a) # 0, yaque si g(a) = g(b), entonces por el Teorema de Rolle (si una
funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a,b) y f(a) =

f(b), entonces existe al menos un nimero C en (a,b) tal que f“(c) = 0 existe un nimero C en (a,b)
tal que g’(c)=0 lo que contradice la hipotesis sobre g~ .

Sea h una nueva funcion definida de la siguiente manera:

h(x) = [f(b) — f(a)]g(x) — [g(b) — g(a)]f (x) Vx en[a,b] (2.9)
Determinando h(a) obtenemos

h(a) = [f(b)g(a) — f(a)g(@)] — [g(b)f(a) — g(a)f (a)] (2.10)
simplificando (2.10)

h(a) = [f(b)g(a) — g(b)f (a)] (2.11)
Obtengamos h(b)

h(b) = [f(b)g(b) — f(a)g(b)] — [g(b)f (D) — g(a)f (D)] (2.12)

Simplificando (2.12)
h(b) = [g(a)f (b) — f(a)g(b)] (2.13)
Por lo tanto, se tiene que

h(a) = h(b) (2.14)

Dadoque f y g soncontinuasen [a,b] Yy derivables en (a,b) se deduce que h es continua en
[a, b], derivable en (a,b) y por el Teorema de Rolle existe un nimero W en (a,b) tal que h(w)=0 es
decir;

K(w) =[f(b) - f(@]g' W) —[g) — g(@)]f' W) =0 (2.15)

en consecuencia

[f(b)-f(a)] _ f'w)
gb)-gla) ~ g'w) (2.16)

Para el caso particular en el que g(x)=x se tiene que

f)—f(a) _ f(w)
P (2.17)

f(b) — f(a) = f'(w)(b — a) (Teorema del valor medio)
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Regla de L’Hépital

Sea (a,b) un intervalo abierto que contiene a C. Sean f y g funciones definidas y derivables en
(a, b), excepto posiblemente en C. Si g'(x) #0 para X#C y supdngase que

limf(x) =0 ylimg(x) =0

X—C X—C

O que

limf(x) = too y limg(x) =400

X—C

Esto es que lim 22 = 2o bien lim L2 = +2
x—cg(x) 0 x—c g(x) oS
Entonces lim L% llmf( ) , siempre que llm E ; exista o en su caso lim E ; = oo (Soler, NUfiez,
x—c 9

xocdx)  xs5cg’ ()]

& Aranda, 2008).

Demostracion:

Supongamos que llm E i g y que le E i = L para un nimero real L . Se quiere demostrar que
lim——= f() = L.
x—c g(x)

Sean Fy G talesque: F(x) = f(x)Six #cYyF(c) =0yG(x) =gx)six#cyG(c)=0
Como limF (x) = limf(x) = 0 = F(c) lafuncion F es continuaen C y por lo tanto es continua en todo
X—C X—C

el intervalo (a,b); ademas; F'(x) = f'(x) y G'(x) = g'(x) siempre que X#C

Aplicando la féormula de Cauchy a los intervalos [c, x] o [x, c] resulta que existe un nimero W
entre Cy X tal que

F(x)=F(c) _ F(w) _ f'(w)
G0-G6(c)  Gw) g W) (2.18)

Aprovechando el hecho de que F(x) = f(x), G(x) = g(x) yF(c) =G(c) =0 (2.19)
Haciendo sustituciones de (2) en (1), se tiene que

) _ fw)
gt gw) (2.20)

como W se encuentra entre C y X resulta que

lim L8 = i L2 — g L) (2.21)

x-cdXxX) xocg W) wocg' W)

Enseguida te presentamos dos ejemplos y te pedimos calcular el limite de las funciones, te fijaras
que ambos ejemplos corresponden a funciones algebraicas, por lo que puedes emplear ya sea una técnica
algebraica de la que conoces para remover la indeterminacion o, la regla de L"Hépital. Por lo que
calculamos el limite usando los dos procedimientos.



Ejemplo 2.2.1 Determinar el valor del limite si es que existe

x2—-4

l
x—2 3x—6
Al evaluar se tiene una forma indeterminada

. xX%*—-4 0
lim =-
x—23x—6 0

Determinando el valor del limite usando técnicas algebraicas

. xX*—4 . (x=2)(x+2 . x+2
lim S P ) C i) B O
x—>2 3x—6 x—2 3(x-2) x—2 3

_ 4
3

Usando la regla de L"Hdpital

Por lo que el valor que se obtiene es:

x*-4 4

im =
x—2 3x—6 3
Ejemplo 2.2.2 Determinar el limite de la funcion

. x*-3x3+5x%2-3x+8
lim

X—00 (x2-2)2

Al evaluar se tiene una forma indeterminada

. x*-3x3+5x%-3x+8
lim =—

X—00 (x2-2)2 T

Resolviendo algebraicamente.

x*—3x3+5x2-3x+8 3,5 3,8

4_5.3 2_ X ToX wox moXxws 13435 3,8

limx 3x°+5x“—3x+8 = lim % — lim —= xZ 33t _

2_5)2 RY 22
XxX—00 (x2-2) X—00 (x2-2) xX—00 (1__)

P x2

3,5 3,8 13,5 3.8
— Jq x x2 x3 x* _ T 00 02 03 oot
= lim w2y &) 1

x2 002

El limitees 1
Ahora calculemos el limite usando la Regla de L"Hopital

x*-3x3+5x2-3x+8

120

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

4x3-9x2+10x-3 _ ;.  4x3-9x%+10x-3 ,,

lim = lim =
X—00 (x2—2)2 X—00 Z(XZ—Z)ZX X—00 4-x(x2—2)

Apliquemos nuevamente la regla de L’Hopital

lim

———————— = lim————=lim
X—00 4x(x2-2) x—00 4x(2x)+4(x2-2)  x500 8x2+4x2%-8
Apliquemos nuevamente la regla de L’Hopital

. 12x%-18x+10 .  24x-18 oo
lim—————=lim =—

X—00 12x2—8 X—00 24x (o8]

4x3-9x2+10x-3 _ o

4x3-9x%+10x-3 _ ;. = 12x%-18x+10 _ ,. 12x?-18x+10 _ o

(2.26)

(2.27)

8|

(2.28)

(2.29)
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Apliquemos una vez mas la regla de L’Hopital

24x-18

lim =lim2=1 (2.30)

x—oo 24x x—00 24

. x*-3x3+5x2-3x+8_
lim — =
xX—00 (x2-2)

1

ex

Ejemplo 2.2.3 Calcular el limite de la funcién y= x_
e*-1 _e’°-1_ 0

lim = = Indeterminacidn de cociente (2.31)
x-0 X 0 0

Se aplica la Regla de L"Hopital (derivando el numerador y el denominador).

lim&=%=1=1 (2.32)
x-0
e*-1

X

Se sustituye el valor de x linol =1
X

Como se puede observar en el Grafico 2.4 cuando x se acerca a cero, por la derecha o por la
izquierda, la funcion se aproxima 1.

Grafico 2.4 Grafica de la funcion y= (e"x-1)/x.

3

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Ejemplo 2.2.4 Calcular el limite de la funcion y = <5

sen(x)

Recuerda que senh(0) =0 y sen(0) = 0. Ver Graficos 2.5y 2.6.

senh(x) 0
= — (2.33)
x—0 sen(x) 0
Gréfico 2.5 y=senh(x)
/’}=senh(x)
/
¥
//
~10,0)
///
/
/
/
Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Grafico 2.6 y=sen(x)
. y=senx
t A
G / N
N 0,0/ N
N 3 .// 3 \\
Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
1 %h(i’;) Se aplica la Regla de L"Hépital (derivando numerador y denominador). (2.34)
g
cosh(x) _ 1 _ . .
lim-= s =1= 1 Se sustituye el valor al que tiende x, por lo tanto, (2.35)

senh(x)

x—0 sen(x) -

En el Gréafico 2.7 se observa que cuando x tiende a 0, por la derecha o por la izquierda, la funcion

senh(x) .
= se aproximaa 1.
sen(x)

Grafico 2.7 Grafica de la funcion y=senh(x)/sen(x)

y=senh(x
sen(x)

&

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
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Recuerda:

x3-3x+2
1-x+In(x)

Ejemplo 2.2.5 Calcular el limite de la funcion y =

Gréfico 2.8 Grafica de la funcion y=(x*3-3x+2)/(1-x+In(x)).

< 2 0 la 3 3

y

-6

A

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

. x3-3x+2 0 Y .
!Cl_r)lllm =3 Indeterminacion de cociente. (2.36)
2_

lirr} 3X1+13 Se aplica la Regla de L’Hopital. (2.37)
x-1 —1+-

. 3x%-3 _3-3 _ 0 . .
}}E} I % —% Se sustituye el 1, que es el valor al que tiende x. (2.38)
lim = (2.39)
x—1 >z

Como se obtuvo una indeterminacion de cociente, se vuelve a aplicar la Regla de L’ Hopital

lim— = == —6 Se sustituye por 1 que es el valor al que tiende x. Por lo tanto, cuando x se aproxima

X
a 1 la funcién se aproxima a -6

x3-3x+2 _
x—1 1-x+In(x) -
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Ejercicios y problemas para completar de la Leccion 2.1.2

Determina el limite si es que existe

. x%—ax +a-1
1. lim———

x-1 (x-1)?

Evaluando en 1 > _?1(?1;“_1 = 1‘“(;“_1 = %,tenemos una indeterminacién (2.40)
Aplicando L’Hopital
dYya_gx +a-1 a-1_
lim &2 = i &2 (2.41)
x>l —(x=1)2 x-1 2x-2
Evaluando en 1
aW)*t-a _ a@)-a _ 0
2)-2  2-2 0 (2.42)
Se aplica nuevamente L’Hopital
4y ea-1_ 2_ a-2 2_ a-2 2_ 2_
1imd"3x—a= limw,evaluando tenemos: LD = @@ _ @) (2.43)
x>1 Fax-2 x—1 2 2 2 2
Por lo tanto,
li x%—ax +a-1 _ (a®-1)
-1 (-2 2
 cosx —1+ix2
2. lim ———2—
x-0 X
0) -1 +2(0)2 _
Evaluando en 0 cos )(0)4 20 _ 1 ;*0 = g,tiene indeterminacion. (2.44)
Aplicando L Hopital
2y —1 4+2x2
lim &) iy , (2.45)
x—0 ax‘* x—0
Evaluando en 1
= %, (2.46)

hasta desaparecer la variable del denominador podremos eliminar la indeterminacion aplicando
L’Hopital:

dy dy dy
==(- + - (- +1 =
lim LS, meost L = lim & o T i T (2.47)
x—0 d—y4x3 x—0 12x? x>0  yox2 x—0 x-0 o4y x—0
X dx dx
evaluando en 0 tenemos: __. Por lo tanto,

1

. cosx—1+x?
lim — e =
x-0 x

sen2x+ax+bx3

3. Hallar los valores de a y b tales que lirgT =0
X—
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2x+ax+bx3 0)+0+0 . . .
sen2xtaxtbx” _ sen(0) = — Se obtiene la forma indeterminada, lo

Evaluando obtenemaos lirré

x> x3 0
que nos permite aplicar la regla de L"Hopital (derivar el numerador y derivar el denominador).
dy 3
. =(sen2x+ax+bx>) . 2+
limex Ty =lim — 2*a
x—0 == x3 x—0 0

dx

Si 2+a es un numero real n diferente de cero el limite no existiria ya que se tendria % = +00, pero

el problema indica que el limite si existe porque vale 0, asi la Unica opcién para el numerador es que sea
cero,estoses2+a=0 luego a=-2

Y tenemos nuevamente una forma indeterminada por lo que volvemos a aplicar la regla de
L’Hopital y se tiene

Z—i}( 2 cos 2x+a+3bx?)

lim T = lim = =
x—0 a3x2 x—0

olo

Podemos volver a aplicar la regla de L"Hbpital

%(—4sen2x+6bx) _ —8+6b

lim T = lim = =
x—0 Tx 6% x—0 6

—8+6b

= 0dedonde —8 + 6b =

Oasi 6b =8y b= g = %- Lo valores de a y b para los cuales el limite existe y vale 0 son:

, P —-8+6b
Asi, tenemos que el valor del limite es — —yquees 0, luego

4
a——2, b—;

Actividad de la Leccion 2.1.2

Instrucciones: Determina el limite de las funciones dadas, si es que existe y en caso de que obtengas una
indeterminacion de cociente utiliza alguna técnica algebraica o la regla de L"Hdpital, segun corresponda.

x2-1

x—1x5-1

Encierra en un circulo la respuesta que consideres correcta.
¢ Qué tipo de funcién es?

Algebraica

Trascendente

Combinacién de algebraica con trascendente

De acuerdo con lo que respondiste, en caso de que te de un cociente indeterminado ¢qué técnica
ocuparias para remover la indeterminacion?

Algebraica
Regla de L’Hopital

¢ ES posible usar cualquiera de los dos métodos, el algebraico y Regla de L’Hopital?

Determina el limite
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1-x+Iinx
2. —_—

x—1 1+ cosmx

Encierra en un circulo la respuesta que consideres correcta.
¢ Qué tipo de funcién es?

Algebraica

Trascendente

Combinacioén de algebraica con trascendente

De acuerdo con lo que respondiste, en caso de que te de un cociente indeterminado ¢qué técnica
ocuparias para remover la indeterminacion?

Algebraica
Regla de L’Hopital

¢ Es posible usar cualquiera de los dos métodos, el algebraico y Regla de L’Hopital?

Determina el limite

2.1.3. Teoria y ejemplos Producto indeterminado

Definicion 2.1.3 Un producto indeterminado se obtiene cuando al evaluar el limite de la funcion,
obtenemos las formas 0 - co 6 0 (— o) Yy la estrategia de solucion es modificar algebraicamente la
funcidn para convertirla a un cociente, lo que nos permite usar la Regla de L.’Hopital.

Ejemplo 2.1.6 Determina el limite de la funcién si es que existe: lirg1+ x Inx
x—

Grafico 2.9 Grafica de la funcion y=Inx.

y~inx

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Al evaluar se tiene una forma indeterminada de producto: lim x inx =0 In0*, el valor de

x-0

0% es — o0, como se observa en el Grafico 2.9 ya que cuando x se aproxima acero por la derecha, los
valores de la funcion inx crecen hacia los negativos, asi: lim Inx = —co, De esta forma lim x inx =

x—0 x—0
0(—0), que es una indeterminacion de producto. Para remover la indeterminacion, se requiere expresar
a la funcién como un cociente.
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Recuerda que:

Entonces al transformar la funcion y = xInx en cociente (usando leyes de exponentes) y
enseguida evaluando en cero, observamos que se obtiene una indeterminacién de cociente:

. . Inx . Inx —0
lim xinx = lim — = lim —=— (2.48)
x—-07t x—0+ x71 x-0F 3 *©

Se aplica la Regla de L"Hopital y se simplifica

1
. Inx . s . x?
lim —— = lim %-= lim —— (2.49)
+ 1 + 1 +
x-07 x—0 2 x—0 x

Se evallia en cero

lim —x=0 (2.50)

x—07t

Por lo tanto,

lim xlnx= 0
x—07t

Se observa en el Gréafico 2.10 que cuando x se aproxima a 0 la funcién y = xInx se aproxima
también a cero.

Grafico 2.10 Gréfica de la funcion y=xInx

-2 ﬂﬂ 2 -

-2

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Ejercicios y problemas resueltos de la Leccion 2.1.3
1. Determine el limite de la funcion si es que existe.

lim_cosx tanx = 0 - oo Indeterminacion de producto.
T

N
*=3

La funcidn se expresa como cociente empleando la identidad trigonométrica tanx = ieﬁ después se

0SX
cancelan términos semejantes.

. . senx .
lim cosx tanx = lim cosx—= = lim senx
nt nt coSsx nt

—= —= —=
x2 x2 x2

Se evalda el limite en g

lim senx =1
Tt

x—=
2

En el Gréfico 2.11 se observa que parag la funcion tiene el valor de 1. Por lo tanto:
lim cosx tanx =1
1T+

X%

2

Grafico 2.11 Grafica de la funcién y=cosx tanx

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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2. Determinar el limite si es que existe.

lim (cot2x sen 6x) = 0(c0) Indeterminacion de producto

x—0

. Sen 6x 0 . . . Ly = . .z
hr% e Por identidades trigonomeétricas expresamos como cociente la funcién y al evaluar se
X—

obtiene un cociente indeterminado

. 6Cos6x 6 . WAL ,
lim ——— =-=3 Seaplica L'Hopital y se evalla.
x—0 2Sec?2x 2

Por lo tanto,

lin& (cot2x senb6x) =3
x—

En el Grafico 2.12 se observa que al evaluar en 0 la funcion tiene el valor de 3. La funcion se
expresa como cociente empleando la identidad trigonométrica tanx =%, después se cancelan
términos semejantes.

Gréfico 2.12 Gréfica de la funcion y=cot[2x] sen [6X ]

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Teoriay ejemplos

2.1.4. Diferencia indeterminada

Definicion 2.1.4 Una diferencia indeterminada se obtiene cuando al evaluar el limite de la funcion,
obtenemos la forma oo — oo , en este caso no se puede emplear ninguna regla operatoria para limites,
por lo que la estrategia de solucion es modificar algebraicamente la funcién para convertirla a un
cociente, lo que nos permite usar la Regla de L’Hopital.

Ejemplo 2.1.7 Determine el valor del limite lim  (secx — tanx), si es que existe.

xX—=
2

=7 - T . -
En la funcién secx como en la de tanx cuando el valor de x se aproxima a > por la izquierda,
ambas funciones tienden a oo, como esta representado en los Graficos 2.13 y 1.14 respectivamente.
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Grafico 2.13 Grafica y=secx

y=seex

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Grafico 2.14 Gréfica y=tanx

y=tanx

h

BERRE, L .l BV OK 58

N

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

lim  (Secx —Tanx) = (0 — )

x—>;
Por propiedades trigonométricas transformamos en cociente a la funcion para aplicar L'Hopital.
1 Senx 1-Senx 0 . . Y . . —Cosx 0
im - = = - Esuna indeterminacion de cociente lim =-=0 Se
x— Cosx Cosx Cosx 0 2ok —-Senx 1
2 2

aplica Regla del L"Hépital y se evalla, Por lo tanto,

lim (Secx —Tanx) =0
X
2

En el Gréfico 2.15 se observa que cuando x se aproxima por la izquierda a % la funcion y =
secx — tanx Se aproxima a cero.
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Graéfico 2.15 Grafica de la funcidn y=secx-tanx

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia
Ejercicios y problemas resueltos de la Leccion 2.1.4

1. Determina el valor del limite lim+(cscx — cot x) Si es que existe.
x—0

Si evaluamos tenemos lim (cscx — cotx) = csc 0% — cot 0% para determinar el valor de las funciones
x—0
trigonométricas en cero veamos el Grafico 2.16.

Graéfico 2.16 Graficas de las funciones cscx (izquierda) y cotx (derecha)

y = cot(x) y » cscix)

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Cuando nos aproximamaos a cero por la derecha, ambas funciones crecen, por lo que el limite sera
infinito.

Luego lirggr(cscx —cotx) =csc0t —cot 0t =00 — 0
X—

Hay que pasar a un cociente la diferencia de funciones y como son funciones trigonométricas,
entonces las identidades nos dan esta posibilidad, asi:

_0
0

. . 1 cosx . 1-cosx 1-cos0 1-1
lim (cscx — cotx) = lim ( - ) = lim = =

x—0+ x—0t \sinx  sinx x—0t sinx sin0 0

Como se obtuvo un cociente indeterminado, podemos aplicar la Regla de L"Hépital

. . 1-cosx . sinx sin0 0
lim (cscx —cotx) = lim ——— = lim — = = - = 0. Por lo tanto,
x—-0*t x>0t Ssinx x—0t cosx cos0 1

lim(cscx—cotx) =0
x-0*t
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2. Determinar el valor del limite lim (In2 x — In(x + 1)) si es que existe.
X—00

Si evaluamos tenemos lim(ln2x —In(x+ 1)) =Inow —Inw =0 —o0, el liminx = o

X—00 X—00

debido a que cuando x crece también lo hace In x.

Hay que pasar a un cociente, en este caso vemos el tipo de funcion y revisamos el tipo de
propiedad algebraica nos lleva a determinar un cociente, despues, por las leyes de los logaritmos tenemos:

Ina—Inb= ln2 Esto nos da la posibilidad de representar como un cociente a la diferencia de los

logaritmos que se tiene en la funcion. Asi: lim(In2x — In(x + 1)) = lzm ln( 1)

X—00

Si evaluamos lim ln( +1) =In (2(‘”)) + 2

xX—00 co+1

El aplicar la propiedad no nos lleva a la forma indeterminada para poder aplicar la Regla de
L Hopital, pero tenemos el Teorema siguiente:

Teoremas. Si fy g son funciones tales que limg(x) = b, y si f es continua en b, entonces
x—a

limf(g(0) = f(b) = f (gggg(x))

Este Teorema nos permite intercambiar la funcion y el limite, siempre y cuando la funcion sea
continua. lim ln( +1) =In (lzm —) esto debido a que la funcién logaritmo natural es continua.

X—00 x>0 X

Calculamos el limite de la funcion y obtenemos una indeterminacién de cociente.

m2x=2 aphcamos la Regla de L Hopital lim2X = lim2=2

x—o0 X+1 x—oo X+1 x—>ool

Regresamos a la expresion que teniamos lim ln( +1) =In (llm —) = [n(2). Asi:

xX—00 x—o0 X+1

lim(ln2x—In(x+1))=In2
X—00

Actividad 2 de la Leccion 2.1.4

. ;. . 1 -
1. Determina el valor del limite hrr%(ﬁ ~ ——), en caso de que exista.
X— -

Encierra en un circulo la respuesta que consideres correcta.
¢ Qué tipo de funcion es?

Algebraica

Trascendente

Combinacién de algebraica con trascendente

¢ Qué operacién compone a las funciones?
Adicion

Diferencia

Producto

Cociente

Potencia

Al calcular el limite ;encontraste una indeterminacion?
Si
No

¢ Qué tipo de indeterminacion es?
Cociente
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Producto
Diferencia
Potencia

(Puedes ocupar la Regla de L’Hopital directamente?
Si
No

Continuda con el procedimiento para determinar el limite, en caso de que exista.

- , - . a2 -
2. Determina el valor del limite lim x3e~*", en caso de que exista.

X—00

Encierra en un circulo la respuesta que consideres correcta.
¢ Qué tipo de funcion es?

Algebraica

Trascendente

Combinacién de algebraica con trascendente

¢ Qué operaciones componen a la funcion?
Adicion

Diferencia

Producto

Cociente

Potencia

Al calcular el limite, ¢encontraste una indeterminacion?
Si
No

¢ Qué tipo de indeterminacion es?
Cociente

Producto

Diferencia

Potencia

(Puedes ocupar la Regla de L’Hopital directamente?
Si
No

Continua con el procedimiento para determinar el limite, en caso de que exista
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Teoriay ejemplos

2.1.5. Potencias indeterminadas

Definicion 2.1.5 Las indeterminaciones de potencias surgen del lim f(x)8®
X—a
1.Si limf(x) =0y limg(x) =0 esde tipo 0°
xX—a xX—a
2.5i limf(x) =00 y limg(x) =0 es de tipo °
xX—a xX—a

3.Silimf(x) =1y limg(x) =+ esdetipo1®
xX—a xX—a

Para determinar el limite de una forma indeterminada de potencia procedemos de la siguiente
forma:

1. Setomalafunciony = (f(x))g(x)
2. Se aplica logaritmo natural a ambos lados de la expresion, In(y) = ln(f(x))g(x) , aplicando
propiedades de los logaritmos se tiene que in(y) = g(x) In(f(x)).
3. Se aplica el limite cuando x tiende a ¢ a ambos lados de la ecuacion, lim[in(y)] =
X—=C

lim[g () In(f (x))]

4. Alcalcularel gci_r)rcz[g(x) In(f(x))] se tiene que:

a) Si fff}f(x) =0y gcilrclg(x) = (0 entonces gci_r)rcl[g(x) ln(f(x))] = 0(n(0) = 0(—x)
b) Si ii_r)rclf(x) =00y ii_r)rclg(x) = 0 entonces ii_r)rcl[g(x) In(f(x))] = 0In(w0) = 0(c)
c) Si ii_r)rclf(x) =1y ii_r)rclg(x) = oo entonces ii_r)rcl[g(x) ln(f(x))] = o0 In(1) = «(0)

Es decir, en cada caso nos lleva a una forma indeterminada de producto.

5. Sillamamos L al lim[g(x) In(f(x))] se tiene que lim[In(y)] = L.

(umlinG])

6. Aplicando exponencial a ambos lados de la ecuacién se tiene e =eW) es decir

limy = e,
X—C

ctg(x)

Ejemplo 2.1.8 lin(l) (1 + sen(4x)) 1% Indeterminacion de potencia. (2.51)
xX—

ctg(x)

lim y = lim (1 + sen(4x)) Se expresa como una funcion y se obtiene el limite en ambos lados
xX—> X

parano alterar la igualdad. (2.52)

ctg(x) . . .,
Se obtiene [n de las funciones en ambos lados de la ecuacion.

(2.53)

}Cl_r)% Iny = }CI_I)% In (1 + sen(4x))

lirr(l) Iny = ling ctg(x) 1n(1 + sen(4x)) = (0)(0) Por leyes de los logaritmos se expresa como un
X— xX—
producto y se calcula el limite obteniéndose una indeterminacion de producto. (2.54)
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In(1+sen(4x)) _ 0

Iny = }Ci_r}(l) o) La funcién se expresa como un cociente y se obtiene el limite, el cual es

una indeterminacion de cociente. (2.55)
4 cos(4x)

Aplicando L'Hopital  Iny = lim 2220 —> Iny = lim — <i§£’fi‘iifi<4x» = (2.56)

Por definicion de logaritmo sabemos que el logaritmo de un nimero es el exponente al que hay
que elevar la base para obtener dicho nimero. En este caso el logaritmo natural de y es igual a 4, por lo
que el 4 es el exponente de la base del logaritmo natural que es e.

Iny = 4 entoncesy = e*

b
Ejemplo 2.1.9 Calcular el limite liné(l + ax)=si existe.
xX—

Podemos observar que si f(x) = (1 + ax) se tiene que lirr(%f(x) = lirré(l +ax) =1y si g(x) = g se
X x>

. . . b _ b ., b

tiene que limg(x) = lim- = - = oo, en consecuencia lim(1 + ax)x = 1%, la cual es una forma
. . x>0 x>0x 0 x—0

indeterminada de potencia.

b
Para calcular el limite, primero construimos la funcion y = (1 + ax)x, aplicando logaritmo
natural y propiedades del logaritmo, se obtiene Iny = gln(l + ax).

Aplicando limite a ambos lados de la ecuacion se tiene liTYOl Iny = lirrg% In(1 + ax) , calculando
xX— X—

el limite de la derecha observamos que tenemos una forma indeterminada de producto lirgsln(l +
X—

ax)=gln(1+a-0)=ooln(1)=oo-0

- y - . b . bin(1+ bin(1 b-0 0
Rescribiendo la expresion se tiene lim2in(1 + ax) = lim 22&¥@) _ 2@ _ b0 _ 0 nor g
x—0 X x—0 x 0 0 0
. . A f . . bin(1+
que se sugiere aplicar la regla del L'Hopital. De esta manera se tiene Liminy = lmg% =
P X—
ab
. . b b .
lim e = [im——— = 22 _ = gp. En consecuencia,
x>0 1 x—0 1+ax 1+a(0)

b
lim(1 + ax)x = e
x-0

Ejercicios y problemas resueltos de la Leccion 2.1.5

L. 10\~ . .
1. Calcular el limite lim (1 +—) si existe
+ X

x—0

g (43 = (142 = v =
De donde y = (1 +%)x =lny= ln(1+i)x=xln(1+%)

Calculando el limite

xlir(ﬁlnyleir(ﬁxln(1+§) =Oln(1+%) =0-00
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Se obtuvo una indeterminacion de producto, por lo que debemos expresar a la funcién como un

. L. , . 1 . ln(1+l) ln(1+%) 0
cociente y calcular el limite. Asi: limx In (1+;) = lim ——* = —5 =— Se obtuvo una
x—0

+ = =
N
x—0 po o

indeterminacion de cociente, por lo que se puede aplicar la Regla de L’Hopital lirorgrx In (1 +%) =
X—

1 ;1(0—%) T (_LZ)
im n(1+7) P e A P () M PR S
x—0% % x-0% _xiz x-0* _xiz x-0% (1+§)

1 1 1 1 .
xlg(?* (143)  (1+3) (Q+e) 0. Asl, xliror!F ny=0 xlirggry er=1

1
2. Determine el valor del limite lim (x)x si existe.
X—00
1
lim (x)x = o Indeterminacion de potencia (2.57)
X—00
1 1
lim y = lim (x)x Aplicando In => lim Iny = lim In(x)x (2.58)
X—00 X—00 X—00 X—00

Por leyes de logaritmos:

limIny = lim nx 2 Se obtiene una indeterminacion de cociente. (2.59)

X—00 x—o0o X

1
Aplicando L’hopital=> Iny = lim *# = lim % =0 (4)

X—00 X—00

Entonceslny =0 => y = e°. Por lo tanto,
y=1

1
En el Gréfico 2.17 se observa que cuando x se aproxima a infinito, la funcién y = xx se aproxima
al.

Grafico 2.17 Gréfica de la funcion y=x"(1/x)

=i'lx

5>

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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3. Calcular el limite si existe |im [sinhx—x] -

X—>00

Gréfico 2.18 Gréfica de la funcion f(x)=senhx

¥
1

y = senh(x)

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Evaluando

lim [sinh x—x] =sinheo—o0 = o0 —o0, la grafica del senh x, la grafica de esta funcion tiene la forma de x*

X—>00

nos muestra que cuando x crece también crece la funcién senh x.

Veamos la forma de pasar a un cociente de acuerdo con la estrategia para la solucién del limite
que tiene este tipo de forma indeterminada.

. . : L2 2 _
Racionalizando jim [sinh x—x] = lim (sinhx— x) SMX X _ g SINNTX=XT_ 0 —eo
X0 X—® SinhX+X x-»» SinhXx+X o0+

Nos queda una expresidbn méas compleja que la original porque ya no solo es diferencia
indeterminada sino un cociente donde el numerador es una diferencia indeterminada y el denominador
es infinito, no nos ayuda para eliminar la diferencia indeterminada porque no se reduce la expresion que
es lo que debe de suceder cuando racionalizamos.

Definicion de la funcion hiperbdlica como funcion exponencial

e¥—e*

lim [sinh x—x] = lim _x=21 lim ex—e’X—ZX:%(e‘”—e’w—Z(oo)) :%(oo—O—oo):%(oo—oo)

X—>0 X—00 X—>0

Cambiamos de funcién hiperbodlica a exponencial, pero la forma indeterminada se mantiene no
hay cambio.

Si aplicamos algebra a la expresion se tiene

X —X
lim [sinh x—x] = lim € - —x:1 lime* —e7* —2x:1 lime™ (ezx —1—2xex) =%e’°° (ez(w) —1—2(oo)e°°)=0(oo—oo)

X—0 X—>0 X—>0 X—0

Nuevamente no se puede reducir la forma indeterminada y ademas se complica. Otra forma

2X X © 1 _ © _
lim [sinhx—x]zllim e’x(ez"—l—er")zllime “l-2xe 1€ 1-2(w)e _rT® (2.60)

X—>00 X—>00 X—>0 e* 2 e® )

Sigue sin poder eliminar la diferencia indeterminada.
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Factorizando

X—>00 X—»00 X—>00 X 0 [}

lim [sinh x—x] = lim sinhx—x = lim X[sinh X —1) = w(sinh i —1) = oo(f—lj (2.61)

Se tiene una forma indeterminada combinada no es una de las principales.

Identidades hiperbdlicas

N . . 1-xcschx 1—(o)cscheo
lim [sinh x—x] = lim —x=lim =
X0 x— CSC hx x—%  €schx cschoo (2_62)

En esta evaluacion nos falta el valor de la cosecante hiperbdlica de infinito, veamos su grafica

Gréfico 2.19 Gréfica de la funcidn f(x)=cshx.

y = csch{x)

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Conforme x crece la funcion cschx tiende a cero, luego

fim [sinh x—x] = fim —L—x= [jm L2XSehx _1=(w0)oscheo _1(e0)-0 (2.63)
X—>00 x—0 €SC hx x> €Schx csc hoo 0

Que no lleva a la forma de cociente indeterminado para poder aplicar la Regla de L"Hospital.

Otra identidad, multiplicando por una funcién hiperbolica

oo . . sechx . (sinhx—x)sechx . sinhxsechx—xsechx

lim [sinh x—x] = lim (sinh x—x) = lim = lim

X—>0 X—>0 sechx x—w sechx X—>0 sec hx
. sinxsechx—xsechx . tanhx—xsechx tanhoo—(co)secheo

= lim = lim = (=) (2.64)
X—>0 sec hx X—>a0 sec hx sec hoo

Determinemos los valores en infinito de las funciones tangente hiperbdlica y secante hiperbdlica,
para ello tenemos las gréaficas de ellas.



139

Graéfico 2.20 Grafica de la funcion f(x)=tanhx.

1
v
|

y = ¢sch(x)

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Grafico 2.21 Gréfica de la funcion f(x)=sechx

+

¥

y = sech(x)

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Cuando x crece la funcién se aproxima a 1, luego lim tanhx =1,

X—00
Cuando x crece la funcion se aproxima a O, ASi  limsechx=0, Asi
X—00
jim tanh x—xsechx _ tanhoo—()secho _1-()0 (2.65)
X—>e0 sec hx sec hoo 0

Tampoco nos lleva a un cociente indeterminado.
Son varios procedimientos y ninguno nos lleva a un cociente indeterminado.

Para determinar el valor del limite si es que existe, no es posible con la forma de cociente
indeterminado. Podemos aplicar las propiedades de los limites, recordando que para poder aplicar las

operaciones del limite todos deben de existir.

Donde usamos identidades hiperbdlicas, en los dos ultimos casos, obtuvimos la misma forma
indeterminada 1‘((‘)’0)0 , donde se tiene un producto indeterminado dentro de un cociente, pero tenemos

que el limite de las otras funciones si existen por lo tanto en cualquiera de estas vamos a aplicar las
propiedades y calcular el limite.



Usamos la identidad que se aplicé en (4), que es la mas directa.

_— : - 1-()-0
lim [sinh x—x] = lim —x=lim 1-xcschx = ()
X—>00 x—o0 CSC hX x—w  CSChX 0

Aplicando propiedades

lim (1-xcschx)  lim 1— lim xcsch x

1-xcsch x _ X _ Xm0 xow
x> €Sch X lim csch x lim csch x
X—00 X—0

Calculamos los tres limites

lim1=1, limite existe.

X—0

lim xcsch x = (o0)cschoo =(0)-0, Usando la grafica de la funcion que presentamos antes.

X—»00

Forma de producto indeterminado, pasamos a un cociente con las identidades

lim xcsch x= lim x(

im X o0 e
X—>00 x—o \SinhX) x-owsinhx sinhowo o

Podemos aplicar la Regla de L"Hospital

. X . 1 1 1
lim — = lim = =—=0
x—oSiNh X x—wcoshx coshoo

Asi el limite existe y vale 0.

lim csch x = csch oo = 0 , POr lo cual el limite existe.

X—>0

Asi
lim 1— lim xcsch x
lim [sinh x— x] = fim TXSEMX _oow o _10. 1 5
X—>o0 x—o  CSchx lim csch x 0 0
X—0
. lim[sinhx-x] .
Por lo tanto, el limite x—>= no existe.
Actividad 3 de la Leccion 2.1.5
- s - . 2 - .
1. Determine el valor del limite lm(l)(cos x) /%" si existe.
X—
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(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

Al calcular el limite ;obtienes una interminacién?
Si
No

¢ Qué tipo de indeterminacion es?

(Puedes ocupar la Regla de L.’Hopital de manera directa?

Continda con el procedimiento hasta obtener el valor del limite, si es que existe.
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2. Calcular el limite lim (1 + e*)¢™" si existe
X—00

Al calcular el limite ;obtienes una interminacién?
Si

No

¢ Qué tipo de indeterminacion es?

(Puedes ocupar la Regla de L’Hopital de manera directa?

Continda con el procedimiento hasta obtener el valor del limite, si es que existe.

L’Hopital

En el afio de 1969, en Paris, L’Hospital publico el primer
tratado sobre el Calculo Diferencial “Analyse des
infiniment petits pour 1'intelligence des lignes courbes”.
Dividio la obra en diez secciones, de las cuales, en la
novena aparece la controversial Regla de L’Hospital
(Solaeche, 1993), ya que fue descubierta en 1694 por el
matematico suizo Johann Bernoulli. La explicacion es que
ambos habian entrado en un curioso arreglo de negocios por
medio del cual el marqués de L’Hopital comprd los
derechos de los descubrimientos matematicos de Bernoulli
(Soler, Nufiez, & Aranda, 2008).
El marqués de L’Hospital fue un matematico aficionado
que desde temprana edad se interes6 por las Matematicas,
y muy particularmente por el nuevo Célculo presentado al
mundo por Leibniz en dos breves trabajos, en 1684 y en
Fuente de Consulta: (Solaeche, 1993; Soler, | 1686. Consciente de que él no podria por si mismo dominar
NUfiez, & Aranda, 2008) esta excitante faceta, “recurrid” a Johann Bernoulli
(Solaeche, 1993).

Bernoulli

Bernoulli conoci6 a L’Hopital en su estadia en Francia en
1691, donde L’Hopital contrato a Bernoulli para que lo
iniciara en el nuevo mundo del célculo infinitesimal, las
lecciones fueron dadas en Paris, Bernoulli fue
generosamente compensado. Cuando Bernoulli tuvo que
regresar a Suiza, siguieron las lecciones por
correspondencia. Esta correspondencia se convirtié en la
base para el primer libro de célculo diferencial, lo que
aseguro a L’Hopital un lugar en la historia de las
matematicas (Soler, Nufiez, & Aranda, 2008; Solaeche,
1993).

Fuente de Consulta: (Soler, Nifiez, & Aranda,
2008)
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Actividad 4 de la Leccion 2.1

Dados los limites de las funciones:

lim f(x) =0 limg(x) =0 limh(x) =1 limp(x) = lim g(x) =
xX—a x—a xX—a xX—a x—a

¢Cuales de los limites siguientes son formas indeterminadas? Para aquellos que no son una forma
indeterminada, evalla el limite donde sea posible hacerlo.

L lim 2
2 lim 2
3. lim
4 Jim P

5. lim [f CO)p(x)]

6. lim[h(x)p(x)]

7. lim[p(x)q(x)]

8. lim[f(x) — p(x)]

9. lim[p(x) — q(x)]

10. lim[f(x)]9®

11. lim ““/p(x)
x—a

12. lim[f(x)]P™
x—-a

13. lim[h(x)]P™

xX—-a
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Tabla 2.1 Lista de ejercicios de la leccion 2.1

Cocientes indeterminados.
Calcular el limite si existe.

i 2% —5x+2
x—>25x% —7X—6
lim 2x% 5x+2
x>0 5x% —7x—6
3. lim —qx—1—Z
x5 x%-25
Jix-1-%
4. Iim—22
Xx—0 X
5. lim
X—>00 XZ +1
3
. X24+5x-4
lim ———
x> XInX
6. lim 1+ senx
<37 c0os? X
2
7. lim 1+ senx
37 cos? x
2
8. lim 1-sen@
9_,%1+c0526’
9 i tan x
7 cot2x
2
10 lim tan t
Hg tan 3t
11. im tan x —senx
x>0 x3tanx

. Senx—x
12. lim

13.
14.

15.

16.

17.

18. lim

19. lim

20.

21.

22.

23.

24. lim

25.

x—0tan X —Xx

. 2X—1
im——
xZ cos(27 —x)
X(1+ cos x)

X — Senx
. X(1+cosx
ljm X(+€0S %)
x>0 X —Senx
2% 4Inx
m =7
x—o g% 4 X

. eX—e ¥ —2senx
lim
x—0 XSenx
e'+e -2
x>0 1—c0S2X
arcsin (2x)
x—0 arcsin x

. X—arctan x
lim————
x>0 Xsin X

. 3-3
lim
x—-n 55X

In x

S

. xIn x
lim
x| X+ Inx

In(senx)
x-0" [n(sen2x)
. X+cosh x
lim————
xoo X741

lim

x—0

Productos indeterminados
Calcular el limite si existe

1.

10.

11.

12.

13.

lim (x2 In x)
x—0*

. 1
lim | xsen—=
X—>00 X

lim (xcot x
x—>0+( )

lim (secxcos3x)

s
x>
2

lim xIn(senx
x—0* ( )

. T
lim | x| = —arctan x
x—>00{ (2 j}

Iirgl+ [sinxIn(sinx)]
lim [tanxIn(senx) ]

T
X—=
2

fim (2”)

lim (xzex)
X—>—0

e
im| 3¢

lim (e‘x In x)
x—0"

Fuente de Consulta: (Ruiz, 2021)

Tabla 2.2 Segunda parte de la lista de ejercicios de la leccion 2.1

14. lim [(x2 —1)e’x2}

X—00
Diferencias Indeterminadas
Calcular el limite si existe.

. x? X2
lim|————
x—>o| X—=1 x+1

2. lim {L_i}

x—>-3 x2+2x_3 X+3

. nm[l—i}
ol X senx
5. lim[secx—tan x|

s
x—>Z
2

10.

© © N o

lim [(cos x)“l}

x—0

lim [(2x+1)C°tX}
x—07"

lim ([1+ cos x]*" X)

T
X—=
2

lim (X +cos 2x)
x—0

lim
X—0

11 im [(tan x)cost

T

2

12. lim(e* -1)"

x—0*
2

13. Iim(x+e*);

X—0

€sc3x

[(1+ sen4x)°°tx]

24. Hallar los valores deay b

tales que [jm oS -b __,
x—0 2)(2

25. Hallar los valores de ay b

tales que
. sen2x+ax+bx®
lim——————=0

x—0 X

26. Calcule los valoresdeay b
tales que
II,m(sen(Sx)+ax+bx2J:0

X3

Iim[nXHj = 9,
X—>00 nx_l
determinar n.

x—=0

27. Si
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. r 1 X
6. lim [In2x—In(x~+1)] 14 jim (ex+3x)x} 28. Demostrar que lim - = co
x>0 X% X
7. lim [In(4x+3)~In(3x+4)] - B para cualquier entero n.
R e

8. im («/X4+5X2+3_X2) 15. X"_f)n (1+ex) } 29. Demostrar que Iimln—pxzo

X—>00 “L X—2o X
9. lim [sinhx—x] 16. lim(@1—x)™ para Cugquier p>0.

X2 oL 30. Determinar los valores de
10, 1@()(_“/’(2”) 17. 1im (,nx)i} a, by c para los cuales

0 4 3

Potencias Indeterminadas i ) i XX+l
Calcular el limite si existe. 18. jim | (2+20™ =1 (x=1)sen(rx)
1. lim+ )(3)X’2 X0 31. Calcular
T xow c 1 ) 2 X
2. | AT 19. Jim| (inx)x-e i e

Xﬂo +; xae_ 50 N

1Y 20. lim(senhx)™™ 32. Calcular
3. X|Lr2+[[1+;j} x0 . lim V2a®x—x* —aifa’x
) 21. Iirrg((cosx)exz)x" xa a—4ax

4, Iim(1+z) 22. (-1} donde a>0

X—>0 X lim 1
5 “m( 3x jx 23. Demostrar que si a > 0,

x—o| 3K +1 entonces lim n(ai _1]:|na

Fuente de Consulta: (Ruiz, 2021)
Leccion 2.2 Integrales impropias
Investiga 'y Analiza
1.- ;Qué es una integral definida?
2.- ¢Qué es una integral impropia? ;Cdémo las puedes identificar?

3.- ¢Qué diferencia existe entre una integral impropia con extremos acotados y una con extremos no
acotados?

4.- ¢ Las integrales siguientes son impropias? ¢Por qué?

1

a) folﬁdx b) fontanx dx ©) fooo

1 1 dx
1+x3 d) J.—1 x2—x-2
Teoriay ejemplos
Introduccion

Las integrales se pueden clasificar en:

a) Integral indefinida
— Ejemplo

2
f3xdx=%+c

b) Integral definida

— Ejemplo
f: 3xdx =

3x2

=24 -_6=18
2 12
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Cuando se aborda el concepto de la integral definida f: f(x) dx se define con las condiciones de

que la funcion f es continua sobre un intervalo finito [a, b]. Sin embargo, en ocasiones nos encontramos
con integrales que no satisfacen estos requisitos porque: 1) cualquiera de los limites de integracion son
infinitos, o 2) f tiene un nimero finito de discontinuidades en el intervalo [a, b]. A estas integrales les
Ilamamos integrales impropias. Como en los siguientes casos:

flooxzdx, f_sooxzdx, fjoooxzdx, folidx,

2.2.1. Caso I. Integrales impropias con limites de integracion infinitos

Definicion 2.2.1
1. Si f escontinuaen el intervalo [a,«), entonces

oo b
f f(x)dx = lgimf f(x)dx
a a
2. Si f escontinuaen el intervalo (—o,b], entonces

f_:f(x)dx = al_L;r_nm Lbf(x)dx

Se dice que la integral impropia converge si el limite existe, en caso contrario, la integral impropia
diverge.

Ejemplo 2.2.1 de integral impropia con limite de integracién infinito

Determinar si la integral [ foi—x converge o diverge. (2.71)

. 1 ., . .
El integrando es f(x) = - el cual es una funcién continua en el intervalo [1, ) usando la

definicion, tenemos:  [”~dx = lim flbidx = lim[lnx]} = lim(Inb — In1) = lim (Inb) = co.

. codx .
Luego, laintegral fl ~ diverge
Ejemplo 2.2.2 Determina si la siguiente integralf_oooZ‘j—’_c5 es convergente o divergente. Si es convergente
diga a qué converge.

Se obtienen las raices del denominador del integrando, para saber con qué valor se hace
discontinua la funcién

2x—5=0
2x =5

5
X ==

2

El integrando es discontinuo para x = g sin embargo, este punto esta fuera de los limites de

integracion, por lo tanto, se puede resolver la integral lim fO dx (2.72)
n—

—o0 VN 2x—-5
Observamos que esta integral se resuelve por cambio de variable, por lo que decimos que:
u=2x—-—5;du=2dx

lim = [°% (2.73)

no—o2°N u

lim %[m ul (2.74)

0
n—-—oo n

Volviendo a la variable original:

nl_i)r_nooi[lnIZx —5[]° (2.75)
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Evaluando la integral:

Jim_2[(In]2(0) = 51) = (inl2n — 5))] (2.76)
lim 2 [(In]=5]) — (In|2(=<0) — 5])] (2.77)

Obtenemos los valores de In|—5| y In|—co — 5|, pero sabemos que In|—5| =In5 y In|—o0 — 5| =
In|—o0| =Inoo = o,

lim ~[(In5) — oo] (2.78)
n—-—oo

A su vez, sabemos que In|5| > —oo por lo que la resta se desprecia, obteniendo asi:
lim [*-2 = —o (2.79)

n—-—oo N 2x-5 o

La integral diverge
Ejemplo 2.2.3 Evalla f_ooo xe*dx

El integrando es f(x) = xe*, el cual es una funcion continua en el intervalo(—oo, 0], usando la
definicion, tenemos:

0 . 0
J_ xe¥dx = agr_nw J, xe*dx (2.80)
Integrando por partes, haciendo u = x,du = dx y dv = e*dx,v = e*, obtenemos:
[xe*dx = xe* — [ e¥dx =xe* — e* (2.81)

Luego f_oooxexdx = lim f; xe*dx = lim (xe* —e*)|9 = lim [(0e® —e®) — (ae® — e?)]
a——0oo a—>—0oo

a——oo

= lim (-1—ae%*+e%) = lim —14+ lim —ae*+ lim e“ (2.82)

a——oo a——oo a——oo a——oo

Calculando los limites

i)lim —1=-1 (2.83)
a——oo

ii) lim e* = e™, (2.84)
a——oo

es decir hay que determinar el valor del limite de la funcion exponencial cuando x — —co, a partir
de la gréfica de la funcidn que se encuentra en el Grafico 2.22.

Grafico 2.22 Gréfica de la funcion y=e"x

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Observamos que, si los valores de x decrecen, esto es si tienden a —oo, los valores de y se

aproximan a cero, esto es lime™ = 0, asi, lim e* =0 (2.85)
X—00 a—>—0oo
i) lim —ae® = —(—o0)e™® = oo - 0, en este limite se vuelve atener lim e® que ya vimos es
a——oo a—->—oo
cero.

Pero al evaluar el limite no tenemos un resultado como en los otros casos, obtenemos una forma
indeterminada, por lo que hay que resolverla.

Representamos el producto como un cociente

lim —ae®= lim —— (2.86)

a——oo a——oo e"a

Aplicando la regla de L Hépital

lim —-% = lim —(—=) = lim e* =0 (2.87)
a——oo a——oo —e a——oo
Asi
f_oooxexdx = lim (-1—ae*+e?) = lim —1+ lim —ae*+ lime*=-1+0+0=—1. (2.88)
a——oo a——o a——oo a——oo

Y decimos que,

La integral converge y su valor es -1

1
1+x2

Ejemplo 2.2.4 ;Como calculamos el valor de la integral f_°°m dx?

En este caso no podemos usar ninguno de los dos casos de la definicion ya que infinito no solo es limite
inferior o superior sino ambos y no tenemos que la funcion es continua en un intervalo semi-abierto como
a, ) 0 —oo, b. Para este tipo de integrales donde los dos limites de integracién son infinitos y donde la
funcidn es continua en (—oo, ), se tiene la definicion siguiente.

Definicion 2.2.2 Si f es continua en (—oo,0) Y Si tanto f_coof(x)dx y fcoof(x)dx convergen,
decimos que ffooof(x)dx converge y se determina su valor como

Jo feodx = [° fodx+ [ f(x)dx donde ¢ es un niimero real

si alguna de las integrales [° f(x)dxy [.” f(x)dx diverge entonces la [ f(x)dx diverge.

Continuemos resolviendo la integral del ejemplo 2.2.4. Determinar si la integral f_°°oo !

dx converge 0

] 1+x2
diverge (2.89)
. 1 - f ., 1
El integrando f(x) = —— €S continuo en (o0, ), luego decimos que la funcion f(x) = S
continua en (—oo,c] y en [c, ).
s 1 .
Asisi f(x) = — es continua en (—co, c], entonces.
S L —dx = lim [° ! ~dx = lim arctanx|i = lim (arctanc — arctana) = arctanc — lim arctana (2.90)
0 1+4x a——00a 1+x a——oo a——o a——oo

El limite de la funcion trigonométrica inversa lo determinamos a partir del Gréafico 2.23.
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Grafico 2.23 Grafica de la funcién y=arctanx

yoarctans

pix

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

lim arctanx = —Zvy lim arctanx = = (2.91)
X——00 27 x—>o00 2
Asi fc ! >dx = arctanc — (— E) = arctanc + - (2.92)
— 1+x 2 2

Determinemos la otra integral.

Como f(x) = 1x2 es continua en [c, ©), entonces :

1+

1
1+x2

oo b : .
) ! ~dx = lim [ dx = limarctanx|? = lim (arctan b — arctan c) (2.93)
C 1+x b—ox " C b—> b—>

= éim arctan b — arctanc = g — arctanc, anteriormente determinamos el valor del limite en
—00

infinito. (2.94)
Luego,
o 1 T A
X = arctanc —T—-—arctanc = T. .
Jowtzd tanc+2+ > t (2.95)
Asi,

. 1
La integral ffooo = dx converge y su valor es 7

1+

De acuerdo con la definicion [° f(x)dx = [°_ f(x)dx + [, f(x)dx. donde ¢ es un nimero

real. Podemos tomar a ¢ como cualquier nimero real de tal manera que al evaluar la integral nos dé un
valor conocido, asi podemos decir que ¢ = 0, de modo tal que se divida en la integral de nimeros
negativos y de nimeros positivos. Si hubiéramos aplicado este hecho en el problema que acabamos de
resolver tenemos.

1

Ejemplo 2.2.5. Determinar si la integral ffooo Ton?

dx converge o diverge

1 1

El integrando f(x) = o &S continua en (—wo,), luego decimos que la funcién f(x) = 88
continua en —oo, 0 y en 0, o).
s 1 .

Asisi f(x) = . ©s continua en —oo, 0, entonces

0 1 . 0 1 . 0 .
I ~dx = lim [ ——dx = lim arctanx|} = lim (arctan0 — arctan a)

—® 1+x a—»—o0’a 1+x a——oo a——oo
=arctan0 — lim arctana =0 — (— E) =2 (2.96)

a——w 2 2
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Determinemos la otra integral, Como f(x) = 1+1x2 [0, ), entonces

——dx = llm dx = llm arctanx|? = llm (arctan b — arctan0)

0 1+x2 0
= Igim arctanb — arctan 0 = g —-0= g (2.97)
Luego

(o] 1 T T
f_oo1+x2 dx = a5+5 =T. (2.98)
Asi,
La integral f dx converge y su valores 7

2.2.2 Caso 1. Integrales con discontinuidades infinitas

Muchos autores llaman a este tipo de integrales como: integrales de segunda especie, integrales impropias
de tipo I, integrales discontinuas; pero eso depende de cada uno la interpretacion que le da.

Definicion 2.2.3

Una Integral Impropia de segundo tipo es la que tiene una discontinuidad en O entre los limites de
integracion:
I.  Sifescontinuo en el intervalo [a, b) y tiene una discontinuidad infinita en b, entonces:

[7 fOodx = lim_, [ f(x)dx

Il.  Sifescontinuaen el intervalo (a, b] y tiene una discontinuidad infinita en a, entonces:

[7 fOodx = lime_, [ f(x)dx

I1l.  Si f es continuo en el intervalo [a, b], excepto para algin c en (a, b) en que f tiene una
discontinuidad infinita, entonces:

f:f(x)dx = [ f(x)dx + fcbf(x)dx

Si al calcular el limite de la funcion resultante, existe, entonces la integral converge o es
convergente, y en el caso contrario la integral diverge o es divergente. A continuacién, se describen los
pasos a seguir para resolver una integral con discontinuidades infinitas (Pinzén, 1973):.

— Ver la discontinuidad que se muestra en la integral para asi mismo ver el procedimiento a realizar.
— Se identifica u y du;

- Observar si la integral esta completa, en caso contrario se completa de acuerdo a su derivada.

- Procedemos a integrar la funcion.

- Después de integrar, se realiza la formula: f(b) — f(a).

- Se concluye si es convergente o divergente.

- Si se desea, graficar la funcion.

Ejemplo 2.2.4 Si f es continuo en el intervalo [a, b) y tiene una discontinuidad infinita en b,

. . . 1 4
Determinar si la integral [ —

dx converge o diverge.

El integrando es f(x) = F esta funcién no es continua en x = +1, luego es continua en el

b 4x
Frdx = fim [}

intervalo [0,1), usando la definicion, tenemos f
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La integral f%dx se resuelve por cambio de variable, tomando u = x2, du = 2xdx

IW \/i‘}dx =2 fﬁdu:Zarcsin X2 (2.99)

Asi

1 4x , b 4x
fo dx = bllm ) dx = llmZ arcsinx?|5 = llmZ arcsin b? — 2 arcsin 0%
- ]

llm 2arcsinb? — 2 arcsin0 = 2 arcsin1 — 2 arcsin 0 (2.100)

b-1~

Determinemos los valores de las funciones y = 2 arcsin1y z = 2 arcsin 0, usando los valores
principales de las funciones trigonométricas tenemos que y = g yz=0

Luego f; ==—dx = 2arcsin1 — 2arcsin0 = 2 ( ) ~2(0) = 7. (2.101)
Por lo tanto,
Laintegral [, ———= dxconverge y su valor es 7%
gral f, J— gey
Ejemplo2.2.5 Si f es continua en el intervalo (a, b] y tiene una discontinuidad infinita en a.

Evale la integral fol ;—5 dx y diga si es convergente o divergente

. 11 T 1 _s5 s
él_?)%fa — dx —glz_r)réSfax dx = lim

a—0 —4x*
= im|(~355) + (55l = im|(-55) + (7)) 210
= —Z+ % = — % + o = Diverge a « (infinito). Por lo tanto,

La integral f dx es divergente

Ejemplo 2.2.6 Si f es continuo en el intervalo [a, b], excepto para algin c en (a, b) en que f tiene una
. .. P . . . . 3 dx

discontinuidad infinita, entonces determine si la siguiente mtegralf0 —e.c 5 convergente 0

divergente. Si es convergente diga a qué converge (Pinzon, 1973).

Al obtener indeterminacion al evaluar en 1 es necesario ajustar la integral:

lim [ —=— 4+ lim [} (2.103)

b—1 xz 6x+5 a—1

Factorizamos para hacer mas facil la integracion:

. b dx . 3 dx
lim J) e Yim ;o ar (2.104)
du
z = _l |
. 1 (x-3)-2 L (x—3)-2]43
}al—rg[z(z) (x— 3)+2|]° m z(z) In (x_3)+2|]a (2.105)



Simplificamos y evaluamos:

. 1 b-5 . 1 a->5
lim 3 (in [;2=5] = tnlS1) + lim 5 (tn|=1] — in|<=3])

Resolvemos el primer limite:

Aplicamos propiedades de los logaritmos:

lim = (In |2=*
b—>14

b—14 (ln |(5b 5) )

Evaluamos el limite:

~(Inoo]) = 7 (e0) = oo
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(2.106)

(2.107)

(2.108)

Al obtener divergencia en el primer limite, ya no es necesario resolver el segundo limite. Por lo tanto,

3
Jo ﬁ es divergente

Ejercicios Resueltos de la Leccién 2.2

p . 11 p .
1. Para que valores de p la integral fo X—de converge y para cuéles valores de p, diverge.

f —dx = f Pdx == L

|1
-P+1

-P+1 O-P+l 0-P+1

X0 -P+1 P+l -P+l

x—1 -P+1 - P+1 - 1-P Si P¢1

——————————— 1 S
I Si-P+1>0 —1>P — P<1 I [ Si-P+1<0 — 1<P — P>1

I Entonces | —dx Converge I I Entonces [ —dx Diverge
——————————— - e o e e - - — -

Evaluando en algunos valores de P

Para P=1
11 1
Jy zdx = (nlx]) 3
11 .
fo <dx = )1(1_1)1% In|x| = In|0| = —
11 .
fo <dx = )l(lir]l In|x| = In|1| = 0
lin}) In|x| + lirrll In|x| = 0 4+ o = o .. Es divergente
Para P>1, como ejemplo P=2

-2+1

_ 2 _xt 1y
fO dex f dx == 241 a1 xlo

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)



11 . 1 1
—dx=Ilim —-= —=-=-w

fOXZ x—0 X 0

11 . 1 1

[[Sdx=lim —-= —-= -1
0 X x—1 X 1

fol %dx = —1 4 o = o . Es divergente

Para P<1, como ejemplo P= %

2 2
11 . 3 3.3 3 3
[[=dx=lim:=X'=:1"=:.1 ==
0 Xl 2 2 2 2
11 3 3 3
Jy Tdx = 5-0=3 - Es convergente a 5
3 2 2 2

Para P<1, como ejemplo P=—1

X1+1 X1+1 X2

1
2. Evalue la integral f033(x — 1) s dx diga si es convergente o divergente

N _ X
fOFdX_IOXdX_ T2 ol
11 . X2 _ 0% _ 0
[[—=dx=lim == —=-=0
0 X x=0 2 2 2
11 . oxXE 12 1
[f—dx=lim== —=-= -
0 X x>l 2 2 2 2
[l Ldx = 1-0=1.Esconvergentea-:
0xT T 2 2" g 2
33 1 33 dx

—1 5 = —_—
Jo e=1D75dx = =

1 1
lima - 1 foa(x —1)5dx + limb - 1fb33(x —1)5dx = lin} ==
a—

4 4 4 4
5(1-1)5 _ 5(0—1)5 n 5(33-1)5 _ 5(1-1)5
4 4 4 4

3 dx 1 dx 3 dx
fo x2—6x+5 = fo (x-5)(x-1) t f1 (x=5)(x—1)

Por fracciones parciales

Entonces1 =A(x—1)+B(x—-5)=> A4

>=(0—Z)+(20—0)=—§+20:

1 _ A
(x-5)(x-1)  x-5
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(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)
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Primera integral:

/101 1 1 ~
al‘JI‘— <ZJ;) ((x—5)+(x—1))dx> => aliqz_ Z((ln(x—S)—ln(x—l)) =>

lim = (ln (x—_S)) Ahora evaluando = i(ln(OO) —In(-5)) = i(ln (:i)) =00 (2.129)

a-1- 4 x—1 5

Ya que la primera integral es divergente, no hace falta hacer la segunda porque el resultado sera
co. Entonces:

1
) 033(x — 1)75 dx es divergente

3. Determina si la siguiente integralfooo se~>5ds es convergente o divergente. Si es convergente diga
a qué converge.

Primero lo expresamos como limite, cambiando el infinito por otra variable

lim foa se > ds (2.130)

a—oo

Integrar por partes

u=s du =ds
e—5

dv=e"ds v= -
. T
lim (——+ [ e7*ds) (2.131)
. se™5S  e75S
lim (=%~ £ (2.132)
Aplicamos élgebra
. se—5s e=55 4
lim (%= - 58 (2.133)
lim (= (=55 — 1))2 (2.134)
a—oo = 25
Evaluando

e—5a e—s(o)
lim &— (-5a — 1) — ¢—(=5(0) — 1)) (2.135)
a—oo - 25 25
lim(— 2+ =) (2.136)
a—oo ©o 25

Como se indetermina se aplica la regla de L Hépital para remover la indeterminacion, se
selecciona el término que presenta la indeterminacion de cociente.

1
25e55

—-5a
lim (92—5 (=5a—1)-> lim( (=5s — 1) A estaexpresion se le aplica la regla
a—oo a—oo

—2=0 (2.137)
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Por lo tanto

. 1y _ 1
lim (0 + E) = o Entonces, (2.138)

a—0oo
: ®© . _—5s 1
Laintegral [;”se 5°ds es convergente y converge en —

Actividad 1 de la leccién 2.2

Instrucciones: Identifica si las siguientes integrales son impropias, fundamenta tu respuesta y resuelve
las integrales, di si la integral es convergente o divergente. Si es convergente indica a donde converge.

1. J, sen’a da

¢La integral es impropia?

¢Por qué razén?

Determina si converge o diverge

Si converge da su valor.

2. f_ooo ze*?’dz

¢La integral es impropia?

¢Por qué razon?

Determina si converge o diverge

Si converge da su valor.
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¢La integral es impropia?

¢Por qué razon?

Determina si converge o diverge

Si converge da su valor.

fo & dx

—1,3

¢La integral es impropia?

¢Por qué razon?

Determina si converge o diverge

Si converge da su valor.




Lista de ejercicios de integrales impropias leccion 2.2

Tabla 2.3 Lista de ejercicios de la leccion 2.2
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Determinar si la integral converge
o diverge, si converge calcule su
valor.

1. Ld
!(1+ xz)2 ’

X
? £l+x2dx
3. Tt x+18 q
;[x2+x—12 X
T 1
4. Ixz—ldx
3
T o1
5 dx
e
6. j1 dx
,w(x—1)3
2
1
! Jx2+4dx
< 1
8. j—dx
2 X =3x+2
T oxdx
> J;x“+9
02X
10.
e
< X
1. | ——dx
= (x? +9)2
“fi2de
X X+1
13.
.[ 1+x l+tan lx)
14, J'—X
1 X
15.
:!.xlnx

0
16. J'exdx
T 1
H -([ex+eX o
2 ox
e !ex+1dx
o [c eiidjl
20, [redx
0
21. T 2a7*dx
0
22. T xe ™ dx

3
23. J. sen2xdx

24. Ie X cos xdx

0

25. je * sin 3xdx
0

26. ~[sech x)dx

Determine si las integrales
dadas convergen o divergen.

2

20 [ ax
1-x
0
1

28. [P dx
_2 x+l
3

29.

J;xz—x 2

30. ¢4 1
—————dX
£x2—4x+3

31. T;dx
,2(x+2)5/4

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

x
o
3

>
N
|
IS

-

L e
>

N

|

'—\

ml
5
o
>

O ey
=
<

—In xdx

e

-

x
—~
S
x
~
[N
o
x

[N)

w
@D
(]
x
o
x

e 8 NNy Oy OV [N @R
—+
QD
>
N
x
o
>

! dx
1-cosx
dx
X2 +5x+6
r 1
dx
;|;\/§(1+x)
r 4
dx
-[I;\/_(x+6)
@ 00 1 dX
J2 x\/x2—4
! dx
Jo xx%-4
@ 0O 1
—dX
Js wx-25
1
_[In|x|dx

Fuentes de Consulta: (Swokowski, 1989; Stewart, 2015)
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Actividad de la Unidad 2

Instrucciones: Resuelve el crucigrama, lee cada reactivo y recuerda lo visto en clases.

Verticales Horizontales

1. x es una forma indeterminada de: 1. Al calcular el limite de la funcion
0 -1
.lim ===, se obtiene
7 -y - 7 x_)o _y
2. Formula auxtlla}r en la demostracion de 1a | 5 patermine si la integral [,”. (e?) dy converge
Regla de L’Hopital .
o diverge
3. 0- oo es una forma indeterminada de: 3. Integral que tiene limites de integracién
infinitos
4. Regla que permite derivar la funcion 4. Al calcular el limite de la funcion lim 2 se
del numerador y la del denominador . x>0 VX
obtiene:
5. Determine si la integral flwidx converge o
diverge
6. oo — oo es una forma indeterminada de:
1 C | | | 4L 5D
31 P | | |
>D
E
2 C | G
4 U ‘
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Examen de la unidad 2

Instrucciones: Resuelve lo que se solicita en cada reactivo y elige la opcidn que consideres es la correcta.

. 0 1 P , .
1. Al resolver la mtegralf1 - dx, ¢eual es el valor del limite?

a) Es o
b) Esl
c) Es-o

2. Laintegral flw% dx es

a)  Convergente
b)  Divergente

3. Alresolver la integral f0°° e *sen x dx, ¢cual es el valor del limite?

a) EsO
b) Esow
c) Es %

4. Laintegral [~ e sen x dx es

a)  Convergente
b)  Divergente

5. ¢Cudl esel valorde lim x*, si es que existe?

x-0*
a) 1
by O
c) o

6. ¢Cudl es el valor de lirggr(l + sen 4x)°°t* si es que existe?
xX—

a) Ine
b) e*
c) ¢)O0

7. Determine el area bajo la curvay = X% desde x=1 hasta x=t, y evaluela para:
i) t=10,

i) t=100

iii)  t=1000.
i) t=10

a) 0.498

b)  0.496

c) 0.495

i)  t=100

a)  0.496666
b)  0.499995
c)  0.49888
iii)  t=1000

a)  0.4999995
b)  0.4988888
c)  0.496666666
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iv)  Encuentre el area total bajo esta curva para x=1
1

a) 5249

b) s
500

C) 62
125

Determine si las siguientes integrales son convergentes o divergentes

co 1
8. fl ﬁdx
a) Convergea 2.24
b) Diverge

4
C) Convergente a 3

o] 1
S fl (2x+1)3 dx
a) Diverge
1
b)  Converge a :g
C) Converge a v
2 2
10. fo_ 2°In(z)dz
a) Diverge

b)  Converge a 0.9595
C) Convergea0

11. Debido a que es una integral que presenta una discontinuidad, ;,como esta clasificada?

1 dx
fO 5x—3
a)  Definida
b) Impropia

c) convergente

Relaciona ambas columnas colocando en el paréntesis la letra que corresponda a la respuesta correcta

i a) Divergente
O) L p=dw ) g
&) 2 5
() J_ xe™*dx b) Converge en —
() f; sen @ d@ c) Converge en 2e~2
c = d) Di t
() Jprzdx ) Divergente
0 J," (e2) dy e) Convergente en 1—12
() [ ——dx f) Divergente
3 (x-2)2
P — Divergente
e h) Convergente en 0
) GrrnE O ) Verg

En el siguiente enlace encontrards mas examenes

https://drafabiola.com/webaplicado/PARCIAL2.html


https://drafabiola.com/webaplicado/PARCIAL2.html
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Unidad 3 Sucesiones y Series

Establece la convergencia o divergencia de sucesiones y series a partir de sus propiedades, caracteristicas
y criterios.

¢Por qué es importante esta Unidad?

Nos permite conocer las series infinitas y nos da la posibilidad de representar una funcion por medio de
una serie. Generalmente una serie de potencias permite ver a una a funcion como un “polinomio” infinito.
Las series se utilizan en diferentes areas como lo son la fisica o la quimica y asientan las bases para
cursos posteriores de ingenieria en sistemas computacionales como lo es Matematicas avanzadas.

Leccion 3.1 Sucesiones
Investiga 'y Analiza

Da un ejemplo de una sucesion

¢ Qué es una sucesion?

¢ Como se grafica una sucesion?

¢Has trabajado con sucesiones anteriormente?
¢Dbnde se pueden encontrar sucesiones?

agrwdE

Teoriay ejemplos
3.1.1 Introduccion

Tal vez te es familiar encontrar un listado de numeros gque siguen un patron y se te solicita encontrar el
que sigue, como por ejemplo los multiplos de 3: 3, 6,9, 12, 15,18, ...

O el acomodo de puntos como se muestran en el Grafico 3.1 y determinar la cantidad de
puntos de la figura que sigue.

Graéfico 3.1 Numeros triangulares

1 3 6 10 15

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia.

Ambos ejemplos representan una sucesion, de manera informal, entonces una sucesion es una
lista de elementos que tienen un orden definido, de la cual podemos indicar cuales son el primer, el
segundo Yy hasta el n-ésimo término.

Definicion 3.1.1 Un sucesion infinita o sucesion es una funcion cuyo dominio es el conjunto de los
enteros positivos. Una sucesion puede verse como una lista de nimeros que describen un orden
definido tal como

di, dz, as, ...an, ...

donde cada numero an, tiene su SuUCesor ax+1.




161
3.1.1. Notacidn de las sucesiones
La sucesion {a1, a2, a3 } puede escribirse como {a,},~; 0 {a,}.

Para expresar el término -ésimo se puede emplear la siguiente notacion:

Ejemplo 3.1.1 Como funcién a(n) = (_1)2(+_1) (3.1)
. __ s (-1)™(2n-1)

Por medio del término n-ésimo a,, = — (3.2)

Sucesién implicita, con su término n-ésimo {(_1)2(#} (3.3)

Sucesidn explicita, indicando todos los términos {—% % —g 16 % } (3.4)

Ruiz (2021), sefiala que cualquier expresion que se usa para definir una funcion real se puede
emplear para una sucesion, asi se pueden usar todas las operaciones como son: suma, diferencia,
producto, cociente, potencia, etc. y cualquier funcion como son las algebraicas y las trascendentes,
aungue se tiene que en sucesiones se usa (—1)™ el cual es un factor que no se emplea en funciones reales.

Son sucesiones las siguientes

a(n) = Vn, { } a, = (- 1)n+1 {3}, { } {( ke 1(nn1)}

“En sucesiones una funcion constante como la que se tiene en variable real no representa solo a

un numero, sino que nos indica que para cada numero entero positivo la funcion natural toma ese valor”
(Ruiz, 2021), asi :

fx) =5

{5} = {5,5,5;5 ;5' }

Ejemplo 3.1.2 Una expresion para el término general @, de una sucesién, suponiendo que el patrén de
los primeros términos continua. {1 22 i } (3.5

2’4’8 16’

La forma que tienen los elementos de la sucesion son fracciones con numerador fijo 1 y con
denominador que varia, los denominadores son 2,4,8,16,... los nimeros en los denominadores son las
potencias de 2, luego

Greie =l
Ejemplo3.1.3{5,3,2,3, (3.6)

La forma que tienen los elementos de la sucesion son fracciones con numerador fijo 1 y con
denominador que varia, los denominadores son 2,4,6,8, ... los nimeros en los denominadores son
multiplos de 2, luego

i) =6
3.1.2. Grafica de una sucesiéon

Una sucesién se grafica en el plano de ejes ny 4, . Los términos de la sucesion se representan en el plano
por puntos, el primer término seran el punto (1, a,), el siguiente (2, a,) luego (3, as)etc.
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Grafiquemos la sucesion {%} (3.7)
Los términos de la sucesion son {1%&&&% } (Ver Grafico 3.2)

Grafico 3.2 Gréfica de la sucesion {1/n}

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

La grafica la constituye solo los puntos, ya que la sucesion es una funcién que solo esta definida
en los nimeros naturales por lo cual no podemos unirlos con una linea como sucede con los nimeros
reales. Se puede usar la funcion real, si la conocemos, para apoyarnos en su trazo y marcar los puntos
que determinan a la sucesion. (Gréfico 3.3)

Grafico 3.3 Grafica de la funcion real y=1/x

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Grafiquemos ahora la sucesion {vn} (3.8)

Grafico 3.4 Grafica de la funcion real y=vx

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Los elementos de la sucesion son {1,v2,v3,2,vV5,V6,vV7,--}, podemos usar la grafica de
f(x) = +/x como base para determinar la gréfica de la sucesion.



163
La grafica de la sucesion la constituyen los puntos en negro como puede verse en el Grafico 3.5.

Grafico 3.5 Grafica de la sucesion {Vn}

Fuente de Consulta: Elaboracion Propia

Las dos sucesiones que graficamos se comportan de manera muy diferente, en la primera de ellas,

conforme se incrementa n, los valores de @, se acercan a una linea, en este caso a 0. Y en la segunda

sucesion los valores se dispersan y conforme n crece, estos también lo hacen. Estos comportamientos
estan relacionados con la convergencia y divergencia de una sucesion. Las propiedades de funciones en
general son aplicables a sucesiones, enunciamos algunas de las propiedades de sucesiones.

- Las sucesiones son acotadas superior e inferiormente, si y s6lo si, su imagen es acotada (superior
e inferiormente).
- Si a'y b son sucesiones, su combinacion lineal y su producto son sucesiones.

-/ . - 1 -/ - , .
- Dada la sucesion b diferente de cero, la reciproca ~€s también una sucesion, asi como el cociente
a s
- donde a es una sucesion

Definicion 3.1.2 Sea {a,,} una sucesion, ésta es
a) Creciente si a,, < a4, paratodo n positivo,
b) Decreciente si a,, > a,,; paratodo n positivo.

3.1.3 Convergencia de una sucesion

Si una sucesion tiene limite, se dice que es una sucesion convergente, y que la sucesion converge o
tiende al limite. En caso contrario, la sucesion es divergente. La definicién significa que eventualmente
todos los elementos de la sucesion se aproximan tanto como queramos al valor limite. La condicion que
impone que los elementos se encuentren arbitrariamente cercanos a los elementos subsiguientes no
implica, en general, que la sucesion tenga un limite (Thomas, 2010). (Ver Gréfico 3.6).

Grafico 3.6 Grafica de una sucesion.

$ o L
LR L

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Definicion 3.1.3 La sucesion {a,} tiene limite L o converge a L, lo cual se denota por
lima, =L

n—o

si dado & >0 existe un numero positivo N tal que

la, — L| < e siempreque n > N

si tal numero L no existe, decimos que la sucesion no tiene limite o que diverge.

Esta definicién nos dice que para determinar si una sucesion dada {a,} converge si el limite
lim a,, existe. Hasta el momento sabemos determinar limites de funciones y en caso de que obtengamos

n—oo

una forma indeterminada ya conocemos estrategias para su solucién, también al tener el concepto de
limite sabemos las leyes de los limites y propiedades que cumplen. Sin embargo, todavia hay limites que
no podremos calcular, para solventar esto agregaremos los teoremas siguientes que nos proporcionan
mas estrategias para la solucion de limites.

3.1.4 Teoremas para sucesiones

Teorema. Sean {an} una sucesion infinita y sea f (n) =a, donde f (X) existe para todo numero real
x=1
i) Silimf(x)=L,entonces limf(n) =1L
X—00 n—»oo
ii) Si limf(x) = too, entonces lim f(n) = too
X—00 n—oo
Este teorema nos permite determinar el limite de una sucesion, a partir de limite de la funcion real, lo
que justifica el uso de todas las propiedades y estrategias sobre limites.

Ejemplo 3.1.6 Determinemos si convergen o divergen las sucesiones {%} y {x/ﬁ} que son las que

graficamos anteriormente y que de acuerdo con su gréfica se dijo si convergen o divergen. Este
comportamiento debe ser el mismo que se obtenga algebraicamente.

1.  Determinemos si la sucesion {%} converge o diverge. (3.9
De acuerdo con la definicion calculamos el limite, lim % =0 (3.10)
n—>0co

. -, 1 . . .
Asi la sucesion {;} converge a cero, como se habia visto graficamente. Luego

., 1
La sucesion {7.} converge a0

Ejemplo 3.1.7 Determinemos si la sucesion {v/n} converge o diverge (3.11)
De acuerdo con la definicion calculamos el limite, lim+vn = o (3.12)
n—-oo

Asi la sucesion {v/n} diverge, como se habia visto graficamente. Asi

La sucesion {vn} diverge.

Teorema. Sean {a,} una sucesion con @, =r" con r constante

i) limr" =0 si[r[<1
i) limr" =co si [r|>1

n—o

El teorema no nos dice que pasa con el valor del limite cuando r =21, determinemos que pasa
en ese caso
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Q) lim (1)™ = 1%, forma indeterminada de potencia (3.13)
n—-00

lim(D)" = limnin(1) = limn(0) =0 = lim()"=e°=1 (3.14)

n—oo n—-oo n—-oo n—oo

Luego la sucesion {(1)™} converge a 1. (3.15)

Otra opcion se tiene si analizamos la sucesion esta es {(1)"} = {1,1,1,1,1,---,1,--- }, es decir la
sucesion constante 1, luego converge a uno.

La sucesion {(1)™} converge a 1
(i) lim (—1)", este limite no lo podemos determinar ya que, dependiendo de n, varia el resultado,
n—-oo

analicemos la sucesion de donde parte, {(—1)"} (3.16)

{(—1)n} ={-11,-11-11,-}, esta puede descomponerse en dos sub-sucesiones

{(—=1)"} con n impar {-1,-1,-1,-1,---} conn impar

—1)" = 1\ —
=01 {{(—1)”} con n par = =D {{1,1,1,1‘ -} con n par (3.17)
Cada una de estas sub-sucesiones por si sola es una sucesion y cada una de ellas converge ya que
lim-1=-1yliml=1 (3.18)

n—-oo n—-oo

Como las dos sub-sucesiones {—1} y {1}constituyen la sucesién {(—1)"}, para que esta Gltima
converja deberian de converger al mismo valor esto no sucede, luego decimos que la sucesion
{(—1)"}diverge.

Con respecto al limite tenemos que

Paranimpar lim —1 = -1 (3.19)
n—-oo
Paranpar lim1l =1 (3.20)
n—oo

Asi el limite no existe, ya que se aproxima a dos valores diferentes.
La sucesion {(—1)"} diverge

Con esto, podemos determinar si la sucesién {a, } con a,, = r™ con r constante converge o diverge
para todo valor de a.

Teorema. Sean {a,} una sucesion, si lim|a,| = 0 entonces lima,, = 0.
n—->o0o n—>0o

Este teorema es Gtil cuando tenemos sucesiones con el factor (—1)™.

Ejemplo 3.1.8 Determinar si la sucesion {(—1)"+1 %} converge o diverge (3.21)

. . ., . s . 1
Para determinar si la sucesion converge o diverge, calculamos el limite lim (—1)"*?! ~, como el
n—->oo

limite tiene el signo —1 que varia no podemos determinar su valor, podemos dividirlo en sub-sucesiones,
1 . . 1 - . . .
estas son {;} sinesimpary {— ;} si n es par, determinemos si convergen o divergen

lim==0 y lim — 1 = 0 ambas sucesiones convergen a cero. (3.22)

n-ocon n—-oo n

Luego el limite Lim (—1)n+1% =0. (3.23)
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La sucesion {(—1)"’r1 %} converge a 0.

Otra opcidn mas directa es usar el teorema anterior, que nos dice que calculemos el limite del
valor absoluto de término n-ésimo y si este vale cero, entonces el limite del término general de la sucesién
también es cero, asi

lim |(—1)n+1%| = lim|(-1)"™]| |§| por propiedades del valor absoluto (3.24)
n—oo n—oo

lim |(—1)n+1 %| = lim|(-1)"™| |§| = lim =, porque |(—1)"*!|=1 debido a que el valor absoluto ya
n—oo n—oo

n—-oo

seadelode—1es1, ycomones positivo% > 0 con lo cual |%| = % (3.25)
sy 1 . 1 . 1
Asi tim |1+t ] = tim |0 = tim = 0 @27
Por el teorema lim (—1)"“% =0 (3.28)
n—-oo

La sucesion {(—1)"*1 %} converge a 0.

Teorema. (De intercalacion para sucesiones) Si {a,}, {b,} Y {c,} son sucesiones infinitas tal que a,, <
b, < c, paratodony si

lima, =L = limc,

n—-oo n—oo

entonces limb, =L

n—-oo

Al determinar si una sucesion converge o diverge podemos encontrar limites como los siguientes.

cos?

3n

n

Ejemplo 3.1.8 Determinar si la sucesién { } converge o diverge

cos’n _ cos? o

3n 3%

Para determinar si converge o diverge calculemos el limite lim

n—-oo

no obtenemos una forma indeterminada, el denominador tiende a infinito, pero el numerador, la funcion
trigonométrica no permite determinar un valor ya que no se aproxima a un mismo valor, luego este limite
no existe.

? . L, .
=—,si evaluamos el limite

No podemos emplear la regla de L"Hdopital porque no llegamos a una forma indeterminada de
cociente. La forma para determinar el valor del limite es con el teorema de intercalacion, este dice que
hay que acotar la sucesion por abajo y por arriba.

2
El término general de la sucesion es a,, = CO;n " esta constituido por una funcién trigonométrica

y una funcion exponencial general, la funcion trigonométrica si esta acotada y la exponencial solo por
abajo, asi partamos de la funcién trigonométrica

Sabemos que la funcion cos n esta acotada, por lo que —1 < cosn < 1, luego 0 < cos?n < 1,
porque el cuadrado de la funcion coseno son solo nimeros positivos y como la funcién era menor o igual
a 1 el cuadrado también es menor o igual a 1, asi

—1<cosn<1 (3.29)

2 1 . .
2 T < = no cambia el signo de la

3n — 3n’

P <z - 0
0<cos’®n<1, dividiendo por la funcién exponencial e
desigualdad porque la funcion 3" siempre se positiva
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ol L (3.30)
3n 3n

. L ., cos’n 1
Asi ya acotamos el término general de la sucesion y a, = {0}, b, ={ o } Yy ¢cp = {3—n}
calculemos los limites

lima, = lim0 =0y limc, = lim —=1=9 (3.31)
n-oo n-oo n-oo n—oo 3" 3%
Luego lima,, = 0 = lim giny por el teorema limb,, = 0, (3.32)
n—oo n—oo n—-oo
Asi lim <% = o (3.33)
n-ooo 3"

COS2 n

3n

La sucesion { } converge a cero.

Limites importantes

Inn

1. lim =0
n-oo N

2. limYn=1
n—oo

n
3. lim (1 + S) = e*, donde x representa a un numero real

n—-oo

n
4. lim = = 0, donde x representa a un niimero real
n—oo n!

Demostracion

1. limttr=ne_ (3.34)
n-oco N o ©
l 2 1 1
Aplicando la regla de L’'Hépital ~ lim == = lim & = lim - = — = 0. (3.35)
n-o N n-oo 1 n—ooon o)
Asi:
lim 22 = 0
n—-co n
1 1
2. limVn = lim(n)n = co= = 0, forma de potencia indeterminada (3.36)
n—-oo n—->oo

Calculamos primero lim linn = éln oo = 0(o0), forma de producto indeterminado

n-oon

lim=lnn = lim =" ="2=2 (3.37)

n-oon n-oco N o

Aplicando la regla de L’Hopital

1
lim22 = lim2 = lim ==L =0, (3.38)
n—ooco N n-oo 1 n—ooo N e
Luego,

limiyn=e%=1

n—oo
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X n X o .. .
3. lim (1 + ;) = (1 + —) = (1), forma de potencia indeterminada (3.39)
n—-oo [e0]
limnln (1 + E) = oo ln (1 + 3) = oo [n(1) = (0) forma de producto indeterminado (3.40)
n—-oo oo
i x\ . ln(1+§) _ ln(1+%) _ () _ o0
fmnin(1+47) = lim =2 = == =SB =G (@41
Aplicando la regla de L’Hospital
1 X X 1
e prei) i)
L G ST LT LTI S SR (3.42)
n—oo ; n—oo _ﬁ n-c -5 n-o 1+ 1+
Luego,
. \"
tim (1+3) =e*
4. lim 77: = ﬁ =2 el limite tiene la forma de cociente indeterminado, pero no podemos aplicar la
n—-oo 0! s

regla de L"Hopital ya que no hay una manera de calcular derivada de f(x) = x!, asi necesitamos
buscar otra opcion para determinar el limite.

XX X.... X

Expresemos la funcién de manera desarrollada, asi lim = = lim tanto en el

] ) n—oco n! n-ooo n(n-1)(n-2)...1
numerador como el denominador tienen n factores, por lo que es posible asociarlos en cocientes como

sigue

fim S = i e = m () 5) 5) - 6 6) (343

Por propiedades de los limites, tenemos

im () G5) G5) 6 ) = tim () fim (5) tim (35) - fim ) tim (5) (3:44

Evaluando
i (3) i (7) tim (55) tim (555) - tim (5) tim (5) = () (55) (55) ~ G) )
= (@) () (5) =0 (3.45)

Es posible separar los limites porque todos existen, de acuerdo a las propiedades de los limites si
uno de ellos no existe no es posible separarlos. Asi:
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Ejercicios y problemas resueltos de la Leccién 3.1

Encuentre una expresion para el término general a,, de la sucesion, suponiendo que el patrén de los
primeros términos continua.

L {-

La forma que tienen los elementos de la sucesidn son fracciones donde se va intercalando los
signos negativo y positivo, esto queda determinado con la potencia de (—1), como el primer término es
negativo el exponente es n; el numerador corresponde a los numeros naturales y el denominador esta
determinado por los numeros 4,9,16,25, ... que corresponde a los cuadrados de los nimeros naturales
empezando por el 2, asi:

tas e = 0D 5

2. {1,—3,1,—ﬁ,---} (3.47)

3°9 27

)

NN
O I

2 _} (3.46)

16’ 25

La forma que tienen los elementos de la sucesion son fracciones donde se va intercalando los
signos positivo y negativo, esto queda determinado con la potencia de (—1), como el primer término es
positivo el exponente puede ser n—1 o n + 1; el numerador corresponde a 1, 2, 4, 8 que son las potencias
de 2, empezando con el exponente 0 y el denominador esta determinado por los niameros 1,3,9,27,... que
corresponde a las potencias de 3 empezando con el exponente 0, asi:

L Gt B GGl 8 e

Si hubiésemos elegido el exponente n + 1 para el (—1) no hubiésemos podido hacer la

simplificaciéon, ambos exponentes llevan al mismo resultado dependiendo de los demas elementos se
puede definir cual es el que usamos.

3. {0,1,0,1, --- } Con esta sucesion inicialmente solo notamos que se intercalan los valores 0y 1, pero
que funcién en general nos permite tener estos valores, una opcién es pensar en las funciones
seno y coseno, sabemos que para ciertos valores una funcion es 0 y la otra 1, asi podemos
proponer sin (g n), examinemos que sucede con esta funcion

. . T
Sin=1= sin (E) =1, (3.49)
Sin=2 = sin(n) =0, (3.50)
. . 31
Sin=3 = sin (7) = -1, (3.51)
Sin=2 = sin(2n) (3.52)

no corresponde a lo que necesitamos, ya que debemos empezar con cero
T - -z
Proponemos cos (E n) examinemos que sucede con esta funcion
. T
Sin=1= cos (E) =0, (3.53)
Sin=2 = cos(m) = —1, (3.54)

Sin=3 = cos (37”) =0, (3.55)



170
Sin=2 = cos2m) =1 (3.56)

Esta funcion se aproxima mas a lo que necesitamos solo que no se deben de tener términos
negativos, para poder ajustarlo usemos el valor absoluto, esto es |cos (gn)| asi: {|cos G”)” =
{0,1,0,1,---}

Con sucesiones tenemos otra opcion como solucion, ya que como se dijo se tiene el elemento
(—1)™. Asi para determinar el término general de la sucesion, analicemos qué necesitamos, uno de los
términos tiene que ser 1 y el otro 0. Situandonos en 0, para que se obtengan cero cuando restoa—ad b
— b, entonces se debe de tener el mismo valor que sume y reste, ;,como podemos lograr esto?

Con la variacion de signo en un valor, asi en la expresion 1 + (—1)™ tenemos el valor 1y luego
dependiente del valor de n se sumaré o restara 1, veamos que sucede con esta funcion

Sin=1=>1+(-1)'=1-1=0, (3.57)
Sin=2=1+(-1)2=1+1=2, (3.58)
Sin=3=>1+(-1)3=1-1=0, (3.59)
Sin=2=1+(C-D*=1+1=2 (3.60)

El Gnico problema es que en vez de 1 se tiene 2, pero si dividimos entre 2 ya obtenemos los
términos deseados, asi:

14D
n—

1+(—1)"}

y{0,1,0,1,} = {Z5

Para esta sucesion presentamos dos diferentes opciones una con operaciones que no puede
aplicarse a funciones reales.

Actividad de la leccion 3.1

I Instrucciones: Proporcione los primeros cinco términos de la sucesion.

n+1

l.a, = —)

an
2.a1=4,an+1 =E

Il. Instrucciones: Encuentre una formula para el término general a,, de la sucesion, suponiendo que
se mantenga el patron de los primeros términos.

1111
1.{1,5,;,;,5,...}
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1. Instrucciones: Determina si las siguientes sucesiones son convergentes o divergentes, si converge

calcula el limite.

l.a,=1-(02)"

2.4, = —
n n3+1

(=2

(&)

Ejerccios de la leccion 3.1

Tabla 3.1 Lista de ejercicios de la leccién 3.1

Enlistar los primeros 4 términos 'y
el n-ésimo término de la sucesion.
1. a,=2n!

<o
2. .. -1
" k
k=1
n
-k
3. a,= E 2
k=1

Determinar los primeros 4
términos y el n-ésimo término de
la sucesion definida
recurrentemente.

4, ar=1 ak+1=ak+1

5. a=1 ak+1=(k+1)ak

1
6. =2 a4 =a+—

ok

ag

7. a =1 A =——
1 k+1 K+1

8. =2 Ay =28y

—5\"
17. anze(?j
18. {1+(0.1)n}
19, {1+(-D"}
100
20. an:n3/214
21. an:(—l)””£
n-2
2 {2
23, {J_l}
n
24, J(3n-2)(2n+1)

{

ond-1

}

34.

{ 2
Sl
{

36.

37. Jeost n®
2n° +1

In(n+1)
38. a_ =
N
39. { n+2-Jﬁ}
40. JnZ+n-n

{
41 {Jn+1-n-1}
{
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1
9. alzlak+1:1+§ak

Determinar una férmula para el
término general de la sucesion y
determine si converge.

10.
11.

12.
13.

Determinar
converge o diverge; si converge
calcule el limite.

14.

15.

si

la  sucesion

25.

n®+1
2
26. 273
2+n°
27.
28. n> __n’
2n-1 2n+1
29 _1n+1 3n }
{( ) n*+4n+5

30, { n’ }
n(n+1)

n
31. a =—
n 2n
32. {In(znﬂj}
5n-1
33. {In(lzmzj}
4n-9

an— (2n-1)(3n+1)

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Fuente de Consulta: (Thomas, 2010; Ruiz, 2021; Stewart, 2015)

Tabla 3.2 Segunda parte de la lista de ejercicios de la leccion 3.1

42.

45.

46.
47.

48.

49.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

.|

58.
59.
60.
61.

62.

63.

64.

>

82“}

—_——
N
>
=)
—

—
2|3
—

:5|3 N w
S| ot 5| 2
—— 5|

=

3|3 3|3
Sle= S| =
—

Fuentes de Consulta: (Thomas, 2010; Ruiz, 2021; Stewart, 2015)
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Leccion 3.2 Series
Investiga 'y Analiza
1.- (Qué es una serie infinita?
2.- ¢Has trabajado con series anteriormente?
3.- Da un ejemplo de una serie infinita
Teoriay ejemplos

3.2.1. Introduccién: Serie infinita

Consideremos la sucesion {znl_l}, esto es (3.61)
1111 1
I (3.62)

Y consideremos las sumas parciales S,, de n términos de la sucesion

Sl = 1
3
Sz-—-l +'_ —-E
Sy=1+2+-=1
2 4 4

Sp=1+-4:4-=2
2 4 8 8

Ss=1+-4+14-4-=2
2 4 8 16 16
1 1 1 1 '
Sp=lhotototos= (3.63)

Para identificar el valor que tiene la n-ésima suma parcial, revisemos el comportamiento que

siguen los resultados de las sumas efectuadas. Nos percatamos que en el denominador se encuentran los
. . .. -z 1 .z
siguientes valores: 1, 2,4, 8, y 16 y podemos ver que coincide con la expresion e Con relacion al

numerador tenemos los siguientes valores: 1, 3, 7, 15 y 31. Podemos establecer una relacion entre el
. . 3 7
numerador y el denominador, de tal forma que la segunda suma parcial es > la tercera es " la cuarta es

15 . 31 . .
<Y la quinta es o Se aproxima al doble el valor del numerador con respecto al denominador. Para que

sea exactamente la doble falta sumarle la unidad a cada numerador. Lo podemos expresar de la siguiente
manera:

Doble Denominador menos 1

2 ot -1
De esta forma el numerador queda como: 2 - 271 —1 =2" -1 (3.64)
Luego S,, = 22;% =2- an_l (3.65)
Entonces las sumas parciales constituyen la siguiente sucesion: 1,;,2, %5% 2 — 2n1_1 (3.66)
Observamos que el término e-nésimo de esta sucesion es 2 — (3.67)

n—-1
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Para saber si esta sucesion de sumas parciales {Sn} converge o diverge calculamos su limite

1 1

=2-—==2 (3.68)

2n-1 2

lim§,, = lim2 —

n—-oo n—->oo
Encontramos que la sucesion de sumas parciales converge a 2, esto implica que la suma infinita
vale 2, esto es:

3 7 15 31 1
1+E+Z+?+E+"'+(2_zn_—1)+'"_2

Notemos que la sucesion original

{ 1 }— 1,21 L L .. L .. converge siel limite existe, lima, = lim — = — = 0, luego
Zn_l - ;2;4;8;16; Izn_1P g ' n_n_)oo - ’ g

n—-oo 2n-1 2

1 0
—n—7 CONverge a

Definicion 321 Dada una sucesion de ndmeros {a,}, una expresion de la forma

a+a,+a,+---+a, +-++ se denomina serie infinita o simplemente serie.

La sucesion {S,} definida como
S =a4

S, =a; +a,

S3=a,+a, +az

Sn=a1+a,+az;+-+a, (3.69)

Es la sucesion de sumas parciales de la serie, donde S, denota la n-ésima suma parcial. Si la

sucesion de sumas parciales converge a un limite L, decimos que la serie converge y que su suma es L,
y en este caso escribimos

atataz+ota,to=Yr a, =L (3.70)

Si la sucesion de sumas parciales {S,,} no tiene limite decimos que la serie diverge.

Notacion: la serie & +d, +ad; +---+a, +-se representa por ), a, 0 por Y a,.

Observacion: En general todas las series inician en n = 1, cuando usamos la notacion )’ a, esto
suponemos cuando la representacion de la serie es
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Teoriay ejemplos
3.2.2 Series especiales
Serie Geométrica
Consideremos la serie a + ar + ar® + ar® + -+ ar®™ 1 + ... = ¥%  ar™?! (3.72)
Donde a y r son numeros fijos y a # 0. ¢para qué valores de r la serie converge?

Para poder determinar si una serie converge lo que conocemos hasta ahorita es la definicion,
entonces hay que determinar la sucesion de sumas parciales de la serie y hallar los valores de r para los

cuales converge la sucesion de sumas parciales y en consecuencia la serie.

Asi consideremos las sumas parciales

S, =a+ar
S;=a+ar + ar?
Sp=a+ar+ar?+--+ar™? (3.72)

Al ser una serie general no podemos determinar de manera precisa cual es cada una de las sumas
parciales.

Apliquemos la estrategia siguiente para poder dar una expresion de la sucesion de sumas
parciales.

Multipliquemos la n-ésima suma parcial S, por r

rS,=ar+ar’+ard+--+ar® (3.73)

Ahora hagamos la diferencia

Sp—rSp,=(a+ar+ar?+-+ar" ) —(ar+ar?+ar®+--+ar™ 1 +ar™) (3.74)
S,—rS,=a—ar™ (3.75)
S, (1—r)y=a—ar™ (3.76)
_a(1-r™M)
Sp === (3.77)
.. ., . a(1-r")
De esta forma tenemos la expresion para la sucesion de sumas parciales {S,,} = { - }
Determinemos para que valores de r converge la sucesion de sumas parciales
La sucesion converge si lim S,, existe
n—->oo
, _g,a-ry a0 a (h. o g o n\_ a4 (4 g n
limy = lim £ = 2 tim - o = o E (Um — limen) =2 (1 - i) @79

Debemos hallar los valores de r para los cuales el limite limr™existe,

n—-oo

La respuesta a esto lo tenemos en uno de los teoremas de sucesiones:
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Teorema. Sean {a,} una sucesion con & =I" con r constante
iii) limr*=0si|r| <1
n—-oo

iv) limr* =oosi|r|>1
n—00

Con lo cual si |r| < 1, entonces limr" =0, luego

n—o

lims, === (1- limr") == (1-0) == (3.79)

n—-oo -r n—oo 1-r

Si |r| > 1, entonces limr" =0 y lim$S,, = li(l — limr") = lir(l — 00) = —oo, sucesion diverge.
n—oo n—>o0o -

-r n—oo
Nos falta determinar si la serie converge o diverge si [r| = 1, estoessi r =+1
Sir=1,laseriees Yy ar* !t =Y> a()"'=a+a+a+a+a-+a+-- (3.80)

la sucesion de sumas parciales es (Zill & Wright, 2011).

S, =a+a=2a

S3=a+a+a=3a

;n=a+a+a+'--+a=na (3.81)
Calculando el limite de la sucesion de sumas parciales

ii_zgna = a() = (3.82)
Parar = 1 la serie diverge.

Sir=—1,laseriees Yo ar*1=%% a(-D)"1=a—-a+a—a+a-+(—1)"1a+ - (3.83)
la sucesion de sumas parciales es (Zill & Wright, 2011).

51=a
S, =a—a=0
S3=a—ata=a

a—a+a—a=0

--éa
I

La sucesion de sumas parciales es {a,0,a,0, ...}

Esta sucesion se puede dividir en dos sub-sucesiones donde una de ellas converge a a y la otra
converge a 0, asi la sucesion diverge.

Para I =—1 la serie diverge. Por lo tanto:

la serie converge si |r| <1y susumaes =, esto es Y ar"! = =

-r
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Hemos demostrado el teorema siguiente.

Teorema: La serie geométrica es
at+ar+ar?+ard+--+ar™t 4+ =32 ar™?

Converge si |r| < 1ysusumaes Yo, ar™ 1 = ﬁydiverge si|lr]>1

Observacion: Otra opcion para representar la serie es Y.o—,ar™. Una forma de identificar la serie
geomeétrica es con su representacion explicita o desarrollada, esto es mediante la suma de sus elementos

Ejemplo 3.2.1 Determina si la serie geométrica converge o diverge, si converge calcular su suma.

11\ 1 . _ L 1 1 1
Z¥'1°=1; (5) , la serie presenta la forma Y5°_, ar™1, asi se tiene que a = Syr=s: luego |r| = 5<1

winfo|r

1
. 1\t g
y la serie converge, su suma es Z?f’=1; (5) = ﬁ =
3

3 1
=2=1 (3.84)

Resumiendo,

w 1/n\*1 1
Y=ty (5) converge y su sumaes -

Ejemplo 3.2.2 Determina si la serie geométrica converge o diverge, si converge calcular su suma.

n

serie geomeétrica.

-1)"s5 . . _ .
Y1 %, la serie no tiene la forma Yo, ar™ 1, busquemos modificarla para que tenga la forma de la

El exponente tiene que ser n — 1, aplicando las leyes de los exponentes

CDOTIH G CDEDMTYS

Yn=1 4-D+1  &n=1" me1) (3.85)
Asociando términos comunes

(- 1)(11 1) 1\ 1
Yin= 1( )W_an( )( ) (3.86)
Ya tiene la forma principal de la serie geométrica con a = —Z yr= —i, |r| = i < 1y converge, su

O"s _ =3 _ 3

o 7 =4 __—_4 _ _

sumaes Yo, FER ) Rl 1. (3.87)

Resumiendo,

-1)"s
)i ( 4,)1 converge y su suma es -1

Ejemplo 3.2.3 Determina si la serie geométrica converge o diverge, si converge calcular su suma.

Yoo ,(2)2m31" la serie no tiene la forma Yoo, ar™ 1, busquemos modificarla para que tenga la forma
de la serie geométrica.

El exponente tiene que ser n — 1, aplicando las leyes de los exponentes y reduciendo

o 4@

T3 = 50, 3D =5, Bl g W0 g M0 5o 4(2) (3.88)

. .. . Jr 4 4
Ya tiene la forma principal de la serie geométricacona = 4y r = o |r| = 3> 1.
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Por lo tanto:
Yo (2)2"317" diverge
Ejemplo 3.2.4 Determina si la serie geométrica converge o diverge, si converge calcular su suma.

0.6 + 0.06 + 0.006 + --- + % + =30 1757 , la serie no tiene la forma Y, ar™ 1, busquemos
modificarla para que tenga la forma de la serle geometrlca (3.89)

El exponente tiene que ser n — 1, aplicando las leyes de los exponentes y reduciendo

6= 50 (3) = Ze() () =2 () () aso

. . . o 6 1 1 .
Ya tiene la forma principal de la serie geométrica con a = Y=Y 7| =< 1y la serie

6

6

g S Loy 6 70 _10_6_2
converge, su suma es 0.6+0.06+0.006+ -+ =+ Yne1 T ()L 58
Resumiendo:
0.6+ 0.06 +0.006 + - +W+ = Zf=1% converge y su sumaesg
Ejemplo 3.2.5 Escribe el nimero 2.3171717... como una razén de nimeros enteros
Podemos descomponer el numero como la suma de un numero racional y una serie, esto es
2.3171717...= 23+ 0.0171717...= 2+ L+ L+ - 4.

10 10 10
23 17
2'3171717“'—B+1os(1+ﬁ+ﬁ+ ) (3.91)
La serie es
1 1 1 1 1
1+ FJF WJF F + et Ozn te =t ot o T T T e Yo T
1 1 1 1 1 o 1 e 1\1
1+ (102)1 + (102)2 + (102)3 o (102)n-1 + (102)n o = X (102)n-1 Xn=1 (1_02) (3.92)
Serie geométricacon a =1y r = 02 ylr| = % 1 la serie converge, su suma es 1 +t F +
1 n-1 1 1 100
106 + + 102n Zn 1 (102) - 1_(%) - % - ; (393)
Luego 2.3171717...= 2 4 173 (1 + —2 + —4 + - ) 2, 1—73(@) =247 - I*® Resumiendo:
10 10 10 10 10 10 99 10 990 9

1145
el nimero 2.3171717... expresado como una razon de enteros es o5

Serie Armonica

Definicion 3.2.1 La serie armonica es la serie infinita divergente (Boyce & Diprima, 2005).

L4 4ot + i
23

n=1

Sl
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Serie armonica solo se tiene una, la que se define.

Serie Telescopica

Se le llama de esta forma a la serie que tiene como caracteristica que puede expresarse como una
diferencia de tal modo que la sucesion de sumas parciales queda definida por el primer y el dltimo
término.

Ejemplo 3.2.6 Determinar si la serie Y.;— 1(— converge o diverge. Si converge calcula su suma

1)
(Boyce & Diprima, 2005).

1 1 1 1

Y= 1n(n+1) 1(2) t 2(3) t 3(4) Tt n(n+1) Tt (3.94)
1 1 1 1

=t et T ae

sumas parciales de la serie, pero nos interesa ilustrar un tipo de serie especifico, asi que busquemos la
forma de representarla como una resta, por el tipo de funcién podemos aplicar fracciones parciales.

, podriamos tratar de determinar una expresion para la sucesion de

1

B _ A(n+1)+Bn _ (A+B)n+A
nn+1) n+l (3.95)

n+1 nm+1)  nn+l)

n

A+B=0 = A=-B

A=1yB=-1
1 1 1
n(n+1) - ; - m (3-96)
1
Luego ¥y s = B (5~ 755) (3.97)

Determinando la sucesion de sumas parciales de la serie, con la diferencia obtenida.

5= (D466 D+ (D () @0
Simplificando los términos comunes.

S,=1-—— (3.99)

n+1

De este modo ya obtuvimos una expresion para la sucesion de sumas parciales, determinemos si
converge.

lim$, = lim (1-—)=1-—-=1-0=1 (3.100)

n—oco n—oco ( n+1

La sucesion de sumas parciales de la serie converge. Por lo tanto,

1

La serie convergey su sumaes YLy s =

Criterio del n-ésimo término para la divergencia

Teorema. (Limite del término n-ésimo de una serie convergente) (Swokowski, 1989).

Si la serie )5~ a,, converge, entonces lima, = 0.
n—-oo
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Ejemplo 3.2.7 La serie Z;‘f_lﬁ converge, fue la que se estudid al inicio del tema y lima, =
n—-oo

. 1
lim = — = 0. Lo que ilustra el teorema.

Nn—00 21’1—1 2

Teorema. (Criterio del n-ésimo término para la divergencia) (Swokowski, 1989).
La serie Y,;—; a,, diverge si:

i) lima, # 0
n—-00
i) lima,, no existe

n—-oo

Ejemplos 3.2.8 Aplica el, criterio n-ésimo de la divergencia para determinar si la serie dada diverge.

1. ¥x_,n? calculando el limite limn? = oo, el limite no existe, por lo que de acuerdo al criterio,

n—>oo
Laserie Yoo, n? diverge.

Ejemplo 3.2.9 Aplica el, criterio n-ésimo de la divergencia para determinar si la serie dada diverge,

Ye 12 m calculando el limite lim

n-oo 2n!+1

= 2 que es una forma indeterminada, no podemos usar la
regla de L Hopital porque no hay una regla de derivacion para el factorial, luego hay que usar un

procedimiento algebraico, usemos el de dividir entre la potencia mayor siendo ésta n!, asi lim =&+ =
n—-0o
n!

. . 1 1 ;. . . .
lim 72— = lim — = P # 0. Como el limite es diferente de cero de acuerdo al criterio
]

. ! .
La serie Y5y 5—— diverge

Ejemplo 3.2.10 Aplica el, criterio n-ésimo de la divergencia para determinar si la serie dada diverge,

1
Z(—l)n+ , notamos que el limite |im(-1)"" no se puede determinar evaluando, usando regla de

n—oo
=1

L’Hopital (al no ser cociente indeterminado no se puede usar) o con alguno de los teoremas de sucesiones
(ya que si calculamos el limite del valor absoluto del término general no es cero). Pero podemos calcular
el valor del limite tomando el valor de n par e impar,

Sinespar (—1)™**! = —1 entonces lim(—1)"*!' = lim — 1= -1

n—->oo n—-oo

Sinesimpar (—1)™*! = 1 entonces lim(—1)"*! = lim1 =1
n-—->oo n—-oo

Como los limites son diferentes entonces lim (—1)"™*1 no existe. Por lo que de acuerdo al criterio

n—oo
La serie Yoo, (—1)™*1diverge.

Ejemplo 3.2.11 Aplicacel, criterio n-ésimo de la divergencia para determinar si la serie dada diverge,
Yo 17 L calculando el limite lim = = 0. Como el limite es cero el criterio

n-oon

No determina si la serie converge o diverge.

Ejemplo 3.2.12 Aplica el, criterio n-ésimo de la divergencia para determinar si la serie dada diverge,

= 0. Como el limite es cero el criterio

1
Yo ( calculando el limite Tllg”(r)lo n(n+1)  w(cot+1)

No determina si la serie converge o diverge.
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De los ejemplos que vimos 3.2.11 y 3.2.12, se obtiene que el limite en infinito es cero y no se
determina si converge o diverge; sin embargo, son dos ejemplos que ya abordamos y en su momento
determinamos lo siguiente.

. 1 - g . ;- .
La serie Z;‘;lz se definid como la serie armonica y diverge.

La serie X5 fue el ejemplo que se vio en la serie telescopica y se determind que converge.

(

Estos son dos ejemplos de series donde el limite en infinito del término general es cero pero el
comportamiento es diferente, uno converge y otro diverge.

Propiedades de series

Teorema. Si Yo, a, Y Xm=q by, SON Series convergentes con sumas A y B respectivamente, entonces
)} Si ¢ es un numero real, ).;°_; ca, converge y su suma es cA (Swokowski, 1989).
i) Yomeq(a, + by) converge y susumaes A + B
iii) Yo q(a, — by) converge y susumaes A — B

Ejercicios resueltos de la Leccién 3.2

1. Determina si la serie X5 (ﬁ + 3,12_1) converge o diverge
H [es) 7 2 00
Por propiedades Y ;- (n il 3n_1) =7y 1n(n+1) +2) 13n — (3.101)

Laserie >pq ( ——corresponde al ejemplo de la serie telescopica y determinamos que converge

ysusumaesl

1

. 1 . . . .
La serie Z;‘{;an—_l tiene a la variable n solo en el exponente lo que nos sugiere sea una serie

n-—1
geomeétrica, démosle la forma de ésta ), 13n - = Y= 1( ) . Enseguida revisamos que la serie

geométricatiene a = 1yr ==, ycomo [r| < 1, por lo tanto converge, y su suma es Y_; —— = %_1 =
1_3 3
z7 3
3
Asi

2
Zn 1 (Tl('l’l+1) + 3n- 1) 72"’ 1n(n+1) +2 ZTL 1 3n- 2n-1 7(1) + 2 ( ) 10. (3102)

La serie converge y su suma es 10.
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k(k+2)

2. Determine si la serie 7.1 5=

es convergente o dlvergente

Usamos la prueba de la divergencia

_ k(k+2) _ . k2+2k

711_{1(}0 a, = no existe orll_r)rgo a, # 0,entonces Y.n—; a, es divergente 11r£10 Gz = A s =
K2 2k 2 2

. =t . 1+ 1+— 140
lim S = lim — = —25 = 1+“;+0 =1+0 (3.103)
komCrShed  komliphg  ligig

: o k(k+2)
Laserie Yo—q Gz divergente

37‘1.

3. Determine si la serie es convergente o divergente &, —oo— = % 1( Zn)

Por propiedad de los exponentes se puede descomponer en dos sumatorias
. n 3 n © n . 3 n . 1 n . 3 n
2 |G) + Q) =2 E) 2 () =2 () 2 () (3109
. . . 3\" 3
Si analizamos la sumatoria },;—; (5) , podemos ver que |r| = 5> 1.
3\" .
Por lo que Yo-q (5) es divergente.

Al ser divergente una de las dos series en que se descompuso la serie inicial, entonces ésta también
es divergente. Asi

. 1+3"
Laserie Y, 1—

Actividad de la leccién 3.2

Instrucciones: Determina si las series son convergentes o divergentes, si son convergentes calcula su
suma.

5k

Lo Xk=

3k 4 4k

¢La serie es geométrica?
¢Es armonica?

¢Es Telescopica?

Si calculas el limite del término n-ésimo, ¢qué obtienes?

¢La serie se puede descomponer en dos series?

¢De qué tipo es cada una de ellas?

Concluya si la serie es convergente o divergente
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¢La serie es geométrica?

¢Es armonica?

¢Es Telescopica?

Si calculas el limite del término n-ésimo, ¢que obtienes?

¢La serie se puede descomponer en dos series?

¢De qué tipo es cada una de ellas?

Concluya si la serie es convergente o divergente

1x3%5..(2n—1)
2x5%8...(3n—-1)

3. Yn=1

¢La serie es geométrica?

¢Es armonica?

¢Es Telescopica?

Si calculas el limite del término n-ésimo, ¢qué obtienes?

¢La serie se puede descomponer en dos series?

¢De qué tipo es cada una de ellas?

Concluya si la serie es convergente o divergente
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4. Instrucciones: exprese como una razén de enteros el siguiente nimero decimal

6.254 = 6.2545454 ...

Leccién 3.3 Series de términos positivos
Teoriay ejemplos
Criterios de convergencia

En el tema anterior vimos el concepto de serie y como al determinar la sucesion de sumas parciales de la
serie se tiene la posibilidad de indicar si la serie converge o diverge; sin embargo, no siempre es posible
el determinar una expresion algebraica para la n-ésima suma parcial de la serie. Si tenemos una serie
especial como lo son la series geomeétrica, telescopica, arménica, podemos identificarlas y de acuerdo
con su tipo determinar si convergen o divergen, pero también no todas las series son especiales, entonces,
¢ Como poder determinar la convergencia de la serie?, y si ésta converge ¢Cual es su suma?

Sin lugar a duda, como estudiantes de computacion, alguno de ustedes podria sugerir el uso de la
computadora para dar respuesta a estas preguntas, primero se observarian los resultados obtenidos en la
s sumas parciales, si estos numeros parecen estabilizarse en un namero fijo S, la serie converge, lo que
responderia a la primera pregunta, después concluiriamos que S es la suma de la serie, dando asi respuesta
a la segunda pregunta. Sin embargo, esta respuesta es incorrecta para la primera pregunta y solo
parcialmente correcta para la segunda. Analicemos el por qué es incorrecta la respuesta obtenida con la

. . 1 1 1 . .
computadora. Considere la serie 1 + P ST i S las sumas parciales de esta serie son:

82:1+_:§
ss=1+-+z==

La sucesion de sumas parciales crece sin limite, pero crece tan lentamente que se

. . . L . . 3., .
necesitan cientos de millones de términos para que S, sea igual a 20 y mas de 10™ términos para que
S, llegue a 100. Debido a las limitaciones propias de una computadora, como el niimero de digitos,

ocurrirfa que en algin momento se obtendrian valores repetidos para 9, lo que sugeriria

incorrectamente que la serie converge (la serie analizada se llama serie armonica la cual se demostrara
mas adelante que es divergente).
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Es claro que una computadora no puede sustituir los criterios matematicos para la convergencia
y divergencia de una serie (Purcell, Varberg, & Rigdon, 2007). Con este tema ampliamos el tipo de
series para poder determinar si son convergentes o divergentes; se tomara el caso particular de series de
términos positivos, ya que las sumas parciales forman sucesiones no decrecientes, y las sucesiones no
decrecientes que estan acotadas superiormente convergen. Sin embargo, ya no podemos determinar la
suma de la serie.

Teorema:

Sea )’ a,, una serie de términos positivos. Si existe un nUmero M tal que S,, < M para toda n, entonces
la serie converge y tiene suma S< M. Si tal numero M no existe, entonces la serie diverge (Zill &
Wright, 2011).

Si {s,} eslasucesion de sumas parciales de la serie de términos positivos ) a,, y recordemos que
Sl=a1,52 :a1+a2,53 :a1+a2+a3,...
entonces:

§1 <5y <83< 8, <55< Sq ..
La sucesion s, es creciente y por lo tanto es monotona.

Si existe un nimero M tal que s,, < M para toda n, entonces {s,,} €s una sucesién mondtona y

acotada.
limS, <S<M

n—-oo

Para algin nimero S y por lo tanto la serie converge. Si tal nimero M no existe, entonces:

limS,, = oo y por lo tanto la serie diverge.

n—-oo

Los criterios de convergencia que analizaremos en este tema son:

— El criterio de la integral

— El criterio basico de comparacion

- El criterio de comparacién por limite
- El criterio de la raiz

- El criterio de la razén

3.3.2 Criterio de la Integral

Teorema
Suponga que f es una funcion positiva, continua y decreciente en 1, ) y sea a,, = f(n), entonces la

serie infinita };,—, a, es convergente si y solo si la integral impropia Tf(x)dx es convergente, esto es
1
(Zill & Wright, 2011):

i) Si [ f(x)dx converge, entonces Y.,—; a,converge.
1

ii) Si T f(x)dx diverge, entonces Y., a,diverge.
1

Ejemplo 3.3.1 Usar el criterio de la integral para demostrar que la serie armonica, Z,‘f:l%es divergente.

Solucion.

Se tiene que f(n) == = f(x) = =

X
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1

Verifiguemos que f (x) cumple con las condiciones del Criterio de la Integral Positiva f(x) =
es positiva para x >1.

Continuidad
fx)= i no es continua para x = 0, asi f(x) es continua para x > 1.

Para determinar que es decreciente calculemos la derivada de la funcion

I _ 1 . 1 ’ ., .
f'(x) = —= vy se tiene que -=< 0 para toda x, luego f'(x) < 0 y la funcion es decreciente en

x2
particular para x >1.

1 iy . . . . . .
Luego f(x) = ~ es positiva, continua'y decreciente para X >1, asi calculemos la integral impropia

001 s bl T b _ g: . T _
J; —dx = lim J; —dx = Igl_)‘rg[lnx]ll = lgl_)rg[lnb In1] —lglm Inb = (3.105)

b—oo —00

Asi la integral impropia diverge y por el Criterio de la Integral
La serie Y p-q %diverge.

Ejemplo: 3.3.2 Determinar si la serie infinita Z,‘f:lne‘"z converge o diverge.
Solucion

Sea f(n) = ne ™ = f(x) = xe™*", veamos que cumple las condiciones
Positiva

f(x) = xe % es positivasi X >0 y si e~** > 0, la funcion exponencial siempre es positiva, su imagen
es (0, ), por lo cual, f es positiva para todo x > 0. En particular f(x) = xe " es positiva para x>1.

Continua

2 - - - .
f(x) = xe™™ es continua para todo valor de X, ya que no existe un valor de x para el cual se indetermine,
en particular f(x) = xe™" es positiva para x>1.

Decreciente

Calculemos la derivada f(x) = x(—2xe‘x2) te™ = e (—2x2 + 1)
Tenemos e~ > 0 paratodaxy —2x2 + 1 < 0 para X1,

2 - -
luego f(X)=xe™ es decreciente si x>1

— 2 a,m - - ’ - - -
Luego f(x)=xe™ es positiva, continua y decreciente para X >1, asi calculemos la integral impropia
co —x2 T b —x2
J, xe™ dx = lgl_)rgfl xe " dx
Calculando la integral

2

[xe ™ dx,seau = —x2ydu = —2xdx = [xe ™ dx = —%fe“du = —%e_x (3.106)

Asi
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) 2 b . 1 _p2 1 __(1)2
J, xe xdx—llmf xexdx—llm——ex|1—llm(—ze +e (1))

b—oo 2 b—co

=l flelo oo lologplel= et (3.107)
2 2 2 2 2 2

Asi la integral impropia converge y por el criterio de la integral, concluimos que la serie infinita

_m2
Yn=qne"™ esconvergente.

3.3.2. Serie Hiperarmonica

Teorema: La serie hiperarmonica o serie p, definida como

o1 1 1
Z—p 1+—+3—p+ e
n=1

Converge sip > 1 ydivergesip < 1.

Demostracion

Usemos el criterio de la integral para demostrarlo.

Sea p un numero real positivo y f(x) = ip =y, veamos que cumple con las condiciones del criterio
X

Positiva, fog= Lo o €S positiva siempre que x = 1
XP

Continua, f(x)= ip: x " no es continua si x = 0, luego es continua para x > 1

X

Decreciente, calculemos la derivada f'(x) = —px P~ 1 =

si x>1 entonces f'(x) <0 vyala

+1’

funcion f(x) :ip: x P es decreciente para x > 1
X
Por lo que f(x):izx-p es positiva, continua y decreciente para x>1, asi calculemos la integral
X
impropia.
x—p+1(b . pmptl q-pH1 . ppHt 1
f1 —dx = llmf xPdx = lim = = lim - = lim —
b—ooo —p+1 b—ooo —p+1 -p+1 b—oo —p+1 -p+1
1 . —
= <(llmb pH) 1) (3.108)
-p+1 b—oo
Determinemos ézmb pt+i glmb P+l = o0~P*1 dependiendo del exponente sera el resultado, ya
—00 —00

gue no se obtiene el mismo resultado si el exponente es positivo 0 negativo, analicemos esto.

Si —p+1>0 > -p>-1 = p<1, para este caso llmb Pl = oo~ Ptl =

(oo)m'lmeropositivo - o0

y la integral impropia flwxipdx diverge.

Si—p+1<0=> —p<-1=2p>1,
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para este caso lgimb‘erl = 00 P+l = (co)nimeronegativo - eg conveniente que los exponentes
—00
sean siempre positivos, asi se tiene

1 1 1 1
gl_,rgb P = lgl_,‘rg p-(= p+1) (Oo)—(nﬁmeronegativo) = (0o)mimeropositivo = ; =0. (3109)
*Lax=((timpt?)=1)l=(0-1)=- =L
Por tanto, [;” 5 dx = = (( limb') 1) =50-D=-==—, (3.110)

. . . , . . . f 1
la integral impropia converge, asi por el criterio de la integral se concluye que la serie Yo, —converge.

Nos falta analizar qué pasa si —p+1=0 = = p=1 Yy alaserie Y, 175 €8 Y 1 , €s decir la
serie armonica y ya demostramos que diverge. Por lo tanto la serie hlperarmonlca o serie p

Yo 1 ~, converge si p >1ydivergesi p<1.

Ejemplo 3.3.3 Determinar si la serie dada converge o diverge.
0 1

1. Zn:lﬁ

. 1 - - s - .
La serie Z?f=1§ es una serie hiperarmdnica con p = 2, como p > 1, se concluye que la serie es
convergente. (3.111)

La conclusion es que La serie Y4 = converge

Ejemplo 3.3.4 Determinar si la serie dada converge o diverge.

DR

La serie Yo W‘ se puede representar como 5 ) 1\/_ =5)Ym1—T L la cual es una serie hiperarménica

’nZ

con p =% y como p <1, se concluye que

la serie Yo \/% es divergente. (3.112)
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3.3.3. Criterio basico de comparacion (CBC)

Criterio basico de comparacion (Criterio de comparacion directa) (Thomas, 2010).
Sean ), a, Y Y. b, dos series de términos positivos.

a) Si) b, convergey a, < b, paratodo entero positivo N, entonces ). a,, es convergente.
b) SiY b, divergey a, = b, paratodo entero positivo N, entonces Y. a,, es divergente.

Nota: Para aplicar este criterio, es necesario tener presente una lista de series cuya convergencia
o divergencia se pueda determinar facilmente como por ejemplo las series geométricas, las cuales
convergen si |r| < 1y divergen en otro caso, las series hiperarmonicas, las cuales convergensi p >1Yy
divergen en otro caso, y las series cuyo limite de su n-ésimo término sea diferente de cero ya que estas
divergen, esto ultimo aplicando el criterio del n-ésimo termino para la divergencia.

b,, se determina a partir de a,, considerando el término predominante en el numerador y en el

denominador, en el caso de polinomios, el término predominante es el que tiene la variable con mayor
exponente.

. . . . 1 .
Ejemplo 3.3.5 Determinar si la serie Z;‘;lﬁconverge o diverge.

Solucion

Partiendo de la expresion algebraica de la serie determinemos la expresion de la serie con la cual se
compara.

Asi a, = 3+15n y tenemos que determinar la expresion de bn (3.113)
Sabemos que

345" > 5", lasuma de dos sumandos es mayor que cada uno de los sumandos (3.114)
3+15n < Sin tomando el reciproco (3.115)
Asi by ==Y a, < by (3.116)

Determinemos si la serie ), b, converge y diverge, para poder aplicar el criterio basico de
comparacion

. 1 1\" . . 1 1
La serie Yp—q by, = Z;‘{;ls—n =Y (E) , €S Una serie geométrica con r = -, cOMO |E| <1,la

serie converge. (3.117)

1 1 1 . . ;-
Por lo tanto Yo, b, = Z;’{;ls—n converge y a = <5 = b,. Por el criterio béasico de
comparacion concluimos,

que la serie Yo, ﬁ converge. (3.118)
Ejemplo 3.3.6 Determinar si la serie Z;’{;Z\/%converge o diverge.

Solucioén

Seaa, = \/% y tenemos (3.119)
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Vn—1<+n (3.120)
1 1 .
N > = Tomando el reciproco (3.121)
3 3 1 ..
N >=>= Multiplicando por 3 y comparando (3.122)
. 3 1
Asi a, = m Yy bn = \/_ﬁ (3123)

Laserie Yo, b, = Z;‘;l\/iﬁ, esta es una serie hiperarménica con p = % < 1y laserie diverge. (3.124)

Por lo tanto, la serie Y5_, b, = Z;’f;l\/iﬁ diverge y a,, = \/;_1 > \/iﬁ = b,,. Por el criterio béasico
de comparacion concluimos que,
. . 3 .
la serie Y5, N diverge. (3.125)

Ejemplo 3.3.7 Determinar si la serie Z;‘;zﬁconverge o diverge.

Solucion
1
Seaa, = N (3.126)
Vn+1>n (3.127)
1 1 .
V7 Tomando el reciproco (3.128)
Asia, = —=—yb, = — 3.129
siay == YVby == (3.129)
Laserie Yooy by = Yomes \/iﬁ es una serie hiperarménica con p = % < 1y laserie diverge. (3.130)
. . w 1 4. 1 1
Por lo tanto, la serie Yo, b, = 2n=2\/_z divergey a,, = FANET b,,. (3.131)

El criterio basico de comparacion no nos permite concluir si la serie converge o diverge. Ya que
no se cumplen ambas condiciones, el criterio dice que . b,, diverge y a,, = b,,.

Usemos otro criterio, por ejemplo, el criterio de la integral que es el que conocemos hasta ahorita,
primero verifiguemos si se cumplen las condiciones requeridas para poder aplicar este criterio.

Sea f(x) = ﬁ f es una funcion positiva y continua para toda x > 0, en consecuencia, también
para toda x > 2.

La derivada de la funcién esf’(x) = la cual es negativa para todo x>0, por lo cual

1
T 2vx(Vx+1)
es decreciente para toda x > 2.

Como se cumplen las condiciones requeridas es posible aplicar el criterio de la integral.

d . e ey . . .
Ahora calculemos [,° \/E_L para ello apliquemos la definicion de integral impropia

[2-E = i [P (3.132)

2 Vx+1  pooo U2 Vx+1

Calculemos la integral indefinida f%y el resultado lo sustituiremos en la ecuacion (3.132).
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Tomando u = Vx = du = %dx = dx = 2vxdu = 2udu

__ (2udu
=/

[= = (3.133)

Tomandov=u+1=>dv=duyu=v-1

fﬂl_f“d“_zf “dv=2[dv-2[T=2v-2Inv=2@u+1)-2ln(u+1) =2(Vx +

u+1

1) -2in(Vx +1) (3.134)

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (3.133), se tiene

ézlgf = lim (2(Va +1) —2in(Vi + 1)|)
=lim ([2(VB +1) = 2In(vVb + 1)] - [2(2) - 2n2]) = (lim2(VB + 1) =2 In(vVb + 1)) — 4 + 2n2  (3.135)
Calculemos el limite

Lim2(Vb + 1) = 2In(Vb + 1) = o0 — oo, forma indeterminada (3.136)
Resolviéndolo

lim2(Vb + 1) = 2In(Vb + 1) = 2lim (Vb + 1) — In(Vb + 1), (3.137)

Usando la funcién exponencial y el logaritmo natural, expresemos el primer sumando del limite como
un logaritmo natural, esto es usamos el hecho de que a = e!*® = 2lim In e(Vo+1) —in(vb + 1)
—00

. . . e(Vb+1) ) e(Vb+1) e®

Por propiedades de logaritmo = Zgz_)rzzo In (W) =2In lfl_@ (W) =2In (?) (3.138)
Calculemos el limite

. e(Vb+1) _®
tim () =2 (3.139)
Aplicado la regla de L’Hopital

(VB+1) L (Vb+1)
lim (e i ) = lim 2B lime(VB+1) — o — o (3.140)
b—)oo \/_+ b—oco —_ b—oo
2vb

Luego

o dx . e(Vb+1) _ _
J, =2 5&72}( i ) = 2 In(o0) = oo. (3.141)
Por lo tanto,

. 1 .
la serie Z;‘;Zm diverge.

El procedimiento para determinar la convergencia o divergencia de la serie dada en el ejemplo
resultd un poco largo. Existen otros métodos que podrian resultar menos laboriosos, uno de los cuales
veremos a continuacion.
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- . . . . 1 .
Ejemplo 3.3.8 Determinar si la serie Y5, T oonverge o diverge.

Solucion.
1
Sea a, = T\/Z_-I-l (3142)
n? +1 > n? (3.143)
Yn2+1>3Vn2 (3.144)
1 1

Vozes Ve (3.149)
Asi L_yb, = 3.146

Nn = 3 YO = (3.146)

. 1 1 . - S 2 . .
La serie g1 b, = Z;‘;lgv—_z = Yo, €S una serie hiperarmonica con p = <1y la serie diverge.
- z

n3

Por lo tanto, la serie Y;-1 b, = Z,‘fﬂg—\;l_z divergey a, =3 L 1 b, (3.147)

nZyi  ¥nZz
El criterio basico de comparacion no nos permite concluir si la serie converge o diverge. Ya gque no se
cumplen ambas condiciones, el criterio dice que Y. b,, diverge y a,, = b,,.

Hay que emplear otro criterio para determinar si la serie converge o diverge, hasta el momento
solo conocemos el criterio de la integral, pero veamos el Criterio de Comparacién por Limite y con este
determinemos su comportamiento.

Criterio de Comparacion por Limite (CCL) (Thomas, 2010).

Supongamos que a,, > 0y b, > 0Vn = N entero.

1) Silim™=c¢>0=Ya,yY b, convergen o divergen ambas.

t—oo by

2) Si l{im 2n — 0ysiY b, converge entonces Y a, converge.

—o0 by

3) Si lim ‘;—" = oo y si ), b, diverge entonces }; a,, diverge.

t—oo bn

Retomemos el ejemplo 3.3.8.

. . , . ., . . . 1 .
Al emplear el Criterio Basico de Comparacion para determinar si la serie Yo F===converge 0 diverge,
n

no pudimos encontrar la convergencia ni la divergencia, por ello ahora recurrimos a otro criterio.
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1 . . - ;. 1
Encontraznos que b,, = =Y ahora empleemos el Criterio de Comparacion por Limite con a,, = Tt
Y by == (3.148)
1
. 32 ) ¥n2? . 3| n? 1
lim Yot = llm% = lim \/nzﬂ =}—=
n-—-oo ?E% n-oo Vvn<+1 n—oo > anﬂ

S/L =1>0 (3.149)
1+0

;. . . . . 1
Como el limite es mayor que cero el criterio nos dice que las dos series Yo ;77— VY
Vn2+1

1 .
Yt F;convergen o divergen.

Laserie o1 by, = Yoy 3\/_ = Y1 — €S una serie hiperarménicaconp = = < 1 y diverge. (3.150)
n3
Luego,

La serie Y p-q dlverge

3,‘(
Ejemplo 3.3.9 Determinar si la serie Z;‘;zﬁconverge o diverge.

Solucion

Esta serie fue la del ejemplo 3.3.7, a la cual no se le pudo aplicar el Criterio Basico de Comparacion y
resolvimos con el Criterio de la Integral en un proceso largo, el aplicar el Criterio de Comparacion por
Limite nos da otra opcion para obtener si converge o diverge més directo.

_ 1

, . 1
Como ya se uso esta serie tenemos que a, = —=——y by, = .

Calculemos el limite

Vn
. . . yn . 1 1
llmz— lm‘/—+1=llm\/if1=llmﬁ’;l=llm r=—7=1>0 (3.151)
n—-oo On n—-oo \/_ﬁ n—-ocoVn n—oo N n—oco 1+\/—_ 1+\/%

,o- . - - . 1
Como el limite es mayor que cero el criterio nos dice que las dos series Z;‘{;lm y

1 .
Yot Zzconvergen o divergen.

Laserie Yoo by = Xy \/iﬁ es una serie hiperarmoénica con p = % < 1y diverge. (3.152)
Luego,
La serie )., diverge.

n= 1V_
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Estos dos ultimos ejemplos (3.3.7 y 3.3.8) ya habiamos intentado resolverlos por el Criterio
Bésico de Comparacion y esto hizo posible que tuviéramos la serie Y.,_; b, pero no siempre tenemos
que iniciar aplicando este criterio. Una forma de obtener la expresion para la serie .5, b, €s, como ya
se menciono en una capsula anterior), usando los términos mayores del numerador y de denominador de
la funcion dada en el término general de }:7—; a,

. . . . 3n%+5 .
Ejemplo 3.3.9 Determinar si la serlexleﬁ converge o diverge.

Solucién. Para determinar b,, consideremos los términos mayores del numerador y del denominador de

3n2+5n

n = Fnmzen) (3.153)
3n +5n
2M(n?+1)

Asi b, Apllcando el criterio de comparacion por limite se tiene lim = = lim 25— =

Znnz n—-oo bn n—-oo zn
. (3n%+5n)2™ . (3n%+5n) , 3nn;5n ) 3nn;5n ) 3+% 3+; 3

lim ErTrerre oD lim —%5— = lim —5— = lim OIS flvowms w aleren

n—-oo n—oo n—oo 3( 2 ) n—-oo 3(—n2 ) n—co ( +F) ( +W)

=1>0 (3.154)

. . . . 3n%+5n
Como el limite es mayor que cero el criterio nos dice que las dos series Yo, oz Y Y Y 157

convergen o divergen.

Determinemos si la serie Y., 15 converge o diverge.

La serie o1 — = =3 150 = =3 (;) es geométricacon r = %y |r| = |%| < 1 por lo que,
La serie Y- 1% converge. (3.155)

Criterio de la Razén o del Cociente (Zill & Wright, 2011).

|
e~

Sea Y., a,, una serie de términos positivos tal que lim <% =
n—-oo an

Entonces:

i) Si L<1,Ilaserie converge.

i) Si L>1, laserie diverge.

iii) Si L =1, el criterio no determina convergencia o divergencia, hay que usar otro criterio.
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(2n)!

nin!

Ejemplo 3.3.10 Determinar si la serie Yo

Solucion. Usando el criterio de la razén, tenemos

_ () _ (2(m+)
An = Sy Y On+1 = Gy (3.156)
% (2(m+1D)nin! (2n+2)inin!
. n+1)!(n+1)! __ . _ .
#@W - 1{—)00 I+ D!+ noe @I+ DI(n+1)! (3.157)
Usando la definicion de factorial
2n+2\/2n+1
_ iy @0 D@D @ne)ensD) lim( 23
nooo (n)l(n+1)n!(n+1)n! nooo (M+1)(n+1) N—00 (”_“)(n_“)
n n
2+2)(24= 242) (242
= lim ( ’})( ’;) = ( °1°)( °1°) = D@ _ 4 < 1 Porel criterio de la razon, (3.158)
n—oo (1+E)(1+E) (1+;)(1+;) (1)(1)
; o @) .
La serie Znﬂﬁ diverge. (3.159)
Criterio de la Raiz
Sea Y..°_; a,, una serie de términos positivos tal que (Zill & Wright, 2011). lim"/a,, = L
n—->oo
Entonces:
i) SiL <1, laserie converge.
i) SiL > 1, laserie diverge.
iii) Si L = 1, el criterio no determina convergencia o divergencia, hay que usar otro criterio.
. . . . g 23T .
Ejemplo 3.3.11 Determinar si la serie ;- —,— es convergente 0 divergente
Solucion. Usando el criterio de la raiz, tenemos
23n+1
a, = o
(3.160)
1 1 1
_omfgsndt . ApEMET . (3t %*m . 230w
lim — = lim == lim~—— = lim — = lim
n—-oo n n—-oo n n—oo n n-oo N n-oo N

n—-oo N

1 1
—8limZ =38 (%f) =8(X)=80=0<1. (3.161)
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Por lo que,

3n+1
—Converge.

. 2
La serie Y p-q

Veamos los siguientes ejercicios donde se quiere determinar la convergencia o divergencia de
una serie para lo cual no se indica el método, por lo que se tiene que probar con los ya trabajados.

Ejercicios resueltos de la Leccion 3.3

. . . l .
1. Determinar si la serie E,‘;‘;l"—; converge o diverge.

n2

Solucion.

Primero usemos el Criterio de la Raiz

Inn

an - 3

. Nnn l‘m N
/ = lim = =
n—)OO nz n—>oo S n—00 (1v—)2 llm ( \/—)2

Calculemos cada uno de los limites, para que sea valido el procedimiento ambos limites deben de existir.

limVinn = llm (ln n)n = (ln oo)oo = (0)?, esta es una forma indeterminada de potencia

n—-oo

In(lnn) _ In(lno) ®

- L1 .
Resolviéndola lim =Iln(Inn) = lim
n-oon n—-oco

n (o] o)
Aplicando la regla de L’Hopital
In(inn) . (1) 1 1
lim—— = lim 2% = |im —— === 0
n-oco N n—oo 1 n-ooconinn o)
Luego lim~inn=¢e% =1

n—-oo

3
= 3
Calculando el otro limite lim ('{/_)2 = (llm \/_) = 12 = 1. Debido al limite importante lim Vn = 1,

n—-oo n—0oo n—-oo
Luego
n lnn um Vinn 4 . . . .
lim =222~ =-=1, luego no se puede determinar si la serie converge o diverge con este
n—-oo n2 . n 2 1
Jim (V)

criterio hay que usar otro.
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Usemos ahora el Criterio de la Razdn

Inn In(n+1)
An =73 Yap41 = 3 (3.162)
n2 (n+1)2
In(n+1)
LCLLE 3
lim (nl:;)z — lim nz ln(;H—l) — lim nz ; lim In(n+1) (3.163)
n-oo — n-0 (ni1)zinn n—-00 (4 1)z N© Inn

n2

Calculemos cada uno de los limites, para que el procedimiento sea valido ambos deben de existir.

3 3
3 3 3 n \2 2 3
lim —— = lim (-)* = (1im =) = (lim ﬁ) = (lim il) =1:=1 (3.164)
n—oo (n+1)2 n—-oo \n+1 n—oo n+1 n-oo ——= n-oo 1+E
lim 20D 2, aplicando la Regla de L’Hopital
n-ooo Inn oo
In(n+1) _ — 1 1

lim 222 = im 2 = [jm = lim — = — = (3.165)
n-oo Inn n-oo z n-ooon+l npoco T+ 14

In(n+1)

in(nt1) 3
Luego Lim G2 = lim — lim D~ (D) =1 (3.166)

e =% (n41)z2 M7

n2

Luego no se puede determinar si la serie converge o diverge con este criterio hay que usar otro.

Usemos ahora el Criterio Basico de Comparacion (CBC)

Tenemos a,, = m—3" (3.167)

n2
Determinemos b,,

Podemos comparar el logaritmo natural con cualquier potencia de n, en particular comparémosla con n,
asi

Inn<n

3
Dividiendo por nz

PreZ=2, (3.168)

nz n2 nz

hr oL (3.169)

n2 n2

Asia,=22yp, =2 (3.170)
nz n2

La serie Y.n—, b, = Y.or->—1, €S Una serie hiperarménica con p = = < 1y la serie diverge. (3.180)
nz
Por lo tanto, la serie }.;°_, b, = Z;‘{;zil divergey a, = m—3n < il = b,. (3.181)
n2 nz nz

El criterio basico de comparacidén no nos permite concluir si la serie converge o diverge. Ya que no se
cumplen ambas condiciones, el criterio dice que Y. b,, diverge y a,, = b,,.
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Usemos ahora el Criterio de Comparacion por Limite (CCL)

Tenemos que a,, = — Y b,, il (3.182)
nz nz
Calculando el limite
inn
—3 1
lim 22 = |im 200 = i R = 2 (3.183)
n—-oo = n-ooo Lo n-oo N o
n2
Aplicando la Regla de L’Hopital
. Inn . = . 1 1 N H an . 1 .
lim===lim2=lim-=—=0,asi lim—=0 ylaserie }*_,b, = ¥, — diverge, por lo cual
n-oo N n-oo 1 n-ooon n—o 0, nz
El criterio no determina si la serie converge o diverge hay que usar otro criterio.
Finalmente usemos el Criterio de la Integral, el Gnico que faltaba.
Inx
Tenemos a,, = —, luego f(x) = — (3.184)
nz x2

Determinemos si cumple las condiciones para aplicar el criterio:

3

Positiva, sabemos In x = 0 si x >1yxz>0six >0, luego la funcion es positivasix > 1  (3.185)
Continua, la funcion f(x) = —-, no es continua en x = 0 y su dominio es (0. o), luego la funcion es

x2

continuasix > 1

Decreciente, calculemos la derivada
, x%(%)—ln x(gx%> x%(x(l) —g n x) x%(l—% n x)
f'(x) = (3) = g =—— (3.186)
X2

Veamos bajo qué condiciones la derivada es negativa,

1

El denominador x3es positivo si x > 1, xz es positiva si x > 1

Y el factor 1 — %lnx es negativo si

1 —glnx <0= —%lnx <-1= %lnx >1=>Inx> g ~ 0.66666 por lo que podemos decir que f
es decreciente si x > 2. (3.187)

Luego f(x) = 3 = es positiva, continua y decreciente si x > 2 y para este intervalo podemos aplicar el

criterio de la mtegral

El criterio de la integral nos permite determinar si converge o diverge la serie en el intervalo (2, o), asi
la podemos dividir en un namero real y el comportamiento de esta serd el mismo para la serie inicial.

Laserie es o, T = T 4+ X2, Tr = 0+ X0, T = 2o, B (3.188)

nz 12 nz n2 n2

En este caso la serie en el intervalo (1, ) es la misma que en el intervalo (2, o)
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Calculemos la integral impropia

[P dx = lim f" g (3.189)

2
X2

Calculemos la integral

f—d x, resolvamosla por partes, seau = Inx = du = —dx y

x2

1
s 1
v=f13alx:>v=fx_5dx=¥=—i1
x2 2 x2
[Hdx=-Zmx—[-%(2dx) = —illnx+2fi3dx=—illnx+2(—il) (3.190)
x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2Z
Asi [BFdx=—-Zinx -5 (3.191)
x2 x2 x2
b
foolnxdx— llmf ln—xdx— lim —%nx —=| = lim (—wib—il+2m12+—>
x2 x2 boo 43 xzl, bo® bz bz (22 (2)2

R dx = (lim - il) SR-L (3.192)
x2 b—oo b2 b2 (2)2 (2)2

Calculando el limite

lim—222 2 = 2 iim 22— 4lim S (3.193)
b—oo bz bz b—co bz b—oo bz
éim Q forma indeterminada aplicamos la Regla de L’Hospital
be z - Zb% 2 2
li —=l' b =lim&=lim—=1lim5===0 3.194
b—tg b2 b‘l?o 1b—% bl—>oo % bow b bl—>oo b% o ( )
2 b2
lim = - = L= 0, luego (3.195)
b—oo b2 o
lim — 222 _ 2 = _2(0)-4(0) =0 (3.196)
b—oo b2 b2
oo Inx 2In2 __2In2
f —-dx =(0) + — + — = —5 + —5, como el resultado es un namero real, entonces la integral
x2 (2)2 (2)2 @z (22
converge. (3.197)
La serie Y- 1 = converge
n2
k
5. Determinar si la serie Y-, (;TI:)' Converge o diverge.

Podemos usar 2 métodos para resolver esta sumatoria, empecemos con la prueba de la divergencia

g 2Rk L 2Kk
k=1(k12)l = gooo (k+2)! oo

|8

(3.198)

De esta forma no llegamos a nada por ello aplicamos algebra para cancelar términos y evaluar nuevamente

2k k! 2Kk 2k 2k
Lk=1Gr2y ~ DD~ GrDD)  rskes (3.199)
2k K
Una vez hecho esto procedemos a evaluar el limite hm Y = _2 = o= 0porlo tanto diverge

oo (k+2)! k2+3k+2

Pero ¢coOmo podemos estar seguros de esto?
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Para ello hagamos un andlisis de los términos méas complejos tanto del numero como denominador siendo
. .2k ., . . .
estos 2% y k? respectivamente Illm — Vemos que esta expresion es de igual manera indeterminada, pero
—00

hagamos el analisis

Sabiendo que k — oo 0 un numero muy grande, tenemos que:

i 200 2100000 ; . ,

lim = = ——— tenemos que siempre 2¥ va a ser mayor que k? un ejemplo con nimeros
k—o0 0 1000002

equefios es: 20 _ 1024 Por lo tanto ;. ﬂes divergente (3.200)
Peq "102 ~ 100 ° k=1 (1 2) g '

Si esta prueba no les convence del todo aplicamos la prueba de la razén

Zk

Dhe1 DD Usaremos esta sumatoria para usar el metodo de larazén

Aplicando el método de la razén

2k+1
Grzenterirn | CHHKR+2DKk+1)  _ @HEHK+2)(k+1) _ (2) (k+1) _ 2k+2 (3.201)

2k T b (k+2+D)(k+1+1)  @FKk+3)(k+2)  (k+3)  k+3 '
(k+2)(k+1)

Aplicando el limite cuando k — oo

2k+2 (o) . . . qs .
lim —~= == comoes indeterminado dividimos entre el termino de mayor grado
—00
k42 | e 242 540
im =fF=—Tad=—=2 (3.202)
k—oo k+3 E+E 1+E 1+0

Como 2 > 1 por el criterio de la razén tenemos que

w  2kK .
Zk:lm es divergente (3.203)

Actividad de la Leccion 3.3

Instrucciones: Determina si las siguientes series son convergentes o divergentes y justifica el o los
métodos empleados

oo arctann
1'271:1 nl2

¢ Qué criterio de los siguientes puedes emplear?
a) Integral
b) Basico de Comparacion
c) Comparacion por limite
d) Razon o Cociente
e) Raiz
Una vez que decidas cudl, aplicalo.

Si el criterio que pensabas no te lleva a un resultado, ¢cudl aplicaras a continuacion?




arctann
n2+1

2. =1
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¢ Qué criterio de los siguientes puedes emplear?
a) Integral
b) Bésico de Comparacion
¢) Comparacion por limite
d) Razdn o Cociente
e) Raiz
Una vez que decidas cual, aplicalo.

w kink
3 Lk (k+1)3

¢ Qué criterio de los siguientes puedes emplear?
a) Integral
b) Basico de Comparacion
c) Comparacion por limite
d) Razon o Cociente
e) Raiz
Una vez que decidas cual, aplicalo.

o n-1
4. Zn=1n4”

¢ Qué criterio de los siguientes puedes emplear?
a) Integral
b) Basico de Comparacion
c) Comparacion por limite
d) Razon o Cociente
e) Raiz
Una vez que decidas cual, aplicalo.




91’1.

(e}
5 Xn=1 3+10m

202

a)
b)
c)
d)
€)

Integral

Basico de Comparacion
Comparacion por limite
Razon o Cociente

Raiz

Una vez que decidas cudl, aplicalo.

¢ Qué criterio de los siguientes puedes emplear?

Lista de ejercicios de la leccion 3.3

Tabla 3.3 Lista de ejercicios de la leccion 3.3

Criterios de convergencia 5 ©  gn
g 2. Y — 5. 3
- : n-1 VN 2n+1
Usar el criterio de convergencia © =0 )
apropiado para determinar si la 3. ;F 6 < o
serie converge o diverge = 1 nz:;) nnvin?n-1
1 59 D e 7.5 1
n=1 10n n:2 ~ 8n
L - 1 o1
1. 2_3 17. — 23. R —
n—lr\]/_ ~Inn E3Jﬁ+§/ﬁ
> n 0 n 0 n
2. — e n
;Inn 18. Zl+e2“ 24, Z(3n+1)
00 2 n=1 n=1
0 o0
— 2 2+cosn
n+1 19. 25. —_—
) nI nzﬂen +e n é nZ
a. D nsen (‘j 442 — 2+5n
n-1 n 20. Z 7 26. Z e
o0 n=. n:1 +
5. Z 1 Il 2 ( ) i 1 i 5n-2
=1 n( +In“(n ) 21. 27. —
m3+2 ~ 2n?(n-1)
o0 n 0 1 w
6. Y. 2.y 2
3 .
n=1 (n2 +1) n=1 3 n2 +5 28. Z 3n3n
2 n=1
o C -3n
1 Y n %
7. . N2 4+ninn
é(m 3)' 13 (n"+2) 29. Z—n2+4
* 3 n=1
S 9.
n=1 n . 5

— 7
"o 3+2n° +n?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

n=1

i nZe—n

n=1

i In (1+ ij
n=1 3n

11.

12.

13.

14.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Fuente de Consulta: (Purcell, Varberg, & Rigdon, 2007; Ruiz, 2021; Thomas, 2010; Swokowski, 1989)
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Leccion 3.4 Series Alternantes
Teoriay ejemplos
3.4.1. Introduccion
Hasta este momento hemos visto el concepto de serie, la determinacion de la convergencia y divergencia
de una serie especial ademas de las series de términos positivos, pero no todas las series son de términos
positivos, por lo cual nos centraremos en este caso en las series que tienen signos positivo y negativo de

manera alterna y en series que tienen tanto signos positivos como negativos, estas Ultimas tienen sus
limitaciones para la convergencia y divergencia de una serie.

Definicion 3.4.1 Decimos que una serie ),—; a, €S una serie alternante si cambian de signo sus
términos de manera alternada, esto es

a1+a2 +a3 ++an+ = bl_bz +b3_b4+b5_b6+"'+(—1)n_1bn+...con bi >0
Asi una serie alternada se representa como Yoo, (—1)" 1b,,.

Ejemplo 3.4.1. Son series alternantes
o0 11 1) - 1 1) _
DETRTCS Vil R G Db N G D (3.204)

Pero también lo son

Tt (D" =, T (- 1)"3" L, T (D" (3.205)
Ty (-1 B (—1)™ cosn (3.206)

La caracteristica principal de una serie alternante es que los signos negativo y positivo se tienen
de manera alternada no importando si se inicia con el positivo o el negativo. Sin embargo, se usa mas
el empezar con el signo positivo y la notacion Y5, (—=1)" 1b,,.

Teoriay ejemplos

3.4.2. Criterio para series alternantes

La serie alternante Y.o>,(—1)" b, = by — b, + b3 — by + bs — bg + -+ (—1)""1b, + -+ con
b >0

Converge si:

i) bp1 <b, Vn
i) limb, =0
n—oo

b, es el término general de la serie sin tomar en cuenta el signo y este es positivo de acuerdo a la
condicion en la definicion.

La primera condicion nos indica que los elementos de la serie son decrecientes, por lo que
también se puede comprobar asignando el término general a una funcion y verificando que es
decreciente usando la derivada de la funcion.
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Ejemplo 3.4.2 Determinar si la serie .o, (—1)™~ 1 2 25 converge o diverge.

Como la serie es alternante, usamos el criterio para series alternantes.

2n
4n2-3

nz(_l)nl o yb

4n2-3

(3.207)

i) En la primera condicion se debe mostrar que es decreciente, por la forma que tiene el termino
2
general, tomamos f(x) = —

4x2-3
Calculemos la derivada
(4x*-3)2-2x(8x) _ 8x?-6-16x> _ —-6-8x% _  6+8x%

fre) = (4x2-3)2 T (4x2-3)2  (4x2-3)2  (4x2-3)2 <0 Vvx (3.208)
f es decreciente y la primera condicién se cumple.
i) lim 2 -== (3.209)

2n 2 0
lim n"z = lim 4" =—=0 (3.210)
n—oo n—oo -y -

Con esto se cumple la segunda condicidn, por lo que,
la serie Y (—1)™ 1 az_gconverge

Ejemplo 3.4.3 Determina si la serie Y5, (— 1)"+1 converge o diverge.

Como la serie es alternante, usamos el criterio para series alternantes.

n= (D y by, =20 (3.211)

n

i) En la primera condicion se debe mostrar que es decreciente, por la forma que tiene el termino
general, tomamos f(x) =—=1 + = (3.212)

Calculemos la derivada

f'x) =— xiz < 0 VX, fesdecreciente y la primera condicion se cumple.
1
- [o'e] 1+_
i) lim ™ =2 lm ™= lim—2 = lim1+-=1+—=1%0 (3.213)
n-oco N O nosoo N nooo 1 n—oo o0

Como el limite es diferente de cero no se cumple la segunda condicién y la serie diverge. Se concluye
que,

La serie ¥, (—1)"+1 2% dlverge (3.214)
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Teoriay ejemplos

3.4.3. Convergencia Absoluta

Definicion 3.4.3 Una serie Y:,—; a,converge absolutamente o es absolutamente convergente si la serie
correspondiente de los valores absolutos converge. Esto es, si
Yoeqilan| = laqg| + |lay| + -+ + |a,| + ---converge.

En general si tenemos una serie alternante Yo, (—1)""1b,,, la serie de los valores absolutos es
Yo (=D b, | = X2 |(=1)"Y|b,|, por la propiedad de valor absoluto, el valor absoluto del
producto es igual al producto de los valores absolutos.

Y como [(—1)™!| =1 ya que independientemente de que el exponente sea par o impar,
(=1)™tes 10 _; yel valor absoluto de este es 1.

T (G by | = Xas | (Db, | = Xia byl (3.215)

Cuando definimos la serie alternante se puso como condicion en la definicion que bn >0, asf
b,/ =b,, por lo que 257, | (=)™ by | = Tps (D™ by | = Beealbnl = Ty by (3.216)

Ejemplo 3.4.5. La serie Y5, (—1)* 1 n—lz converge absolutamente.

Esto es debido a que la serie de los valores absolutos

0 11
Ti [0t

= Yool (=D

= Z,"leniz, porque |(—1)" 1 =1 yn—l2 es positivo.  (3.217)

1
n?

La serie Zf{°=1n—12 es la serie pcon p >1 y converge. (3.218)

| Teorema. Si una serie ¥, a,, es absolutamente convergente, entonces la serie ¥_, a,, converge. |

Este teorema nos proporciona una estrategia para determinar si una serie que no sea de valores
positivos o alternante converge, ya que basta con que se tome la serie de los valores absolutos y si esta
converge entonces la serie original también converge.
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sin2 sin 3 sinn

ISt

22 32 n2

Ejemplo 3.4.6 Determinar si la serie sin 1 + + --- converge o diverge.

Para aplicar algun criterio debemos de determinar el tipo de serie.

Veamos el signo que tienen los términos, el denominador es positivo ya que es el cuadrado de un
nlmero entero positivo, asi el signo depende del numerador de la funcion que es la funcion sinn,
para ello veamos la gréfica de la funcion en el Gréfico 3.7.

senx

Grafico 3.7 Grafica de la funcion y = —=.

//\ N
1 \/ \,

a4

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

En el Grafico 3.8 notamos que sinl,sin2 y sin3 son mayores que cero Yy que
sin4,sin5 y sin 6 son negativos, ¢sera que el signo se intercala de 3 en 3 elementos?

senx

Gréfico 3.8 Gréfica de la funcién y =

x2

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia

Los valores de sin22,sin23,sin24 y sin 25 son negativos, sin22 = —0.0088 y sin25 =
—0.1323 luego en este intervalo ya no se tienen 3 valores con el mismo signo sino 4.

senx

Gréfico 3.9 Gréfica de la funcién y =

x2

o

/‘D 20 21 Z3 24 26 27 pr: | a9 ac 3 az a3 32
-h.A

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
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Por lo cual no hay regularidad en los valores de la serie, asi no es una serie de términos positivos

Y no es una serie alternante. No podemos aplicar los criterios conocidos para determinar su convergencia
sin2 sin 3

o divergencia, asi usaremos la convergencia absoluta y el teorema anterior sin 1 + + + o+
sinn sinn
— + ... =Zn=1_n2

sinn
le

sinn . ’ . .-
La serie de los valores absolutos ., ; = D1 % esta es una serie de términos positivos

y para determinar su convergencia o divergencia podemos usar cualquiera de los criterios para este tipo
de serie.

Usemos el criterio basico de comparacion

|sinn| <1

1 |sinn|

1 P
sn—z.AsL bn=n—2yan=

|sinn|

n? n?

Determinemos si la serie ) b,, converge o diverge.

Laserie Yo, b, = Z;‘f;l%, es unaserie p con p = 2 > 1y la serie converge. (3.218)
Por lo tanto Y.;_; b, = X0 173 converge ya, = 'Sinnzn' < n—12 = b,. (3.219)
Por el criterio basico de comparacion concluimos que la serie Y- 1 — sinn] converge. (3.220)

Como es la serie de los valores absolutos se tiene que la serie Yo— 1 — " converge absolutamente y por
el teorema ,

La serie Y, =" converge.

Teoriay ejemplos

3.4.4. Convergencia Condicional

Definicion 3.4.4 Una serie )., a,converge condicionalmente o es condicionalmente convergente si
la serie ).;°_; a,, converge Y la serie de los valores absolutos Y.»"_,|a,| diverge.

Ejemplo 3.4.7 Mostrar que la serie Y50, (—1)""1 % converge condicionalmente.

La serie de los valores absolutos es Y.,—; |(—1)”‘1%| =Yy [(=1)" 1 |%| = 21?:1%, esta es la serie
armoénica y sabemos que diverge. (3.221)

Luego la serie de los valores absolutos diverge, pero la serie original, ¢converge? O ¢diverge?,
esta es una serie alternante, determinemos su convergencia.

. 11 1
anl(—l)n 1; y bn =; (3222)
i) Sifx)= i derivando f'(x) = —xiz < 0 VX, luego la funcién es decreciente y se cumple la
primera condicion del criterio. (3.223)
i) Si lim= =0, con lo que se cumple la segunda condicion. (3.224)
n—)OO

. 41 . ..
Laserie Y5, (—1)™1 —converge. Y la serie Converge Condicionalmente.
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Con las definiciones de convergencias condicional y absoluta tenemos los casos de convergencia
gue se muestran en la Tabla 3.4.

Tabla 3.4 Casos de convergencia

Serie Serie absoluta Tipo convergencia
Yo a, | Converge | ¥ |a,] Converge | Converge Absolutamente
Y i a, | Converge | ¥>_ . |a,]| Diverge | Converge Condicionalmente
Yo ia, | Diverge | Y ila,l Converge | No puede darse, por el teorema
Yo ia, | Diverge | Y2 la,l Diverge | Diverge

Fuente de Consulta: Elaboracién Propia
Ejercicios resueltos de la leccion 3.4

1. Menciona si la serie es absolutamente convergente, condicionalmente convergente o divergente.

=n"
4

Yin=1
Solucion:

Por el criterio de la razén

S| jcorcons .
an+1 0t | _ |[DH(=Dn n
an | | S @Dt on] T (nr)? (3.225)
n , n4
. An+1 — 1; n — 1 nx — 1 1 —
A= = dim ey = im (+2) Mm (1+2)’ 1 (3.226)
Como lim % =1 El criterio de la razon no es concluyente. (3.227)
n—oo n

Por el criterio de la convergencia absoluta.
Y1 (T;) Z,‘len—t Seriep,conp =4>1 (3.228)

2 Z,‘;"zl% Es absolutamente convergente

4

2. Determina el tipo de convergencia de la serie ¥&_,(—1)™? 1:—271

Hay que determinar si la serie converge absolutamente, converge condicionalmente o diverge. Podemos
empezar determinando la convergencia de los valores absolutos, ya que si converge de acuerdo al teorema
converge también la serie original y con eso daremos solucién al problema.

Yoo (=t mn =Y n2 =2 esta es una serie de términos positivos. (3.229)

Como es una funcion racional, polinomio en el numerador y en denominador, usemos el criterio de
comparacion por limite.

, _ 1+ 1
Asi a, = nznyb == (3.230)

nZ
Conlocual Y5 u ; =2z 1 , es la serie armonica y sabemos que diverge.

Determinemos el limite
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1+n

lim 2= = lim = lim2=lim=+1=1>0 (3.231)

n—-oo pos n—-oo n? n—-oco N n-oon

n(1+n)

Luego por el criterio de comparacion por limite las dos series convergen o divergen y como .o, b,
diverge.

La serie ¥, 1:—2’1 diverge. (3.232)

Hay que determinar la convergencia de la serie Z;‘;l(—l)“‘ll:—zn, esta es una serie alternante,

verifiquemos si converge o diverge.

b =3 (3.233)

i ea f(x ——cacuanoa erivada :

) Seaf(x) Iculando la d d (3.234)

x%(1)— (1+x)2x x%—2x—2x% x2-2x

f'x) = — =——< 0 Vx > 0, luego la funcion f es decreciente y se cumple

la primera cond|C|c’)n. (3.235)

i) lim n—zn = lim F + 2= lim= = + — = 0, se cumple la segunda condicion. (3.236)
n—-oo n—-oo n—-oo

Laserie .p—,(—1)™" 1l converge Luego, la serie Yo, (—1)™ 11 converge condicionalmente.

Actividad de la Lecciéon 3.4

Instrucciones: Determina si las siguientes series son convergentes o divergentes y justifica el o los
métodos empleados. En caso de que sean convergentes sefiala si son absolutamente convergentes o
condicionalmente.

1Tl
Ly, O

1 cosh(n)

Determine si la serie de valores absolutos es convergente.

Determine la convergencia de la serie alternante:
Converge absolutamente
Converge condicionalmente

Diverge




24(-1"

Z?f:l nn
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Determine si la serie de valores absolutos es convergente.

Determine la convergencia de la serie alternante:
Converge absolutamente
Converge condicionalmente

Diverge




Actividad 1 de la Unidad 3

Resuelve el crucigrama
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Verticales Horizontales

1. Al sumar los términos de una sucesion
obtenemos

1. Lista de numeros que describen un orden definido

2. Serie especial que siempre es convergente:

2. Si la sucesién de sumas parciales converge a un
limite L, ;su suma es igual a?

(-1)"3n
4in-1

3. La serie Xo4
(diverge)

converge o diverge

3. Serie especial que converge cuando |r| <1 ysu
suma es igual a —

="

4. Laserie Yp_q—

(converge)

converge o diverge

4. Serie especial que siempre diverge

5 La

. serie
o 2™n! . .
Y1 —» converge o diverge (diverge)

5. Criterio para determinar la convergencia o
divergencia de las series con términos positivos

obteniendo el siguiente limite: lim 2L = [,

n—oo dn

, Kink
5. La serie Z,‘;‘;lﬁ es convergente 0

divergente

. o 1
6. La serie 2,1:1(—1)"% converge O
diverge

7. Criterio que emplea la operacion inversa a
la derivada

['s | | | L's | [N 7
3D
e [4A | |
E
2 T
E L
5 C 6D
1°G (A |
°R | N ]
R
A
2L | | E
E
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Actividad 2 de la Unidad 3

Instrucciones: Determine si las serien convergen o divergen especificando el criterio empleado

1. ¥ "

n=15,41

¢La serie es especial?
¢De términos positivos?
¢ Es alternante?

De acuerdo con tu respuesta, usa el criterio adecuado para determinar la convergencia

n

¢La serie es especial?
¢De términos positivos?
¢ Es alternante?

De acuerdo con tu respuesta, usa el criterio adecuado para determinar la convergencia

0o (_Z)n
3. Y1

n2

¢La serie es especial?
¢De términos positivos?
¢ Es alternante?

De acuerdo con tu respuesta, usa el criterio adecuado para determinar la convergencia




4. Z N7 -1
n=1
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¢La serie es especial?
¢De términos positivos?
¢ Es alternante?

De acuerdo con tu respuesta, usa el criterio adecuado para determinar la convergencia

Actividad 3 de la Unidad 3

Instrucciones: Determine si las series son absolutamente convergentes, condicionalmente convergentes

o divergentes.

1. yoo G

n=15,.1

¢La serie de los valores absolutos converge?

¢La serie alternante converge?
Marca si la serie es:

Converge absolutamente
Converge condicionalmente
Diverge

2 Tak(E)

¢La serie de los valores absolutos converge?

Marca si la serie es:
Converge absolutamente
Converge condicionalmente
Diverge




n
3. Toan
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¢La serie de los valores absolutos converge?

Marca si la serie es:
Converge absolutamente
Converge condicionalmente
Diverge

o (2"
4, Zn=1 7

¢La serie de los valores absolutos converge?

¢La serie alternante converge?

Marca si la serie es:
Converge absolutamente
Converge condicionalmente
Diverge
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Examen de la unidad 3

Parte 1. Encuentre la formula para el término enésimo de la siguiente sucesion.

345 -6 7
"5’ 25'125'625" 3125”777
()™ (2+n)
5‘".
(2+n)
5‘".

a) an=
b) an=

2. Determina el tipo de serie Z?f=1%

a) especial
b) términos positivos
c) alternante

. w n-1
3. Laserleznz%n_1

a) Converge
b) Diverge

1
4. Determina el tipo de serie ¥, V2 2=
a) especial

b) términos positivos
c) alternante

5. Laserie Y2, V2:

a) Converge
b) Diverge

6. Determina el tipo de serie Y:n—; arctann
a) especial

b) términos positivos

c) alternante

La serie Y5 arctann

a) Converge
b) Diverge
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Parte I1. Relaciona ambas columnas eligiendo la opcidn que corresponda

a) Z?f:l% () Serie geométrica que diverge.

b)T=_, 56171(22:) ( ) Diverge por la prueba de la divergencia.

ONZ, 2*4*6—;!—-(2") ( ) Converge por el criterio de la razon.

d) Y, n-l-lj ( ) Divergente por la prueba de la divergencia.

e) Yo, 22n3i-n ( ) Convergente por el criterio de la razén.

I3 Zf=1% ( ) Converge por el criterio de la raiz.

9) Z;?:llnT" ( ) Geometrica divergente.

h) Zw va ( ) Co_r]verge por el criterio  béasico de
ey e® comparacion.

) z:’zl (VZ - 1)n g omi)aradgrc])lnverge por el criterio béasico de

NI, ;;:gz:g ( ) Diverge por el criterio de la integral.

En el siguiente enlace encontraras mas examenes

https://drafabiola.com/webaplicado/PARCIAL3.html
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Unidad 4 Series de potencias
Representa funciones como series de potencias a partir de las series de Taylor y de McLaurin.
Hasta el momento has desarrollado los conceptos de sucesion y se serie, asi como la convergencia de
estos dos. También has considerado diferentes tipos de series, las series especiales, las series de términos

positivos y las series alternantes.

En esta Unidad revisaras las series de potencias, asi como la convergencia y divergencia de éstas y su
convergencia absoluta o condicional.

Finalmente, agregaremos dos tipos mas de series que son la Serie de Taylor y la Serie de McLaurin,
veremos su definicion, la manera de determinarla y su convergencia.

Leccion 4.1 Series de Potencias
Investiga y Analiza
1. ¢En qué consiste una serie de potencias?
2.- Da un ejemplo de serie de potencias.
Teoriay ejemplos
4.1. Introduccion
Una serie de potencias puede ser interpretada como una funcion de x. f(x) = Yo—oa(x —c)", Cuyo
dominio es el conjunto de las x € R para los que la serie es convergente y el valor de f(x) es, precisamente,
la suma de la serie en ese punto x.

Font, Herndndez y Vives, (2009), explican que

Las series de potencias, vistas como funciones, son funciones continuas y derivables de cualquier
orden. Mas aun, su funcién derivada es, otra vez, una serie de potencias. Desde un punto de vista mas
practico, las series de potencias aproximan a su funcién suma. Es decir, la suma parcial de orden n, que
no es mas que un polinomio de grado n a lo sumo, representa una aproximacion a la funcion suma en

su dominio de convergencia.

Nuestro objetivo ahora sera determinar el dominio de una serie de potencias. De tal forma que el
centro ¢ siempre esta en el dominio ya que f(x) = Y —palc —c)" = a,

Puede ocurrir que la serie sélo sea convergente en X = ¢, pero, en general, el campo de
convergencia sera un intervalo.

Definicion 4.1. Una serie de potencias alrededor de x=0 es una serie de la forma
Yo CnX™ = Co + X + cx% 4 cpx™ + -

donde los coeficientes cy, ¢4, ¢5, ..., C;, SON constantes.

Una serie de potencias alrededor de x = a es una serie de la forma Y., _,c,(x —a)™ = ¢y +
a(x—a)+c(x—a)* + -+ c(x—a)t + -

donde el centro a y los coeficientes c, ¢4, ¢, ..., C;, SON constantes.

Si en la serie de potencias alrededor de x = 0 consideramos que ¢, =¢; = ¢, = = = ¢, = 1,
entonces

T Xt =Y o xt =14+ x+ %+ X @.1)
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La cual es una serie geométrica con a = 1y r = x converge para |x| < 1y diverge si |x| > 1
1
y Su suma es —,
1-x

Asi una serie de potencias puede ser convergente para unos valores y divergente para otros.
¢Cémo determinamos para que valores converge una serie de potencias?

4.1.2 Radio e intervalo de convergencia de una serie de potencias

Teorema. Para una serie de potencias dada Y,,—ocn,(x — a)™ solo hay tres posibilidades (Stewart,

2015).

1) Laserie converge cuando x = a

i) Laserie converge para toda x

iii) Hay un namero positivo R tal que la serie converge si |x —a| < R y diverge si |x —a| > Rla
serie puede converger onoen |x —al = R.

El nimero R se denomina radio de convergencia de la serie de potencias. En (i) el radio de

convergenciaes R = 0y en (ii) el radio de convergenciaes R = oo.

Ejemplo 4.1.1 Determinar el radio e intervalo de convergencia de la serie de potencias Y, ;—o ! x™
a, =n'x"ya,,; = (n+ 1) x"1

n+ 1) xnt! n+ Dn!x™x
lim ; = L = lim|(n+ Dx| = lim(n+ 1)|x|
n—oo n!xn n—oo n!lxn n—oo n-oo
lim(n+1)|x| = o, si X0 (4.2)
n—-oo

Six =0, lim(n+ 1)|x| = lim(n+ 1)|0| = lim0 = 0 < 1y por el criterio de la raz6n converge.
n—oo n—oo n—-oo

Asi la serie Y7, n! x™ converge para x = 0, el intervalo de convergencia {0}, solo es el punto cero.
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n

Ejemplo 4.1.2 Determinar el radio e intervalo de convergencia de la serie de potencias Z;‘le’;—'
xn xn+1

n =7 Yani1 =

(n+1)!
e n+1
. m+1)! nlx . nlx™x
il_}TLlo (n’;%rfl) = nooo l(n+1)lxn - 7lll—>oo (n+1)nlxn - 7{% ﬁ - i—t&ﬂ lerlll_@: (43)
|x|llm— [x](0) =0<1 WX

Asi la serie Yo 1 converge para x = oo, el intervalo de convergencia es | —(—oo 00)

Ejemplo 4.1.3. Determinar el radio e intervalo de convergencia de la serie de potencias

S0 (-3 G -2m

an= (-3 -2 yana = (-1 -2 @4
SV pmgynt O (D w-2)n (-

lim : ())EZ = % = ((-5)"(;_22)>n(x | =t |(=3) - 2)

= lim |(=3) e = 2| = fim |(=3)[be — 21 = 31e - 20lim1 = S 2 5)

. . , . -1
De acuerdo con el criterio de la razén, la serie converge si 5 |x — 2] <1, estoes |x—2| <2,
resolviendo la desigualdad

[x —2]| <2 = -2<x—-2<2=>-242<x<242=>0<x<4
Luego, la serie Y., 0(——) (x —2)"convergesi0 <x < 4 (4.8)

Diverge si %lx — 2| > 1,estoes |x — 2| > 2, resolviendo la desigualdad

lx =2 >2 = x-2>2=>x>4

y—-(x—-2)>2=2x-2<-2=2x<-24+2=>x<0
La serie Yo 0(——) (x —2)" divergesix <0y x > 4. 4.7

Falta por determinar si la serie converge o diverge para - |x — 2| = 1 de donde
lx —2|=2>=> x-2=2=>x=24+2=4

y (x—-2)=2=2x-2=-2=2x=-24+2=0
Determinemos si la serie converge o diverge parax = 0 y para x = 4.

Six = 0, la serie es

50 (-2 0-2" =520 (1) 2" =520 ((-1) D) =Tzt =Tl @8)

Esta es una serie especial, podemos determinar su convergencia con la definicién es decir con la
sucesion de sumas parciales o podemos usar el criterio del n-ésimo término para la divergencia, usemos
este ultimo.
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Calculamos el limite del término general lim1 = 1 # 0 por lo tanto diverge,
n—>oo

Si x = 4, la serie es

1

50 (-2) -2 =50 (-2) @ =570 ((-2) @) =S (4.9)

2

Esta es una serie alternante, determinamos si converge o diverge con el criterio de series
alternantes, para ello b,, = 1, notamos que no se cumple la segunda condicion del criterio debido a que
limb, = lim1 =1 # 0, por lo cual la serie diverge.

n—-oo

n—-oo

n
Por lo tanto, la serie de potencias Y.,—, (— 3) (x — 2)™ converge si 0<x<4, el radio de convergencia

2
es
R = 2 y el intervalo de convergencia es (0, 4).

Ejercicios y problemas resueltos de la Leccion 4.1

1) Determinar el radio e intervalo de convergencia de la serie de potencias Yo—,(—1)" %

(x_z)n (x_z)n+1

— (_1\n — (—1)n+1
an = (1) ninn Y Gnsr = (=1) (n+1) In(n+1) (4.10)
(x—2)t1 (x=2)(x=2)" (x-2)
li (_1)n+1(n:1) In(n+n)| _ (_1)n(_1)(;+1) lrf(n+1) — i (_1)(n+1;Cln(n+1)
(Y = L (-2 =l L
ninn ninn ninn
T x-2)ninn | _ _ . ninn _ _ . n_Inn
= liml=1l | Sl = ¥ — 2l im e = 1 — 2l s
. n . Inn _ @) (o) _ _ T Inn
- |x N erlg?om,gl_@ In(n+1) |x 2| (00) (00) o |x erlll_mo n+1ylll_>72> In(n+1) (4'11)
Aplicando la regla de L Hopital
1 - +1 1
= |x — 2|lim = lim 2 = |x — 2|(V) lim = = |x — 2| lim = = |x — 2| (4.12)
n-o ln-co — n-ooo N n-oo 1

n+1

De acuerdo con el criterio de la razén, la serie converge si |x — 2| < 1, resolviendo la desigualdad
[x —2]<1=2>-1<x-2<1>2>-142<x<14+2=>1<x<3
- 0 n (x_z)n -
Luego, la serie Y.5_,(—1) ————converge si l<x<3 (4.13)
Diverge si |x — 2| > 1, resolviendo la desigualdad

lx —2|>1=>x-2>1=>x>3

y—-(x—-2)>1=2x—-2<-1=2x<-142=1=>x<1
La serie Z;‘{;Z(—l)"%diverge six<1lyx>3. (4.14)

Falta por determinar si la serie converge o diverge para |x — 2| = 1 de donde

lx —2|=1=2>x—-2=1=>x=14+2=3
y—-(x-2)=12>x-2=-1>x=-1+2=1
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Determinemos si la serie converge o diverge para X =1 y para X =3.
Si x=1, laserie es

5 (- — v —ynEX — e (1) (-D)" (4.15)

ninn ninn

= 2n=2(1)"

_Zn 25

ninn ninn ninn

Esta es una serie de términos positivos, determinemos su convergencia con el criterio de la integral.
1 . . .

f(x) = — f es positiva para x > 1, y fno es continuaen x =0y x = 1, luego f es continua para

x > 1.

] ., , _ xlnx(O)—l(x(%)an) _ 1+Inx ,

Calculemos la derivada de la funcion f'(x) = i =~ Ginn? <0six>2. (4.16)
Luego la funcion es decreciente para x > 2.

co 1
fZ xlnxdx - ,fl_ff}o fZ xlnxdx (4.17)
Calculando la integral
[——dx,seau = Inx = du = ~dx

xlnx x
f%du =Inu = In(lnx) (4.18)
Asi, fzmx; dx = llmf —dx = llm In(lnx)} = lgim In(Inb) — In(In2) = oo (4.19)
Luego la serie diverge.
Six = 3, laserie es
Y= (=D G-21 Y (=1 W~ Yoo L (— 1)"— esta es una serie alternante con

n=2 ninn _ “n=2 ninn _ “n=2

b, = ﬁ usemos el criterio de convergencia de series alternantes. (4.20)
i) Seaf (x) = — (4.22)
Calculemos la derivada de la funcién

, _ xlnx(O)—l(xC—C)an) _ 1+Iinx ., )
f'(x) = i = e < 0 para x = 2, luego la funcion es decreciente y se cumple
la primera condicién del criterio. (4.22)
i) limb, = lim—=—==0 (4.23)

n—oo n—ooo lnx o]

Se cumple la segunda condicion y la serie converge.

Por lo tanto, la serie de potencias Y-, (— 1)"( 2"

R =1 y el intervalo de convergencia es (2,3]

— converge si 2<x<3, el radio de convergencia es
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Lista de ejercicios de la Leccion 4.1

Tabla 4.1Lista de ejercicios de la leccion 4.1.}

Hallar el radio e intervalo de © N © "
convergencia de cada serie. 16. 2—2 31. Z—
nga2
i N o N o4 (n°+1)
l. Y 0 n 0
n 17. Z@ 32. Zn!(zx—l)n
© (_1)n X2n—l n= n4 =1
2 2 iy £ (312 NE
a (2n-1)! 18, Y 33 Y
© N o N3 e Jn+1
3 Z X 2n+1 w 20N
o N+2 19. Zw . Y2
o n n=0 n! n=0 10
Z X
4, 0 0 n
—ninn 20. znnxn 35, Z(4XJ;1)
4 N

~ 7 ) 0 1n
= Y (-1) X" DY E= Y
n 21;()nx 362(+njx

6 i(_l)n(x+2)n ”w e _ay n;l n
i N2 22. ) (x-3) 57 3 X
w0 N+3 "4~ Inn
2 (-1)" (x+2)" ’ n=2
7. Z(— X n(x+3)n %
n=1 " 23 ZO 5N 38. Z(In n)x"
00 n= )
8. > (4x-5)"" 24, iM 20 (2x+3)"
”=1( )2n+l n=1 (n+2)! 39. 22(_1) ninn
E X —4/2 n n=
DI 25, 3 0+ 2
Y ' " Sn(n+) 40. Y n°(x-5)"
1o 0209 ey
= n 26. (1) ——— .
0 Xn n=0 ’\/m 41 Z
n
11. ;n\/ﬁ3n ” izn(x_s)n e (Inn)
o = n+3 N
12. Y nx" - . 42, nZ_O\/H(x 1)
n=0 28. Z—( 7 1)(x+5)n - a2
* n 1 (—Z) n{n+ n+1
13. Y (1) 5 Sl 43. > (1) pes
n=0 n5 29 Z X n=1
) n 0
S22 n=1 N3 44, Y (-1)" (4x+1)"
n= nn = 3an n=0
— n X" % %(nﬁ)2 i X"
)" - 45,
" g( M < n(Inn)?

Fuente de Consulta: (Stewart, 2015; Ruiz, 2021)
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Leccion 4.2 Derivacion e integracion de series de potencias
Si se define la funcidn f(x) como la serie de potencias con centro en cero, esto es:
F(x) = Xrgcnx™ = o+ c1x + x% + -+ cpx™ + -+ (4.24)

Podemos calcular la derivada de la funcién £ (x) ,como la derivada de una suma, solo que, al estar
definida la funcion por una serie, esta seria una suma infinita, asi:

f'(x) =c; +2¢c,x + 3c3x2 + -+ nex™ 4 - (4.25)
Podemos calcular la segunda derivada:
f'"(x) =2¢c, +32c3x +4-3c,x? + -+ n(n—Dcyx™ 2% + - (4.26)

Tercera derivada:

f"(x)=3"2c534+4-3-2c4x+54-3csx? ++nn—1Dn—2)c,x" 3+ - 4.27)
Obteniendo:

f(x) = Xnzo cnx™ (4.28)
f'(x) =c; 4 2¢,x +3c3x2 + -+ nc,x™ L4 = Y0 nepx™t (4.29)

f'(x) =2¢c, 43 2c3x +4-3c,x2 + -+ n(n— D x™ 2+ - =37 n(n— 1)c,x"2 (4.30)

f""(x) =3"2c3+4-3"2c,x+54-3csx* + - +nn—1Dn—2Dc,x" 34 = Y n(n—
D(n—2)c,x" 3 (4.31)

Y asi sucesivamente es posible determinar las derivadas.
Si representamos la funcion como la serie de potencias con centro en a:
f) =Y gcn(x—a)* =cytc(x—a)+c(x —a)?+ -+ cp(x—a)t + - (4.32)

Podemos determinar las derivadas de un modo semejante obteniendo:

f() =2nzpcn(x — )" (4.33)
£ = Eazgnep(x — a)™ (4.34)
f1) =Enean(n — Dep(x —a)" (4.35)
fe) = Lnsan(n — D(n— 2)c,(x —a)"° (4.36)

Podemos determinar la integral de la funcion, como sigue:

f(x) = X gcnx™ =co+ c1x + cpx% + - 4 cpx™ + - (4.37)

[f(x)dx = [(co + c16 + €02 + -+ cpx™ + -+ )dx (4.38)

[f(x)dx = [codx + [ cixdx + [ cox?dx + -+ + [ cpx™dx + -+ (4.39)
2 3 n+1 n+1

[f(x)dx = cox + ¢4 (x?) +c; (x?) + oty (9;+1) +C=C+Xn-o Cn,;? (4.40)

Si f(x) =Y ocn(x—a)"=co+ci(x—a)+c(x —a)? + -+ cp(x —a)™ + -+, laintegral es:
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[f@dx = [[co+ci(x—a) + co(x —a)? + -+ cp(x —a)" + - ]dx = co(x — a) + ¢ ((x_za)z) +

¢ (("‘3“)3) oo (B n“)r” J+C=C+Tp,c, S ) (4.41)

n+1

Si Yo_ocn(x —a)™ es una serie de potencias con radio de convergencia R > 0, se define la
funcion f(x) = Ym—ocn(x —a)™ enel intervaloa — R <z < a + R.

La funcion f(x) tiene derivadas de todos los érdenes dentro del intervalo, por lo que es posible
obtener la derivada de la funcion si derivamos la serie original término a término, esto es:

f'G0) = Erzanen (x —a)™™! (4.42)
f" () = Epzgn(n — Dep(x —a)"™? (4.43)

Y asi sucesivamente. Cada una de estas series derivadas convergen en todos puntos del intervalo a —
R<z<a+R.

Y la integral de la funcion la obtenemos si integramos término a término asi:

(x_a)n+1

[fodx = C+ Egc, L (4.44)

Esta serie converge en todos los puntos del intervaloa — R < z < a + R.

Este Teorema nos proporciona las igualdades siguientes:

d oo [oe] d o0 —

ix [271:0 Cn(x - a)n] = Zn:OE [Cn(x - a)n] = Zn:lncn(x - a)n ! (445)
—_\nt+1

JTE5e0 enx — @)"dx = By [Ten(x — a)"]dx = + Birzg 0 X (4.46)

. .z . . 1
Determinar una representacion como series de potencias para m .

Sabemos que —— = Yo x™ , y que :—x(i) =1

1-x (1—x)?

Asi que si determinamos la derivada de la igualdad fx = Y=o X™ se tendrd la serie de potencias para
1

(-2’

S () = Croxm = (L +x+ 22+ 25 + kx4 0) (4.47)
dx \1-x n=0%X dx '
—(1_1x)2 =14+2x+3x2+4x3+nx" 14 ... =32 nx"?! (4.48)
Podemos cambiar el valor inicial de la serie Yo, nx™"1, haciendo el cambio de variable m =
n—1=>n=m+1,asi Yo, nx""1 esigual a Yr_,(m + 1)x™, expresando la serie con variable n, se

tiene que:

1
(1-x)?

n—-1

=Zn=1nx""" 0 = Znzo(n + Dx™ (4.49)

(- x)2

Determinar una representacién como series de potencias de la funcién para f(x) = arctan x.

Sabemos que f'(x) = —arctanx = dx = arctanx + C

Y al principio determinamos que:
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1
1+x2

— Z?lozo(_l)n X2 =1 —x2 +x*—x0 + .- + (_1)nx2n 4+ .. (450)

Usando estos hechos para determinar la expresion como serie de potencias de la funcion para
f(x) = arctan x, calculamos la integral de la igualdad.

1

To= 1%+t —xC e+ (DM (4.51)
f1+1x2 de = [(1—x*+x* —x®+ -+ (-D)™x* + - )dx (4.52)
arctanx = x —§x3 +§x5 —%x7 ++C=C+x —§x3 +§x5 —%x7 + - (4.53)
arctanx = C + Yo, 2n1+1 x2ntl (4.54)

Determinemos el valor de C para x = 0.

1

arctan 0 = C + Xilo5— (0)™"1=0=C+0=C=0 (4.55)
Por lo cual:
arctanx = C + 2%"=oﬁx2"“ y su radio de convergenciaes R = 1. (4.57)

Leccion 4.3 Series de Taylor y McLaurin

4.3.1 Introduccion

Hasta el momento has desarrollado los conceptos de sucesion y de serie, asi como la convergencia de
estos dos. También has considerado diferentes tipos de series, las series especiales, las series de términos
positivos, las series alternantes, las series de potencias y has determinado la convergencia y divergencia
de estas, asi como también, su convergencia absoluta o condicional.

En este tema agregaremos dos tipos mas de series que son la Serie de Taylor y la Serie de
McLaurin, veremos su definicion, la manera de determinarla y su convergencia.

Definicion 4.2.1 Serie de Taylor

Es una serie que surge de una ecuacién en la cual se puede encontrar una solucion aproximada a una
funcion.

Pero vamos paso a paso:

En series de potencias representamos una serie como una funcién con derivadas de todos los
ordenes, pero ¢es posible representar una funcion como una serie de potencias?

Veamos esto a continuacion:

Supongamos que la funcion f (x) es la suma de una serie de potencias, esto es

) =Ywocnx—a)* =cy+ci(x —a) + c(x — a)*+....+c(x — Q)" +... (4.58)
Las derivadas de f son

(%) = ¢; + 2¢,(x — a) + 3c3(x — a)?+... +nc,(x — a)™ 1+... (4.59)

f'(x) =2¢c;+3-2c35(x —a) + 4 - 3cy(x — a)?+...+n(n — D, (x — a) 2+...



227
f"(x) =3-2c3+4-3-2c4(x—a)+5-4-3cs(x —a)?+...4n(n — DN(n — 2)c,(x —a)* 3+... (4.60)
Asi f*(x) =nlc, (4.61)

Evaluando en x = a, tenemos

f(a)=cy, f'@)=c,, f'(@=2c,,f""(@) =3-2c3=3lcs, ... f"(a) =nlc, (4.62)
De donde
Clzf'(a),C2=f"2(a). 3:%(;):%?),“_%:%(?) (4.63)

Estos deben de ser los coeficientes de la serie de potencias que representa a la funcion f(x) , asi

f(x)=f(a)+ f'(a)(x —a) +f%(f)(x —a)? +ﬂ%@(x — a)3+....+%(x —a)"+... (4.64)

Con esto, hemos encontrado los coeficientes de la funcion que se puede representar como una
serie de potencias, lo cual queda planteado en el teorema siguiente.

Teorema: Si la funcion f tiene una representacion en forma de serie de potencias en a, esto es si
(Stewart, 2015).
fx) =Ynzocn(x —a)" con |x —a| <R
‘i ; ? M@ . '
Los coeficientes estan expresados por la formula ¢, = — o asl fx)=f@)+f(a(x—a)+

fr(a) fr(a) (@)
—x-a)+ == -+ A (- )"+

Esta serie se denomina Serie de Taylor de la funcion f en a (alrededor de a o centrada en a).

Ejemplo 4.2.1 Hallar la Serie de Taylor generada por la funcion f(x) = ialrededor del punto a =1

Procedamos a calcular las derivadas de la funcion y a evaluarlas en el punto dado.

Derivada de la funcién | Valor de la funcion
fe) == f=1=1 F(D) =1
fi0)=—= f()=-%=-1 F(D) = -1
f”(x) — % f”(l) — % — 2 f”(l) — 2
flll(x) — _Zx_f flll(l) — _21_3 — _2 . 3 — —6 flll(l) — _6
e =2 =2 =234=2 (1) = 24
) = (D" = fr (@) = (-D" 2 = (-1l (@) = (-)™n!

1_ 1—-1(x—1)+ 2(x-1)*  6(x-1)° n 24(x—1)* I (-D)™nl(x-1)" n
x 2! 3! 4! n!

S=1-1(x -1+ x—-1D%=(x— 1%+ (x — D*+...+(-1D)"(x — 1)"+...

X

Asi la serie de Taylores Y, _o(—=1)"(x — 1)"
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Ejemplo 4.2.2 Hallar la Serie de Taylor generada por la funcion f(x) = senx alrededor del punto a = %

Derivada de la funcion valorde lafuncion
f(x) = senx f (g) = sen (g) = g f G) - g
= ) =eos ()= ==
f"(x) = —senx i (g) = —sen (g) = —?2 f (%) = _?2
P76 =—cosx o (3) = =cos (3) = -2 r)=-%
IV (x) = senx Fv (g) — sen (g) — ?2 FIv G) -

()=

@) = -y

Determinemos la serie de Taylor

' fr(a) fr(a) M@
f@+f@x-a)+—~x-a)’+—— -+ .. +—— @ —-a)"+.

B (T - R (=T S A (- I 2L (=T L (D) (4.65)

, . . .. 2 1
Se puede observar que en el término general se tienen los coeficientes g —~y el factor (x — %)
pero no podemos determinar de manera Unica el signo, por lo que podemos considerar que el término

n

general es (—1)™ ?; (x — %) para algun m entero. Luego suponemos la serie de Taylor queda como
sigue:

V22 i V21 m\2 VZ1 m\3 21 m* VZ1 m\°

T+5(-7) —75("—2)1 —Ta i) (=) A0+

V2 o1 T\~ 21 m\"

”'+(_1)p?(n—1)! (X _Z) + (—1)m7;(x _Z) + (466)
Como en todos los términos esta el coeficiente \/Z—E este puede factorizarse, teniendo

V2 T 1 m\2 1 m\3 1 m* 1 T\ >
7(1 + (X—Z) —E(X—lz) —;(X—Z) +E(X_Z) +§(X—Z) +....

—_1)p 1t _mn\" 1y, )"
P (=) D (x-T) ) (4.67)

Lo que nos permite dar un término general para cada uno de ellos.

2n
Potencia par (—1)"® — (x - E) (4.68)

(2n)! 4
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2n+1
Potencia impar (—1)" — (x —E) " (4.69)

2n+1)! 4
En esta expresion se puede apreciar una forma general definida para determinar el término n-ésimo.

Por lo que el término general de la serie de Taylor es:

R e e A O R SN

Por lo que serie de Taylor es §<1+(x—%)—i(x—f)2 1(x——)3+—(x——)4+—(x—

21 4] 3
5 2n 2n+1
T (XL (,_T 1 _r
Z) o (- D) ((Zn)l (x-%) +(2n+1)!(x ) )+> (4.70)

Luego, la serie de Taylor es:

Ly oD (o (- 5) "+

(2n)! 4

(2n+1)! 4

(x _ E)2n+1) (4.71)

Teoriay ejemplos

4.3.2 Serie de McLaurin

Definicion 4.3.1

Si f es una funcion tal quef(x) = Y- cpx™ para toda X en un intervalo abierto (-r, r), entonces

£11(0) £111(0) £1(0)
fx) = f(0) + f'(0)x +— x% + 4 x3+....+Tx"+...

La Serie de McLaurin puede verse como el caso especial en el que se determina la Serie de Taylor con
a=0.

Ejemplo 4.2.3 Determinar la serie de McLaurin para la funcién f(x) = senx

Empecemos determinando las derivadas de la funcidn, asi como el valor de estas en el punto donde x =
0.

Derivada de la funcién | Valor de la funcion
f (x) = senx f(0)=sen(0)=0 f(0)=0
f”(x) = cos x f'(0)=cos(0)=1 f'(0)=1
f''(x) = —senx f''(0)=—sen(0)=0 f'(0)=0
f7(x) = —cos x f'"'(0)=—cos(0)=-1 f(0)=-1
1V (x) = senx fV(0) = sen(0) =0 f(0)=0
fV(x) = cosx fV(0) = cos(0) =1 fV(0)=1
fV1(x) = —senx fV1(0) = —sen(0) =0 fY1(0) =0
fVI(x) = —cosx fY1(0) = —cos(0) = -1 Y1) = -1

1 ={¢_qym

En este caso no es posible determinar de manera Unica cual es la derivada de manera general ya
que hay tres opciones, el 0, — 1y 1.

Determinando la Serie de McLaurin

: f11(0) f111(0) f(0)
f(0) + f'(0)x + sz +Tx3+....+Tx”+...
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O4x+—x?——x3 4+ 2xt x5+ 2x6 —2x7 + x84 =294, (4.72)
21 31 al 51 6! 7 8! o

No podemos determinar el término general a partir de la derivada n-ésima, pero al eliminar los términos
que son cero obtenemos

1 1 1 1
Xx—=x34+=x>—=x"+=x°+....
3! 5! 71 9!

(4.73)

Con esta ultima expresion para la serie, se puede apreciar una forma para el término general, quedando
como sigue

1 1 1 1 1
x—=x34+=x%—=x"+=x+... .+ (-1 ——x2"14
31 51 71 91 (2n+1)!

(4.74)

Con lo cual la serie de McLaurin es

[e9] _1q\n 1 2n+1
Zn=o(—1) (2n+1)!x

Ejemplo 4.2.4 Determinar la Serie de McLaurin para la funcién f(x) = (1 + x)™3

Empecemos determinando las derivadas de la funcién y evaluémoslas en x =0

Valor de la funcién

Derivada de la funcion

f)=0A+x)7° fO=0+0)"=1 f(0) =1
f'e) ==3(1+x)7" f[(0) =-3(1+0)""=-3 f(0)=-3
f'(x)=3-41+x)7° f'(0)=3-41+0)°=3-4 |[f'(0)=3-4

f"(x)=-3-4-5(1+x)"°

F7(0)=—-3-4-5(1+0)°

F7(0)=—-3-4-5

=—-3-4-5
fYx)=3-4-5-6(1+x)"7 | fV(0)=3-4-5-6(1+0)7 |fV(0)=3-4-5-6
2)! ! -
o= Con B2 G e |0 = GO A0 (e 0 F 2
o 2
Determinando la Serie de McLaurin
, frr(0 frrr(0 JEk ()
£(0) +f/(0)x + 052 LDy y | 4 LOyny (4.75)
Sustituyendo
34 5 345 3 | 3456 4 (—1)”@ n
1-3x+—x*——x° +——x*+....+ ———x"+... (4.76)
2! 3! 4! n!
Realizando las operaciones indicadas
1—3x+6x% — 1043 + 150+, + (-1 D yny (4.77)

Con lo cual la serie de McLaurin es

© n+1)(n+2)
5% (~ 1) D



Ejercicios resueltos de la leccion 4.3

1. Calcular la serie de Taylorde f(x) = Inx
e =1

fre) =3

£ xZ_S

fe0 =3

_ p™i-1)!

n
fro =S
De la formula de Taylor
_ 1 1\ (x—a)? 1\ (x—a)3 ()™ (x—a)™
Lnx—lna—a(x—a)—(g) - +(§) e B .
Cona=1
_ 1 1Y) (x-1)2 1Y) (x—1)3 (-1 (x-1)"
Lnx—lnl—;(x—l)—(l—z) - +(§) e -
—1)2 —_1)3 —_1 Y (y—1)N+1
Inx = (x_ 1)_M+M+...+M
2 3 n+1
Entonces:

(_ 1)" (x_ 1)n+1
n+1

Z;xl)=0

2. Encontrar el polinomio de Taylor de grado n para la funcion f (x) = e>* alrededor de a = 1.

Paso 1: Derivamos f(x) varias veces y evaluamos cada derivada en a.
fO) = e => f(1) = @

f'(x) = 5e°* => f'(1) = 5¢°W

f'(x) = 52e5% => f"'(1) = 5250

F"(x) = 535 => f"'(1) = 53o5(1)

Fr00) = 54g5x = Frr(1) — 54p5()

F(x) = 5%e5 => f1(1) = 5"e5M

Paso 2: Usar la serie de Taylor y definir un patron de convergencia

205%(x—1)2 N ,5X (01N
f(x) = e> +5e5%(x — 1) +#+ +%
sneSx(x_l)n
Yoo
3. Encuentre la serie de Maclaurin para la funcion f(x)=cosh(x)

Empecemos determinando las derivadas de la funcién y evaluémoslas en x =0
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(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)
(4.87)
(4.88)
(4.89)
(4.90)

(4.91)

(4.92)
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Derivada de la funcion

Valor de la funcion

f(x) =coshx f(0)=cosh0 =1 f(0O)=1

f'(x) = senhx f'(0) = senh0 =0 f'(0)=0

f"(x) = coshx f"(0) =cosh0 =1 ') =1

f""(x) = senhx f'""(0) = senh0 =0 f"(0)=0

fV(x) = coshx fV(0) =cosh0 =1 Yo =1

ns .~ _ (Senhx  m impar neas _ (senh0 =0 n impar o {O n impar
fr(x) = {coshx n par f7(0) = {coshO =1 n par f70) = 1 n par
Determinando la Serie de McLaurin
£(0) + £(0)x + L5252 +f'%,(°)x3+....+$x”+... (4.93)
Sustituyendo
14+0x+=x2+2x3 + x4, + (4.94)
2! 3! 4!

No determinamos el término general ya que depende de que sea par o impar el valor de la n, pero
de esta expresion tenemos la siguiente expresion para la Serie de McLaurin

1T4ox2 4+ —xt+=x6 + x84 =2+, (4.95)
2! 4! 6! 8!

n!

En donde ya es posible determinar el término general ya que todos los términos de la serie con
numeros pares por lo cual el termino n-ésimo también debe ser par por lo que podemos verla como sigue

14-x2 4+ —xt +=x0 + x84+ ——x2 ., (4.96)
2! 41 6! 8! (2n)!

Con lo cual la serie de McLaurin es

[ee} 1 2n
Zn=o (2n)! x

Lista de ejercicios de la leccion 4.3

Tabla 4.2 Lista de ejercicios

Determinar la serie de Taylor de cada funcién | Determinar la serie de MacLaurin
en el punto indicado f (x) = senx
f(x)=Inx en a=2 10. f(x) =cosx
1. f(x)zi en a=1 11. f(x)=cos2x

X 12. f(x) =sen2x

_ X

2. f(X)—e en a=3 13, f(X)I(l-l-X)_S
3. f(x):e_zx en a=2 14, f(x)=In@L+ x)
4. f(x)=3" en a=1 15. f(x) = senhx
5. f(x)=Inx en a=2 16. f(x)=coshx
6. f(x)=log,x ena=1
7. f(x)= Jx en a=4
8. f(x)=senx en a:%
9. f(x)=cosx en az—%

Fuente de Consulta: (Ruiz, 2021; Stewart, 2015)



Examen de la unidad 4
Calcular la serie de Taylor dada la siguiente funcién:

f(x)=e*enx=0

) ) =35

. xZTl
b) Zn=0(_1)n (ZTL)'
. xZTl
0 Za=o(D" G
w (p™t
d) =1 x"

n

2.- Calcular la serie de Taylor dada la siguiente funcion:

f(x) =senx enx =0

o (D"
a)  Xpog g ()

w (c1)mtl
b) 2n=1 n (x)n
e 2n! 2n+1
©) Ln=o 4n (n)2(2n+1) ()
d w D San-1
) Z‘n:l (271—1)! (x)

3.-Determina el radio e intervalo de convergencia de la siguiente serie:

o nx+3)"
Zn=0 5n

a) R: 4, Intervalo: [-8,2)
b) R: 5, Intervalo: (-8,2)
c) R: 5, Intervalo:[-8,2]
d) R: 5, Intervalo: (-8,2]

4.-Determina la serie de Maclauring de la siguiente funcion:

f(x) =senx
© [ _1\n x2n+1
a) ZTL:O( 1) (21'L+1)!
o0 @n)! 2n+1
b) Zn=0 4" (n))2(2n+1) x
© _1yn x2n+1
C) Z‘I’L:O( 1) (2n+1)
. (_1)1‘L+1 n
d) Zn:l ve

n

5.-Determina la serie de Maclauring de la siguiente funcion:

f(x) = sen2x
. _ n x2n+1
a) ZTl:O( 1) (2n+1)!
o X"
D) el
w D™ ona
©) Yn=1 (2n+1)!

4 4 8 4
d) 2x ——x3+—=x5——x7 + x4 -
3! 15 315 28353
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En el siguiente enlace encontraras mas examenes
https://drafabiola.com/webaplicado/PARCIAL4.html
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