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Prefacio

Este libro, titulado "Precalculo 1", ha sido disefiado para proporcionar los conocimientos fundamentales
necesarios antes de adentrarse en el estudio del calculo. Su alcance abarca una amplia gama de temas,
desde la comprension de los nimeros con signo hasta el manejo de operaciones aritméticas basicas, la
simplificacion de expresiones mediante las leyes de los exponentes y las operaciones algebraicas
esenciales. Ademas, se profundiza en la determinacion de productos utilizando férmulas que se
encuentran con frecuencia en los célculos algebraicos.

El pre-célculo establece la fundacién matemética necesaria para abordar problemas mas
avanzados en el area de control. Facilita la transicion a conceptos mas complejos en calculo, algebra
lineal y teoria de sistemas dinamicos, que son esenciales para los ingenieros y profesionales del control.

Los contenidos de este libro sirven como una cimentacion esencial para disciplinas mas avanzadas
en ingenieria. Proporciona las herramientas matematicas y conceptuales necesarias para abordar temas
mas complejos en célculo, algebra lineal, fisica, estadisticas y més.

Este libro se estructura en cuatro capitulos fundamentales que abarcan una amplia gama de
conceptos. En el primer capitulo, "Aritmética", se establecen los fundamentos al definir los nimeros con
signos y se presentan las operaciones aritméticas, que incluyen suma, resta, multiplicacion y divisién de
fracciones. También se aborda el calculo del minimo comun multiplo y el maximo comdn divisor.

El segundo capitulo, titulado "Leyes de los exponentes”, se centra en la aplicacion préactica de
estas reglas matematicas, con ejercicios que ilustran su uso y relevancia.

En el tercer capitulo, denominado "Algebra", se exploran en profundidad las operaciones
algebraicas esenciales, incluyendo suma, resta, multiplicacion y division de expresiones algebraicas.

Finalmente, el cuarto capitulo, "Productos notables”, se dedica a la aplicacion de férmulas clave
que permiten calcular productos resultantes de la multiplicacion de factores.

Cada uno de estos capitulos ha sido cuidadosamente elaborado por los autores, basandose en
ejemplos, ejercicios y evaluaciones propias, respaldados por una investigacion en la literatura relacionada
con estos temas. Al término de cada capitulo, se proporcionan las soluciones de los ejercicios impares
presentados en el libro, para facilitar la comprension y el aprendizaje del lector.



1. Aritmética

1.1. Introduccién

La aritmética es una rama de las matematicas que estudia las propiedades y las operaciones de los
numeros. La aritmética es muy importante para la ingenieria, ya que te permite resolver problemas
practicos y modelar situaciones reales. En este capitulo, se abordaran algunos conceptos basicos de la
aritmética como: la clasificacion de los numeros, operaciones de nimeros con signo, minimo comun
multiplo, maximo comdn divisor, jerarquia de las operaciones y las operaciones con fracciones.

1.2. Clasificacion de los nUmeros

Como ya se menciono la aritmética estudia los nimeros, sus operaciones y sus propiedades. Por tanto,
es importante conocer los tipos de nimeros que existen:

1. Numeros Naturales (N): Los numeros naturales son los que se utilizan para contar elementos o
cosas, esto es, los numeros enteros positivos. Por ejemplo: 1, 2, 3, 4, ...

2. NUmeros Enteros (Z): Los numeros enteros incluyen a los nimeros naturales, sus opuestos
(negativos) y el cero. Por ejemplo: -9, -2, 0, 1, 4, 87, 25312

3. Numeros Racionales (Q): Un nimero racional es todo aquel que puede ser expresado como la
division de dos numeros enteros. Por ejemplo: —3, -4, 0.25, %

4. Numeros Irracionales (1): Los nimeros irracionales son aquellos que no pueden representarse
como la division de dos numeros enteros. Los nameros irracionales se caracterizan por poseer

infinitas cifras decimales que no siguen ningun patron repetitivo. Por ejemplo: 7, V3, e

5. NUmeros Reales (R): Los nimeros reales incluyen tanto a los nimeros racionales como a los
nimeros irracionales. Por ejemplo: -3, —0.8, =4, 0.25, %, , V3

1.3. NUmeros positivos y negativos

Los nimeros con signo desempefian un papel critico en la descripcion y modelado de una amplia gama
de fendmenos y situaciones en la vida cotidiana y en la préctica ingenieril. Los nimeros con signo nos
permiten manejar y comprender situaciones que involucran magnitudes positivas y negativas, ganancias
y pérdidas, temperaturas por encima y por debajo del punto de congelacion, y muchas otras variables que
pueden ser positivas 0 negativas.

La recta numérica es una herramienta fundamental en las matematicas que nos permite visualizar
y comprender la relacion entre los nimeros de una manera clara y ordenada. ES una representacion
grafica de todos los nimeros reales dispuestos en una linea recta, extendiéndose infinitamente en ambas
direcciones. Ademas, desempefia un papel esencial en la resolucion de problemas cotidianos, como el
seguimiento de gastos financieros, la medicion de distancias, la representacion de temperaturas y mucho
mas.

Una recta numerica es una representacion grafica unidimensional que se utiliza en matematicas
para visualizar y organizar nimeros reales de manera ordenada y secuencial. Consiste en una linea recta
que se extiende infinitamente en ambas direcciones y se utiliza para mostrar la relacion y la ubicacion
relativa de los numeros en el espectro de los nimeros reales, ver Figura 1.1. EI nimero cero se coloca en
el centro, y los nimeros positivos se extienden hacia la derecha, mientras que los nimeros negativos se
extienden hacia la izquierda. A medida que avanzas en cualquier direccién a lo largo de la recta numérica,
los nimeros aumentan en valor absoluto. Por ejemplo, a la derecha del cero, los nimeros positivos
aumentan en valor, mientras que, a la izquierda del cero los nUmeros negativos aumentan en valor
absoluto pero disminuyen en valor.



Figura 1.1 Recta numérica

Mas negativo, menor es el nUmero
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Mas positivo, mayor es el nimero

Se puede determinar la igualdad (=) y/o desigualdad (< , >) de dos cantidades basandonos en su
ubicacion en una recta numérica. Las expresiones "mayor que" y "menor que" son utilizadas en
matematicas para comparar dos nimeros y determinar cual es mas grande o0 mas pequefio en relacion con
el otro. Cualquier nimero positivo es mayor que cualquier nimero negativo.

Estas comparaciones se realizan mediante simbolos matematicos especiales:

1. Mayor que (>): El simbolo ">" se utiliza para indicar que un nimero es mayor que otro. Por
ejemplo, si decimos "5 > 3", estamos afirmando que el nimero 5 es mayor que el nimero 3.

2. Menor que (<): El simbolo "<" se utiliza para indicar que un nimero es menor que otro. Por
ejemplo, si decimos "2 < 7", estamos afirmando que el nimero 2 es menor que el nimero 7.

Estas comparaciones son fundamentales en matematicas y se utilizan en una variedad de
situaciones, desde resolver desigualdades simples hasta analizar datos, realizar operaciones de
ordenamiento y resolver problemas en diversas disciplinas.

Ejemplos:

1. —-2<-1
2. 2>1

3. -3<1
4. 0>-1

5. 0.5=1/2

Los nimeros positivos pueden aparecen acompafiados por el signo positivo (+) o sin ningdn signo
como se observo en los ejemplos anteriores, mientras que los numeros negativos siempre estaran
acompafados por el signo negativo (-).

Ejercicios 1.1

Coloca entre los dos numeros el signo > (mayor que) o < (menor que) segin la comparacion correcta.

1. -6 6
2. -7 —6
3. +2 -7
4. -2 2
S. -4 -7
6. 2 -2
7. -5 1
8. 0 +1
0. —6 +4
10. -5 5



Suma y resta de nimeros positivos y negativos

A continuacion, se presenta una breve explicacion de como se realizan estas operaciones:

1. Sumar numeros positivos: Sumar niumeros positivos es una tarea sencilla. Simplemente se suman
los valores como de costumbre. Si sumamos numeros positivos, el resultado serd un numero
positivo. Por ejemplo,

5+3=8

2. Sumar numeros negativos: Al sumar ndmeros negativos, primero identificamos los valores
absolutos y luego aplicamos la suma. Por ejemplo, -5 + (-3) se resuelve tomando el valor absoluto
de ambos ndmeros (5 y 3) y luego sumando los valores absolutos con el signo negativo. Si
sumamos dos numeros negativos, el resultado sera un numero negativo. En este caso,

—5+(-3)=-8

3. Sumar numeros de diferente signo: Para sumar numeros con diferente signo, simplemente
restamos los valores absolutos y tomamos el signo del nimero con el mayor valor absoluto. Por
ejemplo, -5 + 3 se resuelve tomando 5 — 3 = 2 y tomando el signo del nimero mayor, que €s
negativo. Por lo tanto,

—5+3=-2

4. La resta se representa comunmente con el simbolo "—", y los nimeros involucrados se llaman el
"minuendo” (el nimero del que se resta) y el "sustraendo™ (el nimero que se resta). El resultado
se denomina la "diferencia". Para restar un nimero negativo se debe cambiar su signo y luego
sumar los nimeros.

Ejemplos:

1. 8—-3=5

2. —-5—-3=-8

3. 5-(-3)=5+3=8

4. —8—(-3)=-8+3=-5

5. —3—-(-5)=-3+5=2

Es importante recordar que, al trabajar con nUmeros positivos y negativos, es esencial prestar

atencion al signo de los nimeros y seguir las reglas de suma y resta adecuadas para obtener resultados
precisos. Practicar con ejercicios y problemas te ayudard a fortalecer tu comprensién de estas
operaciones.

Ejercicios 1.2

Realizar las siguientes sumas y restas:

1.

2.

345
—6+ (~2)
10 + (=7)

-8+4



5. 24 (-9)
6. 6-3

7. —5-(-2)
8. 12— (-5)
9. —8-4
10. 3—(-7)

Multiplicacién y division de niUmeros positivos y negativos

La multiplicacion y la division de nimeros con signo se rigen por lo que cominmente se conoce como
"La Ley de los Signos" 0 "Reglas de los Signos". Estas reglas son fundamentales para determinar el signo
del resultado cuando se multiplican o dividen nimeros con signo. Aqui estan las reglas béasicas:

En la multiplicacion:

La ley dice: Ejemplo:
(HH) =+ (2)B)=6
(H(E) =- (2)(-3) = -6
=) =- (-2)(3) = -6
=)= =- (-2)(-3) =6
1. El producto de dos nimeros con el mismo signo es siempre positivo: Cuando multiplicas dos

nameros positivos 0 dos nimeros negativos, el resultado es siempre positivo.

2. El producto de dos nimeros con signos diferentes es siempre negativo: Cuando multiplicas un
nlumero positivo por un nimero negativo o viceversa, el resultado es siempre negativo.

En la division:
La ley dice: Ejemplo:
+
(+) 3
+ 6
) _ Lo
=) -3
— —6
G .
(+) 3
(=) —6
~ 7 — =2
-) + -3
1. El cociente de dos nimeros con el mismo signo es siempre positivo: Cuando se dividen dos

numeros positivos o0 dos numeros negativos, el resultado es siempre positivo.

2. El cociente de dos nimeros con signos diferentes es siempre negativo: Cuando se dividen un
nimero positivo por un nimero negativo o viceversa, el resultado es siempre negativo.



Operaciones con cero:

- Cualquier numero multiplicado por cero es igual a cero, independientemente del signo: 0 X
(cualquier nimero) = 0.

- Dividir cero por cualquier numero (excepto cero) es igual a cero: 0 + (cualquier nimero distinto
de cero) = 0.

Estas reglas son esenciales al realizar operaciones con numeros con signo y ayudan a determinar
el signo del resultado de manera consistente.

Ejemplos:
1. 8)(—3) =—-24
2. (-5(—3) =15

3. (=5)(3) =-15

Ejercicios 1.3

Realizar las siguientes multiplicaciones y divisiones:

1 (=2)(-3)
2. 2)(3)
3. (=7)(8)
4. (7)(-8)
5. (=7)(=8)
6
6. —_—
-2
-6
7. —
-2
-8
8. —
2
8
9 —
2
-16
10. —



1.4. Minimo comun multiplo

Antes de abordar los temas del minimo comun multiplo y maximo comun divisor, se debe tener claro
que son los nimeros primos. Los numeros primos son aquellos enteros mayores que 1 que tienen
exactamente dos divisores positivos: 1y ellos mismos. En otras palabras, un nimero primo no se puede
dividir de manera exacta por ningun otro numero distinto de 1 y si mismo. Algunos ejemplos de nimeros
primos son: 2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, y asi sucesivamente...

Es importante notar que no existen nimeros primos negativos, ya que estos numeros tienen mas
de dos divisores (por ejemplo, -2 se puede dividir por -1, 1 y -2). La lista de nimeros primos es
interminable y no sigue un patrén predecible facilmente.

Un mdltiplo es un nimero que resulta de la multiplicacion de otro nimero por un entero. En otras
palabras, un nmero A es un multiplo de otro nimero B si se puede expresar como A = B * n, donde "n"
es un numero entero.

Por ejemplo, los multiplos de 4:

4=4x1
8=4x2
12=4x3
16=4x4
20=4x5

En esta secuencia, cada nimero es un multiplo de 4 porque se obtiene multiplicando 4 por un
nimero entero. Para cualquier nimero entero, hay infinitos multiplos. Retomando las operaciones
anteriores podemos decir que 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, etc. son multiplos de
4,

Un multiplo comun es un nimero que es multiplo de dos o mas nimeros diferentes. En otras
palabras, es un nimero que puede dividirse exactamente por cada uno de los nimeros dados sin dejar
residuos. Por ejemplo, si se desea encontrar los multiplos comunes de los nimeros 3 y 4. Primero,
enumeramos los maltiplos de cada nimero:

Muiltiplos de 3: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, ...
Multiplos de 4: 4, 8, 12, 16, 20, 24, ...

El nimero 12 es un maltiplo de ambos 3 y 4, ya que se encuentra en ambas listas. Por lo tanto,
12 es un multiplo comin de 3y 4.

Otros multiplos comunes de 3 y 4 incluyen 24, 36, 48, y asi sucesivamente. Estos nimeros pueden
dividirse exactamente por 3y 4 sin dejar residuos.

Es importante destacar que existen infinitos multiplos comunes de cualquier par de nimeros, ya
que puedes seguir multiplicando los nimeros por enteros diferentes para obtener mas maltiplos comunes.

El minimo comun multiplo (mcm) es el multiplo comin mas pequefio de los nimeros dados y se
calcula utilizando técnicas especificas, como la descomposicidn en factores primos.

Para calcular el mcm de dos 0 mas nameros, puedes seguir estos pasos:

Paso 1: Se descompone cada nimero en sus factores primos. Esto significa expresar cada nUmero como
un producto de nimeros primos. Por ejemplo, si tenemos los niUmeros 12 y 18:

— 12 se descompone en factores primos como 2 x 2 x 3 = 22x 3.

- 18 se descompone en factores primos como 2 x 3 x 3 =2 x 32,
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Paso 2: Para calcular el mem, multiplica todos los factores primos elevados a la mayor potencia en la
descomposicion de los nimeros originales. En este caso:

- La mayor potencia de 2 es 2
- La mayor potencia de 3 es 2
Por lo tanto, el mcm de 12 y 18 es 22x 32=4 x 9 =36
El mcm de 12 y 18 es 36. Esto significa que 36 es el nimero mas pequefio que es multiplo tanto
de 12 como de 18, es decir, 36 es el primer numero que ambos nimeros (12 y 18) pueden dividir de
manera exacta.

A continuacion, se presenta un método para obtener el mcm:

Se desea obtener el minimo comun maltiplo de los nimeros 10, 15 y 30, entonces se hace los
siguiente:

- Se colocan los numeros de la siguiente forma:
10 15 30 ‘

- En la Gltima columna se escribe un ndmero que divida a alguno de ellos, los nimeros que se
utilizan son los numeros primos: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 31, 37, etc, comenzando en orden
ascendente. En este caso, el 2 puede dividir al 10 y al 30.

10 15 30
5 15 15 |2

En la ultima columna se coloco el 2, y en esa fila se escribe la mitad de 10, la mitad de 30 y como
el 15 no tiene mitad, se bajo el nimero sin dividir.

- Ahora se puede observar que tenemos 5, 15 y 15, ninguno de los nimeros se puede dividir
exactamente entre 2, entonces se pasa al siguiente namero primo que es el 3. El 15 se pueden
dividir entre 3, entonces se repite el procedimiento del paso anterior.

10 15 30
5 15 15 |2

5 5 5 3

El 5 no se puede dividir exactamente entre 3, entonces se baja el niumero 5, el 15 si se puede
dividir entre 3, es 5, por eso debajo del 15 escribimos un 5, lo mismo sucede con el otro 15.

— Légicamente el siguiente nimero primo que se puede utilizar es el 5:

10 15 30
5 15 15 |2
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La quinta parte de 5 es 1, por eso se escribe un 1 debajo de cada uno de los 5 que se obtuvieron
anteriormente, el procedimiento termina cuando todos los nimeros quedan reducidos a 1.

- Para obtener el minimo comn mdaltiplo se multiplican los nimeros de la tltima columna:

10 15 30
5 15 15 |2

2 x 3 x 5 =230, entonces el minimo comun multiplo de 10, 15y 30 es: 30
Ejemplos:

Calcula el minimo comun maultiplo para los siguientes nUmeros:

1. 18, 30, 24

18 30 24

9 15 12 2
9 15 6 2
9 15 3 2
3 5 1 3
1 5 1 3
1 1 1 5

Elmcmes2x2x2x3x3x5=360

2. 50, 70, 30

25 35 15 2
25 35 5 3
5 7 1 5
1 7 1 5
1 1 1 7

Elmcmes2x3x5x5x7=1050

3. 100, 45
100 45
50 45 2
25 45 2
25 15 3
25 5 3
5 1 5
1 1 5

Elmcmes2x2x3x3x5x5=900
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4. 5,6,10
S) 6 10
5 3 5 2
5 1 5 3
1 1 1 5

Elmcmes2x3x5=30

5. 2,4,8
2 4 8
1 2 4 2
1 1 2 2
1 1 1 2

Elmcmes2x2x2=8
Ejercicios 1.4

Obtener el minimo comdn maltiplo de los siguientes numeros:

1. 4,6

2. 7,9

3. 15, 20

4. 15, 18

S. 8, 10, 12
6. 5,25

7. 14,21, 28
8. 3,5,7,9
9. 16, 24, 32
10. 11, 22, 33

1.5. Maximo Comun Divisor (MCD)

El Maximo Comun Divisor (MCD), también conocido como méximo factor comin o simplemente "el
mayor divisor comun”, es un nimero entero positivo méas grande que divide exactamente a dos 0 mas
nlmeros enteros sin dejar residuos. En otras palabras, es el nimero mas grande que es un divisor comdn
de los nimeros dados.

Para calcular el MCD de dos 0 méas numeros, se puede descomponer cada numero en sus factores
primos, identificar los factores primos comunes con las menores potencias y luego multiplicar estos
factores primos comunes juntos te dara el MCD.
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Por ejemplo, para los numeros 12 y 18:

Factorizacion de 12 =22 x 3

Factorizacion de 18 = 2 x 3?

Factores primos comunes a la menor potencia: 2 'y 3
MCD=2x3=6

Lo anterior se puede realizar también de la siguiente forma:

Para descomponer en factores primos, se va dividiendo cada numero entre los nimeros primos
(2, 3,5, 7, 11, 13...) en orden ascendente, se puede dividir entre un nimero primo mas de una
vez. SOlo sirven los que dan una division exacta. Por ejemplo 12, en la tabla de abajo, se va
descomponiendo en 2, 2y 3y el 18 se descompone en 2, 3y 3.

12 2 18 2
6 2 9 3
3 3 3 3
1 1

De los factores primos, se seleccionan los nimeros comunes (los repetidos en ambos nimeros 12
y 18) de menor exponente y se multiplican. En este caso, el MCD =2 x 3 = 6.

Otro método para obtener el MCD es el siguiente:

Se elabora una tabla similar al minimo comdn multiplo, y se procede a realizar divisiones

sucesivas, pero a diferencia del minimo comun multiplo, no hay que llegar a 1.

Para hacer las divisiones entre numeros primos, todos los niumeros deben ser divisibles entre el

namero primo que se elige, para el ejemplo anterior:

12

18

12

El primer nimero primo que se utiliza es el 2, porque todos los nimeros tienen mitad exacta.

18

6

9 2

Los numeros que quedaron no se pueden volver a dividir ambos de forma exacta entre 2, pero si

entre 3 por lo que se procede a realizar la division entre este Gltimo.

12 18
6 9 2
2 3 3
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Ya no existe otro nimero primo que pueda dividir de forma exacta al 2 y 3 al mismo tiempo, por
lo tanto ha concluido el procedimiento, y para obtener el MCD se multiplican los nimeros que se
utilizaron como divisores, MCD =2 x 3 = 6.
Ejemplos:
Calcula el maximo coman divisor para los siguientes niUmeros:

1. 18, 30, 24

18 30 24 ‘
9 15 12 2

3 5 4 3

EIMCDes2x3=6
2. 50, 70, 30

50 70 30 ’
25 35 15
5 7 3

EIMCDes2x5=10
3. 100, 45

100 45 ‘
20 9 ‘ 5

EIMCDes5
4. 5,6, 10

No existe ningln namero primo que pueda dividir exactamente al 5, 6 y 10, por tanto, el MCD es 1.

5. 2,4,8
2 4 8 ’

El MCD es 2
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Ejercicios 1.5

Obtener el maximo comun divisor de los siguientes numeros:

1.

2.

9.

10.

8,12

15, 25

18, 24

28,42

36, 48
9,27,47

20, 30, 40
7,14, 21,28
16, 24, 32, 40

11, 22, 33,44

1.6. Jerarquia de las operaciones

La jerarquia de las operaciones, también conocida como el orden de las operaciones, es una regla
fundamental en matematicas que dicta el orden en el que debes realizar diferentes operaciones
matematicas cuando se presentan juntas en una expresion o ecuacion. Estas reglas se utilizan para
asegurar que las operaciones se realicen de manera consistente y que se obtenga el resultado correcto. La
jerarquia de las operaciones se sigue generalmente en el siguiente orden:

1.

Paréntesis: Las operaciones dentro de paréntesis deben realizarse primero. Dentro de los
paréntesis, se sigue la misma jerarquia de operaciones nuevamente.

Exponentes: Después de resolver las operaciones dentro de los paréntesis, debes realizar las
operaciones de potenciacion o exponentes. Esto incluye operaciones como elevar un nimero a
una potencia.

Multiplicacién y Division: Después de manejar los paréntesis y los exponentes, debes realizar
las operaciones de multiplicacion y divisién en el orden en que aparecen de izquierda a derecha
en la expresion.

Sumay resta: Finalmente, debes realizar las operaciones de adicion y sustraccion en el orden en
que aparecen de izquierda a derecha en la expresion.

Es importante seguir estas reglas para garantizar que se realicen las operaciones en orden y se

obtenga el resultado correcto en expresiones matematicas complejas.

Ejemplos:

1.

(3+5)x6+8%2—(6x5)+7°
Primero se realizan las operaciones entre paréntesis

8x6+82—-30+73
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A continuacion, los exponentes
8x6+ 64 — 30+ 343
Posteriormente, las multiplicaciones y divisiones
48 + 64 — 30 + 343
Finalmente, sumas y restas
425
(2x3)+(3—-5)+[(2x1.5)(6 + 8)]+2
Primero se realizan las operaciones entre paréntesis
6+(—2)+[(3)(14)]+2
6 —2+42-+2
Posteriormente, como no se tienen exponentes se continua con las multiplicaciones y divisiones
6 — 2+21
Finalmente, sumas y restas
25
8/22 + (6 —3)x5
Primero se realizan las operaciones entre paréntesis
8/224+3x5
A continuacion, los exponentes
8/4+3x5
Posteriormente, las multiplicaciones y divisiones
2+ 15
Finalmente, sumas y restas
17
6x(22+3x5)—4

Primero se realizan las operaciones entre paréntesis. Dentro de los paréntesis, se sigue la misma
jerarquia de operaciones nuevamente

6x(4+3x5)—4
6x(4+15)—4

6x19 -4



Debido a que no hay mas exponentes, se realizan las multiplicaciones y divisiones
114 -4

Finalmente, sumas y restas

110

2°+7) /(-1

Primero se realizan las operaciones entre paréntesis

8+7)/3

15/3

Debido a que no hay mas exponentes, se realizan las multiplicaciones y divisiones

5

Ejercicios 1.6

Resolver las siguientes operaciones:

1.

2.

10.

(B+4)x(5—2)?
22x6+2 +5
8+6+2%+1

(4% —3)x (10/2)
9—(22+5x3)
(7x2+5)/(32—4)
2x(9-3)%/3+1
(5+1)2—(4x3)
2G-Vx (4 +2)

(10 —3)2 + 4x 2

15
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1.7. Fracciones

Las fracciones son una parte fundamental de las matematicas y se utilizan para representar nimeros que
no son enteros. Una fraccion consta de dos partes principales: el numerador y el denominador, y se
representa en la forma a/b, donde "a" es el numerador y "b" es el denominador.

1. Numerador: El numerador es el nimero que se encuentra en la parte superior de la fraccion.
Representa la cantidad de partes que tenemos o que estamos considerando.

2. Denominador: El denominador es el nimero que se encuentra en la parte inferior de la fraccion.
Representa el nimero total de partes en una unidad completa o en el conjunto.

. -, 3
Por ejemplo, en la fraccion "

- El numerador es 3, lo que significa que tenemos 3 partes de algo.

- El denominador es 4, lo que significa que la unidad completa o el conjunto se divide en 4 partes
iguales.

Por lo tanto, la fraccion 3/4 representa tres cuartas partes de algo. Se puede pensar en ello como
si hubieras dividido algo en 4 partes iguales y tomado 3 de esas partes. En la Figura 1.2, el circulo se ha
dividido en 4 partes iguales, el area en color azul representa 3/4 del circulo, mientras el &rea en color
naranja representa 1/4 del circulo.

Figura 1.2 Representacion grafica de una fraccion

Simplificacion de Fracciones

La simplificacion de fracciones es el proceso de reducir una fraccion a su forma mas simple o mas
reducida. Una fraccion simplificada tiene el mismo valor que la fraccion original, pero su numerador y
su denominador son mas pequefios. Para simplificar una fraccion se pueden seguir los siguientes pasos:

1. Encontrar el Maximo Comun Divisor (MCD) entre el numerador y el denominador, es decir, el
nimero mas grande que puede dividir exactamente tanto al numerador como al denominador.

2. Dividir Numerador y Denominador por el MCD, esto asegura que la fraccion se reduzca a su
forma mas simple.

A continuacion, un ejemplo de simplificacion de fracciones:

., 24 . .
Supongamos que tenemos la fraccién ol deseamos simplificarla.



1. Encontrar el MCD de 24 y 36

24 36

12 18 2
6 9 2
2 3 3

En este caso, el MCD de 24 y 36 es2x 2x 3 =12.
2. Dividir numerador y denominador por el MCD

24 24+12 2
36 36+12 3

Entonces, la fraccion 24/36 simplificada es 2/3.

Suma de fracciones
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La suma de fracciones implica combinar dos o mas fracciones para obtener una sola fraccién que

represente su suma total.

La suma de fracciones con el mismo denominador es bastante simple, simplemente se suman los
numeradores y se mantiene el mismo denominador, y de ser posible se simplifica la fraccion resultante.

Ejemplos:
2+1+3_6
7 7 7 7
2+4_6
5 5 5
1+1_2_
4 4 4
1+2_3_1
3 3 3

Para sumar fracciones con diferentes denominadores, se sigue el siguiente procedimiento:

1. Encontrar el minimo comun maltiplo (mcm) de los denominadores originales. Por ejemplo, si se

desea sumar 3/4 y 5/8, su mcm es 8.

2. Se divide el mecm entre cada denominador y el resultado se multiplica por el numerador
correspondiente. Para el ejemplo anterior, sumar 1/4 y 1/8, se divide primero el mcm 8 entre el
denominador 4 y el resultado se multiplica por el numerador obteniéndose 8/4*3=6,el

procedimiento se repite para la siguiente fraccion 8/8*5=5.

3. El resultado de la suma tendra como denominador el mcm y como numerador la suma de los
resultados obtenidos en el paso anterior. Para finalizar, de ser posible, se simplifica la fraccion

obtenida. Para el ejemplo que estamos tratando:

3+5_
4 8 8

A continuacion, se presentan otros ejemplos de suma de fracciones:
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3 1 9+2 11
1L S4s=====
4 6 12 12
1 1 1+2 3
2. S4-===2
4 2 4 4
1 2 3+14 17
3. cHt=—==
7 3 21 21
1.1 1 6+4+3 13
4. S+ +-= ==
2 3 4 12 12
3 2 1 45+24+10 79
5. S4t4-=T =T
4 5 6 60 60

Resta de fracciones

La resta de fracciones se realiza de manera similar a la suma de fracciones, pero en lugar de sumar los
numeradores se restan.

Ejemplos:
3 1 1

1 R
4 4 2
1 1 1-2 -1

2. —_——_ = — = —
4 2 4 4

3 1 2 3-14 11
7 3 21 21
1 1 3-2 1

4 -_——_—_ = —_—= -
2 3 6 6
3 2 15-8

5 -_— = — = —
4 5 20 20

Ejercicios 1.7

Realice las siguientes sumas y restas de fracciones:

H
W
+
AN

(6)] w N
| SRR N | |
+ + + +
ul | | [l W= |

(o]
o |lwn
|
O IN
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4 1
7 —_—
9 3
3 1
8. -—=
4 2
7 3
9 [
8 7
9 2
0. —-—=
10 5

Multiplicacion de fracciones

La multiplicacién de fracciones se realiza multiplicando los numeradores de las fracciones entre si para
obtener el nuevo numerador y multiplicando los denominadores de las fracciones entre si para obtener el
nuevo denominador. De ser posible, se simplifica la fraccion obtenida.

Ejemplos:
2 6 1
1 Sxs=—==
374 12 2
2 8
2 -X-=—
15
1.2 2
3 -X-=—
21
1.1 1
4 x- ==
6
3.2 6 3
5. —-X-=—=—
475 20 10

Divisién de fracciones

La divisiéon de fracciones se realiza multiplicando la primera fraccion por el inverso multiplicativo
(reciproco) de la segunda fraccion. El reciproco de una fraccion es simplemente invertir el numerador y
el denominador. De igual forma que con las operaciones anteriores, el resultado se simplifica de ser
posible.

Ejemplos:
2 .3 2 4 8
1 S+rZ=Zx-=-
3 4 3 9

2 4 2 5 10
35 374 12
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Ejercicio 1.8

Realice las siguientes multiplicaciones y divisiones de fracciones:

1. -X-
374
2
2 -X-
5
3 1
3 -X-
8 8
2
4 -X-
7
1 4
5. -X-
65
5 2
6 e
6 9
4 1
7 - =
9 3
3 1
8 —_—
4 2
7 3
9 — =
8 7
9 2
10. _ -
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1.8. Evaluacion
A continuacion, se proponen una serie de ejercicios para evaluar lo aprendido en el presente capitulo:
1. Obtener el mcm de 25, 35
2. Obtener el MCD de 25, 35
3. (4x3%)+(5-2)x28

4. (9-3%)x(7/2+1)

1 2
5. —+-=
3 5
2 s
6. -+-+-
3 6
2 2
7 —_—
5 15
3
g 4=
4 3 2
9 iX1
9 3

3
10. —+1
4 2



1.9. Solucion de ejercicios impares

En esta seccidn se proporcionan los resultados de los ejercicios impares y de la evaluacion:
Ejercicios 1.1

1. -6 < 6

3. +2 > -7

S. -4 > -7
7. -5 <1
9. -6 < +4

Ejercicios 1.2

1. 8

3. 3

5. -7
7. -3
9. —12

Ejercicios 1.3

1. 6

3. —56
S. 56
7. 3

9. 4

Ejercicios 1.4

1. 12
3. 60
5. 120
7 84



Ejercicios 1.5

1.

3.

5.

7.

9.

4

6

12

10

8

Ejercicios 1.6

1.

3.

5.

7.

9.

63

10.5

-10

25

24

Ejercicios 1.7

1.

©

"
"
)
.

25/56

Ejercicios 1.8

1.

y
”
”
.

9 /4

23



Evaluacion
1. 175
2. 5

3. 60

4, 0

5. 11/15
6. 2

T Y5
8. 1/,
9. 4/,

10. 3/,

24
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2. Leyes de los Exponentes (Enteros y radicales)

Las leyes de los exponentes con enteros y radicales son fundamentales en matematicas y, en particular,
en el campo de la ingenieria y tecnologia; permite simplificar expresiones algebraicas y reducir calculos
complicados a formas mas sencilla; aunque pueden parecer abstractas al principio, su relevancia es clara
e importante. Ya que a través de expresiones algebraicas se modelan sistemas dindmicos para comprender
su comportamiento fisico, para ello es necesario simplificar a una expresion algebraica mas sencilla para
la simulacion antes de llevar a la construccion del prototipo.

2.1. Introduccién

Exponente, es un término empleado en matematicas para indicar el nUmero de veces que una base se ha
de multiplicar por si misma. Un exponente se puede escribir normalmente en la parte superior derecha
de la base como un pequefio numero o letra, como se puede observar en la ecuacion 2.1. La expresion x,
puede ser leida como “x " a la n-ésima potencia, eso significa que la base x se multiplica por si mismo n
veces la base, n debe ser un entero positivo (n > 0) y x debe ser x > 0.

N «—— exponente
X

x

base

(2.1)

También se puede tener expresiones (x + y)*, puede ser leida como “x + y", a la cuarta
potencia eso significa que la base (x + y) es multiplicado por si mismo cuatro veces la base, es decir:
(x+y)(x+y)(x +y)(x + y), como se muestra en la ecuacion 2.2.

4 — exponente

(x+7y) 2.2)

base

Ademas, se puede tener expresiones como cos3(x), que puede ser leida como “cos de x" a la
tercera potencia y expresa que el cos(x) debe multiplicarse por si mismo tres veces:
cos(x)cos(x)cos(x).

Representacion exponencial

La potenciacion es el término utilizado para referirse de manera abreviada a la operacion matematica
que consiste en multiplicar factores iguales. El entero positivo n se denomina exponente y el nimero real
cualquiera a se llama base como se muestra en la ecuacién 2.3; entonces la potencia n-ésima de a es

/ exponente
a"=\a-a-a-a-a---a-a} (2.3)
|
base “n” numero de veces

Es importante resaltar que si n es un entero positivo, entonces una expresion como 5a™ significa
5(a™), no (5a)™. El nimero real 5 es el coeficiente de a™ en la expresion 5. De la misma manera, —5a™
significa (—5)a™, no (—3a)™. En este mismo sentido, la diferencia entre (—2)* y —2* es la siguiente;
en (—2)*el exponente se aplica a2 y el resultado es +16; en la segunda expresion —2* el exponente se
aplicaa 2 y el resultado es —16.



Ejemplos:
Desarrollo de notaciones exponenciales

1. 43=4-4-4=16-4 =64
\_Y_}

3 veces

2. mh =\m-m-Ym---m}
“n” veces

3. X° =X XX XX

5 veces

4. wW+x+y+2)° =w+x+y+z) WHx+y+2)- (WH+x+y+2)
|
3 veces

S. 7-25=7-\(2-2-2-2-2)}=7-32=224

5 veces
6. 8(-3)? = 8|(—3) (=3)]=8:-9=72
2 veces

7. 2(-3)3 = 2\[(—3) (=3)- (—3)}] =2-(-27)=-54

3\/Yeces
8. —3*=_(3-3-3-3)=-81
L
4 veces
9. m+n)*=m+n)-(m+n)-(m+n)-(m+n)

L )
|
4 veces

10, 3-52=3-(5-5)=3-25=75

2 veces

Ejercicios 2.1

Desarrollar las siguientes notaciones exponenciales.

1. m* =

2. (x +y)° =
3. x™ =

4, (1+2)*=
5. 33 =

6. 5-2% =

7. 9(—2)* =



27

8.  6(-4) =
9. -2t=
10. 8:6%=

2.2. Leyes de los exponentes Enteros

Las leyes de los exponentes son reglas matematicas que ayudan a simplificar y manipular expresiones
algebraicas que involucran exponentes. A continuacion se muestran las principales leyes de los
exponentes.

2.2.1. Primera Ley de los Exponentes

Si multiplicamos dos potencias de la misma base, se obtiene la misma base con la suma los exponentes,
ver ecuacion 2.4. Considera que a y b son enteros positivos se tiene:

x® - xb = xath (2.4)
Ejemplos:

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

1. x - xb =x*0 =x

2. (6x3y7)(3xy %) = 18x3*T1y7=5 = 18x*y?

3. (x+y)Px+y)P=0x+y)?7P=(x+y)°

4. (8x3y2)(3x2y_5 )(Zx—Sy—3) — (8 -3 2)x3+2—5y2—5—3 — 48x0y—6 — 48y—6

5. 7xm+1y3n+2 . 4x2m+2yn+3 — (7 . 4)xm+1+2m+2y3n+2+n+3 — 28X3m+3y4n+5
6. m?n3 - 5m*nS=5m?**n3*> = 5mon?

7. (9m*n3)(5mn~2) = 45m**n372 = 45m°n

8. mx+2nx+3 . 9mx+4nx—5=9mx+x+2+4nx+x+3—5 — 9m2x+6n2x—2

9. m+n)?-2m+n)2-3(m+n)*=(1-2-3)(m+n)?>*3*" =6(m +n)°
10. man3x . 8m4xn5x=8m2x+4xn3x+5x — 8m6xn8x

Ejercicios 2.2

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

1. x7 - x8 =

no

(BxBy®)(6x72y~°) =
3. x+y)?(x+y)>3x+y)t=
4, (7x*y®)(4x3y)Bx~7y?) =

5 3x2m+4y3n+5 . 8xm+5 3n+2 _

y
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6. Im3n* - 3m3nt=
7. (8mSn®)(-5m*n7®) =
8. 2120043 | oo 3x+4y 20-5—
9. 4(2m +3n)?-3(2m +3n)* - 5(2m + 3n)* =
10. mAxns% . 4mbxn5*=

2.2.2. Segunda Ley de los Exponentes

Para dividir dos potencias con la misma base, se obtiene la misma base con la resta de los exponentes,
ver ecuacion 2.5. Considera que a y b son enteros positivos se tiene:

m
’;_n _ ym-n (2.5)
Ejemplos:

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

9

x7 (XXX x)xxxx

1. __—:x-x-x-x=x4
x5 (xxxxx)
9 6x3y7 _ 2x3-197-(=5) = 9,212
' 3xy~5 Y -y
(x+y)® 5-2 3
3 Gy? ()= ty)
4 8xdy? _ (E) x3-(5)92=(=3) = 4x8y5
- 2x‘5y_3 2
5 12x2M+1y,30+2 _ (12 x2m+1_(m+2) 3n+2—-(n+3) _ 3xM—1,2n-1
. 4xm+2yn+3 T\ 4 y - Y
sm*n® _ 5 4.2 5-3_5 2 2
6. 2m2n3_2m n _Zmn
7 25m*n® _ (25 m41n3-(-2) = 5131,5
) smn=2 ~ \5 -
9m2x+4n3x=5 2\ ;,,2x+4—(x+2),,3x—5—(x+3) X=2p2x-8
8. ImX+2nx+3 (E)m n =3m n
18(m+n)’ _ (18 7-3 _ 4
P ey = () (mAmTE =94

8m*¥n5% 8 - -
10. — (_) MAX—2xn5x=3x — P2 2xp2x
4m2xXn3x 4
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Ejercicios 2.3

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

12

x
1. —_—
x8
’ 12x3y° _
! 3x2y—5
(x+y)8
3. =
(x+y)°
18x%y3
4. 23
6x~cy
5 22x3m+4y3n+5 _
' 11xm+2yn+7
6 18m°n®
’ 6m3nt
27m>n°
7. =
3mn=3
g 18m3%+5,,6%—1 _
: 4m2X+8p4x+7
9 36(m+n)°
' 16(m+n)s
45m5xn7%
10. —_— =
5m2xn4x

2.2.3. Tercera Ley de los Exponentes

Para elevar una potencia a una nueva potencia, se multiplican los exponentes como se muestra en la
ecuacion 2.6.

(xm)n = xmn (2.6)
Ejemplos:

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

1. (x4)2 — x4-2 — x8

2. (X_4)2 . [(XS)S]Z = x(=8)2.,(5)32 — ,—8.,30 _ ,,—8+30 _ ,.22

3. [+ P =G+ =@x+y)°

4. 4(y—5)3 — 4y(—5)'3 — 4y—15

5. 9(x7m+3)2 — gx(7m+3)'2 — 9x14-m+6

6. —2(m3)% = —2m3% = —2m?°

7. —3(m*"* = =3mW* = —3m1°
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5(m2¥t4)6 = 5 X+96 — 5y12x+24
a[(m + n)?]? - 2[(m + n)*]® = a(m + n)°2(m + n)?° = 2a(m + n)?®

m7\3 _ 7x-2x\3 _ 5X\3 _ A4i5X3 _ A4 15X
4(%) = 4(M7¥2%)3 = 4(m5%)3 = 4m5*3 = 4m

Ejercicios 2.4

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

1.

2.

9.

10.

(x*)? =

(2 - ()P =

8[(x +y)7]* =

By™)™ =

—3(x6m+5)3 =

4(m®)2 =

—9(m**)5 =

12(m3+5)* =

17a[(m +n)~?]* - 3[(m + n)°]* =

Sx(m6x+2)5 —

2.2.4 Cuarta Ley de los Exponentes

Para elevar un producto a una potencia, se eleva cada factor a la potencia como se muestra en la ecuacion

2.7.
(xy)™ = x"y" 2.7)
Ejemplos:

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

1.

2.

2 = x8y

(cty)? = 22y
(x~*y2)2 - [(x5y?)3]% = x(—4)-2y2-2 _x(s)-3-2y2-3-2 = x 8y . x30y12 = 22,16
[aGe+ )P = a*Gx +3)* = ¥ (x +7)"

(—2x3y~%)3 = (_2)3x3-3y(—5)-3 = —8x%y~15

(4x2m+2yn+3)2 — (4 . 4)x(2m+2)-2y(n+3)-2 — 16x4m+4y2n+6

(—2m2n3)5 = (=2)5m?5n35 = —32m10n15

(—3m™*n3)* = (_3)4m(—4)-4n3-4 = 81m—16n12

(me+4n2x+3)6 — 26m(x+4)-6n(2x+3)-6 — 64m6x+24n12x+18
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9. [a(m+n)?P - 2[(m+n)*]° = a®(m +n)°2(m +n)*® = 2a*(m + n)*°
10. 6(m5*¥~2n7*~4)3 = EmE* =23 Tx-13 = g 15x-6p21x~12
Ejercicios 2.5

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

=

l[a(x)?]® =

no

(ax~%)2-a*(x?) % =
3. {mla+D)°I"}y =

4. [(-2a3p7%)) =

5. (5x3mtlyni2)3 -

6. [(=3m*n?)?]? =

7. (—4mSnh)3 =

8. [(2aZx*3p3xta2]s =

9. 10{a[(m + 2n)2]3}* - 2[(m + 2n)*]® =
10.  3(m®*nb%)2 =

2.2.5. Quinta Ley de los Exponentes

Para elevar un cociente a una potencia, se eleva tanto el numerador como el denominador a la potencia,
como se muestra en la ecuacion 2.8.

xn\* x"
) =2 2.8
) =5 (28)
Ejemplos:

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

1 (x)z _ox%2 x?
' 2y)  (y)?  2y?

) (2x3y7 )3 _ (2x3y7)3 _ 8x9y21 _ gn15 x9y21
’ 3mn=—5 (3mn=5)3  27m3n~15 27m3

3 (x+y)5]m _ (x+y)S™
' (a+b)2l 7 (a+b)2m

A (2x3y2)4 _ @xPy?)t _ 1ex'?y® Exnyszzo
' 3z75 (3z75)4 81220 81
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c 3 2M+1y,3n+2 _ (3x2M+1y3n+2)3 _ 27x6M+3,9n+6
: 47M+2 - (4z7Mm+2)3 - 6473M+6
am*ns\* 4 (m*n5)" m!en?° 12,.,16.,20
6. (2(,1—_3) = W= 16——16a mn
3a~%p~3 n _ 3n(a—4b—3)n _ 3Ng—4np—3n _ 3nc2n
7. cc—2 - (5¢—2)n - cno—2n T gnganps3n
u2Xx+33,4x-3 5 _ (u2*+3y4x=3)5 _ L 10X+15,,20x~15
8. wX+4 - (WX+4)5 - w5X+20
9 (18(m+n)7)x _ 18*(m+n)’*
' 2(a+b)3 2%(a+b)3%
10 u2xy3x a . (uzxv3x)a _ u2axy,3ax
: wax - (wix)a T wax

Ejercicios 2.6

Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.
3

2x

1 (2) =
5y
2x2y°

2 ()
3m2n=2

4

3 (2x+y)‘5]m

' (a+3b)~2

4 (22‘2) -
3x2M+1y30+2 3

> ( 4zm+2 ) -

-2 —7
6. gm ) =

am Gbm 7
7' ( cm+2 ) =
() -
w
9 (20(m+n) )
' 4(a+b)~3
u2x—33x-5 a
10. ( — ) =

32
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2.2.6. Sexta Ley de los Exponentes

Para mover del numerador al denominador o de denominador al numerador un nimero elevado a una
potencia, se cambia el signo del exponente, como se muestra en la ecuacion 2.9.

=L (2.9)

Caso particular, cuando la potencia elevada a exponente 0 es igual a 1, si x # 0 es un nimero

real, como se observa en la ecuacion 2.10.
2.1

x?=1 (2.10)

Otro caso particular, es cuando nimero elevado al exponente 1 es igual a su base, ver la ecuacion
11.

x+'=x+y) (2.12)

Ejemplos 2.7 Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

. x73 (4y)* _ 16y
. (4y)~2 T x3 T 43
) 28x8y~2  4nSx®
3 (x+2y)~°™  (a+3b)*™
' (a+3p)—2m (x+2y)5m
210
X T+3 m+2 m+2 5. 2m+1,,3n+2
4 ( 47mMm+2 ) =1
5 7x8M+10,,3n+5 0 XTM+3ym+2 . XM+ m+2 _ XM+3m+2
' gz4m+3 3Zm—5 3Zm—5 - 3Zm—5
125m~*n~> m~4n~5 m~12n~15 125021
6. ( — ) 53 g = 125 — =
250-7 (a-7)3 21 ml2n15
7 (3 a~*b~ ) 3a™*p™3  3c?
' 5¢ 5c-2  5q%b3
U2X+31,4x—3 -1 _ (u2x+3y4x-3)-1 _ wX+4
8. Wx+4 - (wx+4)-1 T u2x+34x-3
69(2m+3n)3* 3 5
0. ———~ =3(2m+ 3n)>*(4a + 5b)>*
23(4a+5b) 5% ( t ) ( T )
uzxv3x 0 1
10. ( ) _

w71y
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Ejercicios 2.7 Simplificar las siguientes expresiones algebraicas.

1 x> By}
' (By)~3 x5

5 35x78y~3
' 7mén—3

3 (3x+9y)~5(0) _

(4a+5b)~2

-1

17a"%p~5
« () =
12¢—3
5
. 125m—4n-5\° /y2%x—3,3x-5\a 0 _
: 2507 w7x—9 -

6 (35x-8y-3)° (5y-3) _
) 7mén—3 x~5

(mn=5)" _

7.
(a=7)~2
26(2m+5n)3%
8. —_— =
13(2m+5n)3%
2u2%—745x-3\ 71
9' ( 8W3x+5 ) =

0
2m+3n) %3 2
10. {[(4a+5b) ] } o
2.3. Leyes de los exponentes Radicales

De la ecuacion de 2.1 se tiene que x™, x es la base que se multiplica por si mismo n veces la base, n es
el exponente debe ser un entero positivo (n > 0). Ahora se estudia el caso cuando el exponente es un
namero racional, fraccion 6 radical también es conocido como potencia de exponentes fraccionarios,
ver la ecuacion 2.12.

Definicion de la raiz n-ésima (Caso particular)
Vx (2.12)

es leida como la raiz n-ésima principal de x, el simbolo v significa “la raiz de”. y puede ser expresada
también como en la ecuacion 2.13

1
xn (2.13)

donde n es un entero positivo (n > 0) y x debe ser x > 0 ya que los nimeros negativos no estan
definidos.
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Definicion de la raiz n-ésima (Caso general)

Se tienen expresiones tales como en la ecuacion 2.14

x% (2.14)

donde % es la potencia del exponente y es numero fraccional, b es el denominador de la fraccién y es el

indice del radical; a es el numerador de la fraccion es el exponente el radicando y puede ser expresada
también como la ecuacion 2.15

b/xa (2.15)
Ejemplos:

Escribe los siguientes radicales como potencia de exponente fraccionario o0 viceversa segun sea el caso.

1. Rfx = xﬁ

2 xsn = "V/x3
2= z
3 Vx7 = x2
gmo am
4 azn =qgn = \Jgim

3 1
5. V28 =26 =22

6 1
6. 818 =83=38=2

8

4 °
x8 = x2 = x2

8. 25:=25=3%25="5

12 2
ml2 = mis = m3

18
2
10. 95 =392 =3/81

Ejercicios 2.8

Escribe los siguientes radicales como potencia de exponente fraccionario o viceversa segun sea el caso.

1 Mmaa =
2. 3=

3 Vx =
4 x:_rsz
5 V3t =



10.

24

618 =

6
a* =

3
1259 =

/BT =

2.3.1. Primera Ley de los Radicales

36

La raiz n-ésima de un producto es igual al producto de las raices n-ésimas de los factores, como se
observa en la ecuacion (2.16).

Nab =Ya - Vb

Ejemplos:

Desarrolla las raices n-ésima de un producto.

1.

10.

Vab =¥a-Vb

Vda =3/4-3a =2%a

V125a = V125 Ya = 53a
V27-—8=327-Y-8=%27-Y(-2)*=3--2=—6
V16-81=Y16-V81=2-3=6

Vab = Ya- b

V8a? = 8- Va2 = 2Va?

V256a* = Y256 - Va* = 4a

¥=8-125 =3=8-V125 = 3/(-2)%- V125 = —2-5 = —10
V16-81=316-3/81=4-9=136

Ejercicios 2.9

Desarrolla las raices n-ésima de un producto.

1.

2.

\ab =
8a =
4/81a =
925 =
V=864 =
Va?h =

(2.16)
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7. V27a7 =
8. V81a8 =
9. V=27 64 =
10. ¥V32-243 =

2.3.2. Segunda Ley de los Radicales

La raiz n-ésima de un cociente es igual al cociente de las raices n-ésimas del dividendo y del divisor,
como se observa en la ecuacion 2.17.

n\/@ _ nﬁ (2.17)
b Xb
Ejemplos:

Desarrolla las raices n-ésima de un cociente.
1 3la_ Va
. b - %
o B _38_2
. 27 327 3
3 afx _ Nx
' y

4 a16x _ Viex _ Vielx _ 2Vx
' 81 sl 481 3

5 2m [q2 Mz Mla
Bt

5 s[sa _ ¥8a _ ¥8¥a _ 2Va
' b ¥p Vb Vb

7 sl 8 ¥ _ ¥ _ 2 _ 1
' 64m6  gamé  3/eaVmé 4m?2  2m?

g 4lm3  Ym3
. n5 —_ 4r—n5

9 481 Y81 3
' m* Ym* m

10 3m [ g4 _ 3m at _ 3m/—a4
' bs — ™Mpe  "Wp2
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Ejercicios 2.10

Desarrolla las raices n-ésima de un cociente.

3m [q6

=
BIEY
|

5|a
2 - =
b
416
3. —=
256
3| 7x
4, —_—=
27y
2 |36x
5. — =
25
5m [q10
6. — =
b15
5 [ab10¢
7. =
de
4/81m8
8. 1z
n
3| 8x
9. =

10.

N
N N
w1l o N
[ e

2.3.3. Tercera Ley de los Radicales

La raiz n-ésima de una potencia es igual a la raiz de la base y luego se eleva el resultado a la potencia
dada, como se observa en la ecuacion 2.18.

(%)P = "ap (2.18)
Ejemplos:

Desarrolla las raices n-ésima de un cociente.
3/—\5
L (Ya) =
2. (A’ =V =Vez=3
3. (¥8a)" =Y (Bw)? = Y6da = V64 Va = 4Va

o BB f--




5.  J¥125=%5
6. (%)6 = Vab = a?

7. (3\/20L3)4 = (2a3)* = V16412 = V16 - Va2 = 16 - a* = a* - V16

8. (V8a2)’ =3/(8a?)? = V6aa® = Y64 - VaF = 4Va?

9 64a2 V64a2 3 8a Yea _ 2¥a
' 25b6 32506 5b3 3sp3 b5

10.  32a193/64b15 = V32010 - 4b5 = /32410 - Y4b5 = 2a2b - Y& = 23/%a?b

Ejercicios 2.11 Desarrolla las raices n-ésima de un cociente

1. VVea=

2. (VZa)’ =
3. (V8) =

4 (Ve =

4
3,125
5. — =
81

6. Vi64ar2 =

7. (WBa)' =
8. (V8ad) =

1
9.  (V729a8) =

4
3 8a24
10. =
27b°

39



2.4. Evaluacion

A continuacion, se proponen una serie de ejercicios para evaluar lo aprendido en el presente capitulo:

1. m7xn6x . 5m2xn3x —
2 99m8xn7x .
' 11m>3¥n5%

3. a[(m+n)?]75-10b[(m +n)*]° =

4. 2{a[b(4m + n)°13}? - 4[(4m + n)*] "¢ =

3a+4,,7a—4 3
u v
5. (—) _

wta+3

5x-310 %
. <m> _
4a+5b
4
7. (64a)1z =
8. 2 [121x% _
\j 3y

9.  (V64a®®p12)? =

413 ’a4-8




2.5. Solucidn de ejercicios impares

En esta seccidn se proporcionan los resultados de los ejercicios impares y de la evaluacion:

Ejercicios 2.1

1. m"=(m-m-m-‘mH |
Y Y
4 veces
3. xM=xx"xx
“m” veces

3 veces

7. 9(—2)*=9[(-2)- (-2): (-2):(-2)]=9-16 = 144

L J
Y

4 veces

9. —24=—(2-2-2-2)=—16

\_Y_l

4 veces

Ejercicios 2.2
1. x7  x8 = x7+8 = 415
3. x+y)?E+y)Px+n* = +y)?H = (x +y)°
5. 3x2m+4y3n+5 . 8xm+5y3n+2 — (3 . 8)x2m+4+m+5y3n+5+3n+2 — 24x3m+9y6n+7
7. (8m°n®)(—5m*n=3) = —40m>**n®3 = —40mn3

9. 42m+3n)?-32m+3n)3-52m+3n)* = (4-3-5)(2m + 3n)?"3** = 6(m + n)°

Ejercicios 2.3

_ Qexexexexexexex) 2 xxx

X —ey ey ey ey — yv2
L. x8 e xxex2%%%) Xrx x-x=x
(x+y)® 8—5 __ 3
3. eevsche x+y)>°>=x+y)
22x3MHAYSHS 122 | 3mga—(m42) ., 3n45—(N47) _ o 2mA2.,2n—2
5. 11xM+2yn+7 (11)x y =2x Y
7 27m5_ns _ (Q) m5=11n5-(=3) = 94,8
3mn—3 3
o B (56) (1 ens 9 gy
. 16(m+n)5 ~ \16 T4

41
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Ejercicios 2.4

1.

9.

(x9)2 — x9'2 — x18

8[(x +y)]* =8(x +y)7* = 8(x + y)*®
_3(x6m+5)3 — _Bx(6m+5)-3 — _3x18m+15
_9(m4x)5 — _9m(4x)-5 = —Qm20x

17a[(m +n)2]*-3[(m + n)3]* = 17a(m + n)"83(m + n)*? = 51a(m + n)*

Ejercicios 2.5

1.

9.

[a(xM)?]? = a3x*?23 = q3x?
{m[(a + b)3]"}> = m?(a + b)*7? = m?(a + b)**
(5x3m+1y2n+2)3 — (5 5. S)x(3m+1)-3y(2n+2)-3 — 125x9m+3y6n+6
(—4m_5n_4)3 — (_4)3m(—5)-3n—4-3 = —64m 1512

10{a[(m + 2n)?]3}* - 2[(m + 2n)*]® = 10a*(m + 2n)?*2(m + 2n)?* = 20a*(m + 2n)*®

Ejercicios 2.6

(2x)3 _ (2x)3 _ 8x?
sy/  (5y)3  125)3

(2x+y)—5]m _ (2x+y)T5™  (a+3b)2™
(a+3b)=2] 7 (a+3b)72m  (2x+y)Sm

(3x2m+1y3n+2)3 . (3x2m+1y3n+2)3 . 27x6m+3y9n+6

47M+2 (4z™M+2)3 T g4z3Mm+6

(am—sbm—7)n (am—ebm—7)n gn(m—6) pn(m-7)

cm+2 (cm+2)n - cn(m+2)

8y 2X 16x
(Gamrs) = 5 e = 5™ (m 4+ )% (a + b)*

Ejercicios 2.7

x™%  (3y)® _ 27y3
(By)"3 x5 = x5
(3x+9y)~5(0) 1 .

(4a+5b)~2  (4a+5b)~2 (4a + 5b)

3 5

sl ey ) -



—4 _—e\—3 _ _
. (m 4n 5) G 7)2 _ a—14 _ m12nls
: (a=7)-2 - (m—4n—"5)3 T p-12p-15 T 14
- -1
9 2u2X—71,5%x—3\ 71 _ (2u2¥~7p5%=3) _ gw3X+5 _ 4w3X+5
' gw3Xx+5 T (8w3X+5)—1 T py2X—7p5X—=3  3,2X—73,5x—3

Ejercicios 2.8

7

1. mea = *Ym7

1

3. Vx = x7
4

5. V3t=32=32=381
24 4

7. 618 = 63 = V64

9. 1255 =125: = Y125 =5
Ejercicios 2.9

1. Vab=YVa Vb

3. V81la = V81 Va = 3¥a

5, V-8-64=31Y-8-V64=-2-4=-8
7. V27a7 = 327 - Va7 = 33’

9. V=27-64=3-27-V64 =3/(-3)3- V64 =—-3-4=—12

Ejercicios 2.10

. 3m [46 3m/—a6 m/—a2
' b_g - 3m\/b—9 - m/_b3

3 al16 Y16 2 1
' 256 %256 4 2

5 2[36x _ 336x _ 3/363x _ 63/x
' 25 %25 325 s

7 5[abl0c 3 b10.3/ac i b2-Yac
' de Vde Vde

3 8x 3/8x _23\/5
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Ejercicios 2.11
1. VYVea=3Va=2

3. (VB) =Ve@=Vea=4

R B R ER
: 81 3 43

7. (¥3a)' = YBa)* = V8ia*

1
9.  (¥729a%) = V¥7294® = ¥27a* = V27 - Ya? = 3Va?

44
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Autoevaluacion

1. M7 nbx . 5mM2Xn3% = GmM7XT2Xp6X+3x — 5§y 9%y 9x
99m8¥n7¥ 99 _ -

2. — (_) m8x an7x 5x — 9m3xn2x
11m>5¥ns% 11

3. %a[(m +n)?]7%-10b[(m + n)3]® = %a(m +n) 1%-10b(m + n)*® = 5ab(m + n)®

4, 2{a[b(4m + n)°]3}? - 4[(4m + n)*]® = 8a?b3(4m + n)3°(4m + n)~?* = 8a?b3(4m + n)®

3 (u3a+4 7a—4)3 9a+12,,21a—-12

5 (u3a+4v7a—4) . v u v
' w4a+3 (W4a+3)3 wlza+9

7
5x—370) 14
7m+8n
6. : =1
4a+5b

4 1 1 1 1
7. (64a)1z = (64)3-(a)s: = V64 az =4 a3 =4Va

8 212124 ¥121x® _ 3121 3x%  11x2
' 3y 233y 23y T %3y

1
2

9.  (V64a™®p1?)? = V¥/64a1%b12 = Y8a®b° = V8- Va® - Vb° = 2b2Va®

4348 4)gl6 g4
10. b bz b
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3. Operaciones algebraicas

3.1. Introduccién

El algebra es una rama de las matematicas que se ocupa del estudio de las estructuras abstractas,
generalmente representadas mediante simbolos y letras, y las relaciones matemaéticas que se establecen
entre ellas. En lugar de trabajar con nimeros concretos, el algebra utiliza variables y expresiones
algebraicas para describir patrones y reglas generales.

El algebra es una herramienta poderosa y fundamental en muchas areas de la ciencia, ingenieria
y matematicas. Permite resolver problemas de manera mas general y abstracta, lo que facilita el desarrollo
de teorias y el estudio de estructuras matematicas subyacentes.

En el presente capitulo se describe la terminologia utilizada en algebra, asi como el procedimiento
que se realiza en las cuatro operaciones algebraicas, suma, resta, multiplicacion y division.

3.2. Terminologia algebraica
Una expresion algebraica esta formada por: signos, coeficientes, literales y exponentes, sin contener una

igualdad. Las expresiones algebraicas pueden simplificarse, factorizarse o0 manipularse mediante reglas
algebraicas para obtener resultados més especificos o para resolver ecuaciones.

coeficiente
~a
7t <«— €xponente (1)
-
signo literal

Un término algebraico es una expresion algebraica que consta de una combinacion de constantes,
literales y coeficientes numéricos, multiplicados entre si, no separados por el signo + 6 —. Ejemplos:

X

3x°5

Una expresion algebraica es una combinacion de nimeros, literales, operaciones matematicas y
simbolos que puede incluir sumas, restas, multiplicaciones, divisiones, potencias y raices, pero sin
contener una igualdad.

—4x% + 3xy — z
3ab+a—-b>b

—2x3+5
3yt -7



3.3. Clasificacion de las expresiones algebraicas

De acuerdo al nimero de términos que poseen las expresiones algebraicas se clasifican como:

Monomio: expresion algebraica que consta de un sélo término, ejemplos:

5x

Polinomio: expresion algebraica de dos 0 mas términos, ejemplos:
8xz + 6x°y

—9xy + 2x3z

Dentro de los polinomios se encuentran los:

Binomio: expresion algebraica de dos términos, ejemplos:

XZ
2
y
2 4
§ab —g\/C

Trinomio: expresion algebraica de tres términos, ejemplos
x+y%+2z3

abvc +c%2 -3
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El grado absoluto de un polinomio corresponde al grado mas alto de los términos que lo

conforman, para determinar el grado absoluto de un polinomio, se deben seguir estos pasos:

1. Identificar todas las variables presentes en el polinomio.
2. En cada término del polinomio, sumar los exponentes de todas sus variables.
3. Elegir el grado més alto entre los términos.

Por ejemplo: el polinomio x8y — 6x*y? + 3x? — x es de noveno grado debido a que la suma de

los exponentes del primer término es nueve.

El grado con relacion a una variable se refiere al exponente mas alto que aparece en esa variable
en el polinomio. En otras palabras, es el grado mas alto de la potencia de esa variable presente en el

polinomio.

Por ejemplo: el polinomio x°y + 7x*y* — 8x2y® — 4x es de quinto grado con relacién a la

variable x y de sexto grado con relacion a la variable y.
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3.4. Reduccidn de términos semejantes

Para que dos 0 mas términos sean considerados semejantes, deben tener las siguientes caracteristicas:

Las mismas variables: Los terminos deben tener las mismas variables, por ejemplo, "3x" y "5x"

tienen la variable "x", por lo que son semejantes.

Los mismos exponentes: Las variables en los términos deben tener los mismos exponentes, por

ejemplo, "2x2" y "4x2" tienen el mismo exponente "2" en la variable "x", por lo que son semejantes.

Ejemplos de terminos semejantes:

"4x" y "5x" son semejantes porque tienen la misma variable "x" con el mismo exponente 1.
"3x2" y "7x2" son semejantes porque tienen la misma variable "x" con el mismo exponente 2.
"-4y3" y "2y3" son semejantes porque tienen la misma variable "y" con el mismo exponente 3.
Ejemplos de términos no semejantes:

Al combinar o simplificar expresiones algebraicas, se agrupan los términos semejantes para
facilitar los calculos y obtener resultados méas simples y claros.

Los términos x°y3, x2y3, x>y2, no son semejantes ya que aunque en los tres se tienen las
mismas variables X, y, estas no estan elevadas a los mismos exponentes.

Cuando se tienes dos 0 méas términos semejantes en una misma expresion algebraica éstos se
pueden reducir a uno sélo. Identificando primero aquellos términos que tienen las mismas
variables con los mismos exponentes, posteriormente sumar o restar los coeficientes de los
términos semejantes para asi obtener una expresion algebraica simplificada.

Ejemplos:

1. 3xy + 2xy = 5xy

2. —4xy? — 5xy? = —9xy?

3. 3a3b? — a3b? = 2a3b?

4. 2x°% — 5x° = —=3x°

5. 2ab? + 3a?b + ab? + 5a?b + 3ab? — 1a?b = 6ab? + 5a°b

6. —3x3y% + 6x3y? - 4x3 y? + 11x3y? - 8x3 y? + 7x3y% - 15x3 y2 = —6x3 y?
7. 3y?+2y+y?+5+4y+3+2y*+4=6y*+6y+12

Ejercicios 3.1

Reducir:

1. —12x + 5x
2. —10y — 2y
3. ga + ga
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4, xzy—4x2y+§x2y
5. mn + 2mn — mn + 8ab — mn
6. %ab2+§c7—ab2—%c7
7. 10x1/2y — 5x1/2y
8. —3mn + 9pq + 12mn — 8pq
9. 2a% 4+ 3a—2a% + 2a
10. —9a* + 2a”*

3.5. Suma

La suma algebraica es una operacion que involucra la adicion de términos algebraicos. En matematicas,
se utiliza para combinar términos semejantes en una expresion algebraica y simplificarla.

Para realizar una suma algebraica, se siguen estos pasos:
1. Identifica todos los términos en la expresion algebraica que deseas sumar.

2. Agrupa los términos semejantes. Los términos semejantes son aquellos que tienen las mismas
variables con los mismos exponentes.

3. Suma los coeficientes numéricos de los términos semejantes.
4. Escribe el resultado como una nueva expresion algebraica.

Generalmente, se colocan los polinomios unos debajo de los otros de modo que los términos
semejantes queden en columnay se hace la reduccion de éstos.

Ejemplos:
1. Sumar5a+b, 2a—3b—cy —2a+ 6b

(5a + b) + (2a — 3b — ¢) + (—2a + 6b)

5a+ b
2a—3b—c
—2a+ 6b
5a+4b——c

2. Sumar 8x? — 4xy + 2y?, 5xy + 6x% — 3y? y 6y? — 8xy — 4x?
(8x% — 4xy + 2y?) + (5xy + 6x2 — 3y?) + (6y? — 8xy — 4x?)

Para facilitar el andlisis y la manipulacion de los polinomios, es recomendable ordenarlos con
relacion a una variable.

8x? — 4xy + 2y?
En este caso se ordenan de forma descendente P 6x* + 5xy — 3y”
con relacion a la variable x —4x> — 8xy + 6y?

10x2 — 7xy + 5y?




3. Sumar 3x —2y+4,6y+z—5 8y—6yx—y—4z
Bx—2y+4)+6y+2z—5)+(8y—6 )+(x—y—42)

3x —2y +4

6y+z —5
8y -6
x —y-—4z

4x+ 11y —-3z-7
5,3 3_2,2 _te2y itz 33 1z 1l2
4. Sumar X + 2y XY+ Xyt Xyt -yt —oy t5xy 3

53 3 _ 2,2 _leao o2 303y, Loz 12
X +2y° —xy+ HH(— Xy +oxyt — oy )+H( =3y +3Xy 3)

%x3—§x2y +2y3+4
—%x2y+%xy2—;y3
%xyz—%ﬁ -3
2x3 —gxzy +§xy2 +§y3 +1
5. Sumar %a3—%ax2—§x3; —gazx—%ax2—§x3; §a3 +%a2x—iax2

1 1 1 3 7 1 1 1 1
(—a3 —-ax? ——x3) + (——azx——ax2 ——x3) + (—a3 +—a2x——ax2)
9 6 3 2 8 9 3 2 4

%a3 —%axz— 3x3
—%azx—%axz —;x3

%a3 +%a2x—%ax2

ga3—a2x—%ax2 —gx3

Ejercicios 3.2
Sumar:
1. x3 —y3; 5x%y — 4xy?; x3 — Txy? — y3.

2. 2x3 + xy? +y3; 5x%y + x3 — y3,2x3 — 6xy% — 5y5.

3. —6m?n + 4n3; m3 + 7mn? — n3; m® 4+ 7m?n + 3n3.
4, a*—a’+a;a®—4a*>+5; 7a®> —4a + 6.
5. 2a* +a®+6; 3a®>—8a®+8;a% —a®—-1.
3.2 _1 2, 2 1.2, 3 1.2
6. 5x 4y’ 5xy+8y g 10xy+8y.

2 1 1 5 1 1 1 1 1
7. “x?4+oxy —cy% ox? ——xy+-yr —-x* +—xy —-y%
3 sy Zy'6 1oy 6y' 6 zoy 3}/
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o1

1

_5,2_2.2,3 .1 . _1.2,102,5 1.2, 152
8. X 5Y +4xy,2xy X +8y,6xy X +16y.
1 5 3 1 1 3
0. 6a® —-ab?® + b3, =a’b —=ab? — b3; -a® —-a’b +=b>.
2 4 8 4 2 5
2 3 3 5 1
10.  4x*—x?4+5;Zx3 —Sx+3; —Zx* +=x3 +-x.
3 8 5 6 4
5 1 6 1 1 3 1
1. “m3—-mn?+-=nd, -m’n—-mn®—-=n3;2m3 —-=-n—-nd
3 4 5 6 4 5 2
3.6. Resta

La resta algebraica es una operacion matematica que implica la sustraccion de términos algebraicos. Es
una forma de combinar y simplificar expresiones algebraicas que contienen variables y constantes
mediante la eliminacion de términos semejantes.

Para realizar una resta algebraica, se siguen estos pasos:
Identifica todos los términos en la expresion algebraica que deseas restar.

Agrupa los términos semejantes. Los términos semejantes son aquellos que tienen las mismas
variables con los mismos exponentes.

Resta los coeficientes numéricos de los términos semejantes.
Escribe el resultado como una nueva expresion algebraica.

Al realizar la resta algebraica, el objetivo es obtener una expresion mas simplificada y organizada,

lo que facilita el andlisis y la resolucion de problemas matematicos mas complejos.

Ejemplos:

El proceso de la resta es similar a la suma; se escribe el minuendo con sus propios signos y a continuacion
el sustraendo con los signos cambiados y se reducen los términos semejantes, si los hay.

1.

De —4a?b restar 2a?b.

Sustraendo

Minuend

(—4a?b) — (2a?b) = —4a?b — 2a®’b = —6a?b

2.

Lo > b = bt ab=2ab
gt —(=zab)=—gab+zab=ga

3.

1 5
De —gab restar —Zab.

1

De (6x — 8y + 4z) restar (2x + 5z — 1)

(6x —8y+4z) — (2x+5z—-1)

En la practica comunmente se coloca el sustraendo debajo del minuendo con los signos opuestos,

de manera que los términos similares se alineen en columnas y luego se realiza la operacion de resta.
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6x — 8y + 4z
—2x —5z+1
4x—-8y —z+1

4, De (x%+ 3x*y? — 4x2y + 6xy®) restar (4x°y — 2x3y3 + x2y* + xy5 + 3y9)
(x® + 3x*y? — 4x2%y + 6xy°) - (4x°y — 2x3y3 + x%y* + xy° + 3y%)

Colocando el sustraendo debajo del minuendo con los signos cambiados y ordenando de forma
descendente con respecto a la literal x.

x® + 3x*ty? —4x%y + 6xy°
+4x%y —2x3y3 +x%y* +xy° +3y°
x® + 4x5y + 3x*y — 2x3y3 — 3x2y* + 7xy® + 3y°

5. De (4a® + 8a%x + 4ax? — 4) Restar (—9a?x — 6 + 5ax? — x?)
(4a3 + 8a%x + 4ax? — 4) - (—9a’x — 6 + 5ax? — x3)

Colocando el sustraendo debajo del minuendo con los signos cambiados y ordenando de forma
descendente con respecto a la literal x.

4ax? 4+ 8a’x + 4a® — 4
x3 —5ax? + 9a%x +6
x3 — ax? 4+ 17a%*x + 4a® +2

Ejercicios 3.3
De:

1. 3x2y restar —5x2y.

2. —7x2y restar —7x2y.
3. 3a%*! restar 5p%+2,
4, —6a%*? restar 5.

5. 6a* restar —5a”*.

6. x6 — 8x*y + 21x%y + 8 — 6xy° restar 23x°y + 14x3y3 — 24xy° + 8y°® — 14,

7. —4a%b + 3b3 + 8ab® — 2 restar —9a® + 9b® — 17a*bh? — 16a?b*.

8. 3x7 — 6x + 6x°> —3x%2 —5 restar 8x®+ 2x* —8x3 + 5x — 19.

9. 5a* + 7a*t! — a**? restar 5a* — a**! + 6a**2.

10.  3m%+6m* 1t +3m*? restar 3m%tl —m® +5m% 2 + 7m% 3,

3.7. Multiplicacion

Es una operacion matematica que implica la combinacién de terminos algebraicos, que pueden incluir

variables y coeficientes numéricos. Cuando multiplicamos expresiones algebraicas, aplicamos las reglas
del algebra para obtener un nuevo polinomio o expresion algebraica.
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Para realizar una multiplicacion algebraica se siguen estos pasos:

1. Identifica las expresiones a multiplicar. Estas expresiones pueden ser monomios (un solo término)
0 polinomios (expresiones con varios términos).

2. Aplica la propiedad distributiva para multiplicar cada término de la primera expresion por cada
término de la segunda expresion. Esto implica multiplicar todos los términos de una expresion
por todos los términos de la otra.

3. Después de realizar todas las multiplicaciones, combina y simplifica los términos semejantes. Los
términos semejantes son aquellos que tienen las mismas variables con los mismos exponentes.

4. Escribe la expresion resultante. La expresion resultante de la multiplicacion algebraica es el
producto de las dos 0 mas expresiones originales.

El nimero que estamos multiplicando, llamado multiplicando, junto con el namero por el cual lo
estamos multiplicando, llamado multiplicador, son conocidos como los elementos que componen el
resultado de la multiplicacion, que es el producto. En la multiplicacion, el orden en el cual se colocan
estos elementos no cambia el valor del producto. Esto significa que, si estamos multiplicando "a" por
"b", el resultado es el mismo que si multiplicamos "b" por "a". De manera mas general, cuando
multiplicamos varios ndmeros, como "a", "b" y "c", el orden en que los multiplicamos no afecta al
producto. Esto se conoce como la Ley Conmutativa de la multiplicacién, ecuacion

abc = bac = bca = cha (3.2)

La propiedad asociativa de la multiplicacion es una de las propiedades fundamentales de las
operaciones aritméticas. Esta propiedad establece que, al multiplicar tres 0 mas numeros, el resultado es
el mismo sin importar como se agrupen los nimeros. En otras palabras, puedes agrupar los numeros que
estas multiplicando de diferentes maneras y atn obtendras el mismo producto, ecuacién

abcd = a(bcd) = (ab)(cd) = (abc)d (3.3)

En la multiplicacion algebraica, se aplican las siguientes reglas para determinar el signo del
producto resultante, dependiendo de los signos de los factores involucrados:

(+) por (+) = (+)
() por (-) = (+)
(+) por (-) = (-)
(-) por (+) = ()

Cuando se multiplican dos nimeros con el mismo signo, el resultado es positivo, y cuando se
multiplican dos nimeros con signos diferentes, el resultado es negativo.

En el caso de multiplicacion de mas de dos factores, el signo es negativo cuando se tiene un
numero impar de factores negativos.

(—a)(—=b)(—c) = —abc (3.4)

La ley de los exponentes en la multiplicacion se refiere a las reglas que se aplican cuando
multiplicamos dos 0 mas términos algebraicos que tienen exponentes en las mismas variables.

Cuando multiplicas dos términos con la misma base, y cada término tiene un exponente en esa
base, puedes simplificar la multiplicacién sumando los exponentes. La ley se expresa de la siguiente
manera:

ama™ = g™t (3.5)

Donde a es la base, y m y n son los exponentes.
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En resumen, cuando multiplicas dos numeros con el mismo signo, el resultado es positivo, y
cuando multiplicas dos numeros con signos diferentes, el resultado es negativo. Estas reglas son
fundamentales en la multiplicacion algebraica y se aplican a los términos con signos en las expresiones
algebraicas.
(=a)(=b)(=c) = —abc (3.6)
Ejemplos:
Multiplicacién de monomios
Se lleva a cabo la multiplicacion de los coeficientes numéricos considerando la regla de los signos, y
luego se organizan las letras presentes en los factores en orden alfabético. Para cada letra, se asigna un
exponente igual a la suma de los exponentes que tenia en los factores originales.
1. Multiplicar —4a? por 3a®
(—4a?)(3a®) = (—4)(3)a?**> = —12d’
2. Multiplicar —4a*b por —2b3x
(—4a*b)(—2b3x) = (—4)(—2)a*b*3x) = 8a*b*x
3. Multiplicar —2ab® por 5a™b™c’
(_Zabﬁ)(samanJ) — (_2)(5)a1+mb6+nc7) — _10a1+mb6+nc7

4. Multiplicar Za2b por —2a®m

(i a3b) (—2a7m) = (i) (— 2) a3 7bm=—2a0m=—-2a%m = —241%m= -3 a°hm
3 4 3 4 12 6 3

Multiplicacién de monomio por polinomio

Se multiplica el monomio por cada uno de los términos del polinomio, considerando en cada caso la regla
de los signos, quedando los productos parciales separados con sus propios signos. Esta es la Ley
Distributiva en la multiplicacion.

5. Multiplicar 2ax3 por 5x2 —3x + 9

Tendremos: 2ax3(5x2 — 3x + 9) = (2ax3)(5x?) — (2ax®)(3x) + (2ax3)(9)

=10ax® — 6ax* + 18ax3

Generalmente la operacion también suele resolverse asi:

5x2 —3x+9
2ax3

10ax® — 6ax* + 18ax?

6. Multiplicar —3a por a™ — a™ ! + ™2
Tendremos: —3a (a™ —a™ 1 + a™ %) =(=3a)(@™) + (-3a)(—a™ 1) + (—=3a)(a™ ?)
=—3a™*! + 3¢™ — 3a™ !

Generalmente la operacion también suele resolverse asi:



am _ am—l + am—z
—3a
—3a™*1 4 3g™ — 3g™ 1

2 3 5 2
7. Multiplicar - x*y? — Zx?y* + =y® por —-a’x®y?.
4 3 2 4 4
XT+=-xy*+-y
3 4
6 3.3 .2
——a’x
15 y
2 3.7 .2 3 3.5.6 1 3 3 ¢
—-a’x ——a’x —=-a’x
3 y 10 y 3 y

Multiplicacion de polinomio por polinomio
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Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de términos del multiplicador,

considerando la ley de los signos, y se reducen los términos semejantes en caso de que existan.

8. Multiplicar a — 3 por a + 5.

Los términos en la multiplicacion se ordenan con relacion a una misma letra

a—3

a+5

a’ —3a
5a — 15

a’? + 2a — 15

9. Multiplicar 2x — 3y + 4z por x + 3y — 4z.

2x — 3y + 4z
x+3y—4z
2x% — 3xy + 4xz
6xy —9y2 +12yz
—8xz + 12yz — 16z
2x% + 3xy — 4xz — 9y? + 24yz — 162>

10.  Multiplicar §x3 —%xzy por gx —%y.

a3 N2
3% T
6 4
5% 57
2 3
55 T5xY
4 2
3 a2a,2
15x y+5xy
2 4 13 3 )
5x 15xy+5xy
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11.  Multiplicar 4a™*? + 2a™ — a™*! por a? + 3a.

4am+2 _ am+1 + 2a™
a’ + 3a
4am+4 _ am+3 + 2am+2
12am+3 _ 3am+2 + 6am+1
4am+4 + 11am+3 _ am+2 + 6am+1

Ejercicios 3.4

Multiplicar:
1. —4a3b por —3ab®.
2. —x3y por xy3.

3. 2b* por —3ab**t,
4, —%m3n4 por —%asmzn
5. 5m* + 3m2n? + 7n* por —4m?x.
6. 3x3 — 3y + 7xy? por ax?y.
7. Emd 4+ imPn —2mn? - In3 por Sm2n2,
3 4 6 3 4
8. 6x3 + 2x% + 3x — 3 por 7x + 1.
9. 7y3 +5—6y por y?—4.
10.  5x%*2 — 2x% 4 2x%*1 por x@*3 — 3xa+1,
3.8. Division
La division algebraica es una operacion matematica que implica dividir dos expresiones algebraicas. En
otras palabras, se trata de encontrar cuantas veces una expresion (el divisor) esta contenida en otra

expresion (el dividendo) y si hay un residuo.

1. Divisor y Dividendo: El divisor es una expresion algebraica que se utiliza para dividir, y el
dividendo es otra expresion algebraica que se divide.

2. Cociente: El resultado de la divisién se llama cociente y es también una expresion algebraica.

3. Residuo: En la division algebraica, es posible que haya un residuo, que es una expresion
algebraica que queda cuando no se puede realizar una division exacta.

En la division algebraica se aplican las siguientes leyes de los signos:

1. +xy + +x = % = +y porque (+x) (+y) = +xy.

2. —xy + —x = = = +y porque (—x) (+y) = —xy.
3. +xy + —x = % = —y porque (—x) (—y) = +xy.
4. —Xxy ++x = % = —y porque (+x) (—y) = —xy.
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En base a lo anterior se puede resumir que:
(+) entre (+) = (+)
(-) entre (-) = (+)
(+) entre (-) = (-)
(-) entre (+) = (-)

Cuando divides dos términos con la misma base, y cada término tiene un exponente en esa base,
puedes simplificar la multiplicacién restando los exponentes. La ley se expresa de la siguiente manera:

e _  ,m-n

an a (37)
Donde a es la base, y m y n son los exponentes.

Ejemplos:

Divisién de monomios

Primero, se realiza la division de los coeficientes numéricos del dividendo y del divisor. Luego, se
ordenan alfabéticamente las variables presentes en ambos términos, asignandoles exponentes igual a la
diferencia entre los exponentes que tenian en el dividendo y el divisor. El signo del resultado sigue las
reglas de la Ley de los Signos.

1. Dividir 8a*b* entre —2ab.

8a*b*

= —4 353
—2ab @b

8a*b* ~ —2ab =

2. Dividir —25a*b3c entre —5a3b.

—25a*bh3
—25a4b3 - —5a3b = m = Sabz

3. Dividir —20ma?b3 entre 4ab3.

_— , _ —20ma?b?
—20ma“b°® =+ 4ab® = W = —5ma
4, Dividir —9x*y©%z% entre 3xy?z3.
_9x4 6Za
—9x*y%2z% + 3xy?z3 = —330323 = —3x3y*z973
5. Dividir a**8p™*6 entre a*+2p™*1,
ax+8bm+6
I — ax+8—(x+2)bm+6—(m+1) — ax+8—x—2bm+6—m—1 — a6b5
6. Dividir —3x*4+3y3a=2 gntre —9x3~*y3a-1,
4a+3,,3a-2 3a+7
—3x* Y _ _I_Ex4a+3—(a—4)y3a—2—(3a—1) _ 1x4a+3—a+4y3a—2—3a+1 _ 1x3a+7y—1 _X ¢
_gxa—4y3a—1 9 3 3y
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7. Dividir§a5b8c entre —%asbc.
%aSbsc _ 3b7
—gaSbc 4

Division de polinomios entre monomios

Cada uno de los términos del polinomio se divide individualmente por el monomio, y los resultados
parciales se separan unos de otros con sus respectivos signos. Esta practica se basa en la aplicacion de la
Ley Distributiva en la operacion de division.

Sea (a— b +c¢) +d. Entonces:

a—b+c
(a=b+c)~d=——F—=

ab+
d d d

Q| o

8. Dividir 9a® — 3a®b + 9ab® entre 3a

9a® — 3a°b + 9ab® B 9a® 3a°bh 9ab®

9a® — 3a°b + 9ab®) + 3a = =

(Oa @b +9ab”) @ 3a 3a 3a + 3a
=3a® — a*b + 3bh°

9. Dividir 2a**2pY — 10a**1pY~1 — 3a**2pY~2 entre —2ab*

(2a**2pY — 10a**t1p¥~1 — 3a*¥*2p¥~2) + —2ab*

2ax+2by 10ax+1by—1 3ax+2by—2
2ab* + 2ab* + 2ab*

= —qg¥tlpy-4 + 5axby—5 +Eax$1by—6
2
vidir 248y — 2,645 13,06 _ 1.8 5
10.  Dividir ZXTy —x°y7 +oxy? —-y” entre—y
3.8, _2 6.5,5 6_1 8.5
=XV T gXy +6xy P A
8 2,.6.,5

3x Zx Sxy6  1y8
_ Y _ gy Y

3 5 s s
24 o 4 4

9 .8 3 .6 5 3.7
=—x° ——x°y+xy°> —-
10 10 y y sy
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Division de dos polinomios
Para realizar una division algebraica, se siguen los siguientes pasos:

- Se organizan las expresiones en funcion de sus grados descendentes o ascendentes (desde el
término con el grado maés alto hasta el grado mas bajo o viceversa).

- Se divide el término de mayor grado en el dividendo por el término de mayor grado en el divisor
(en caso en ordenar de forma descendente). Esto te da el primer término del cociente.

- Se multiplica el divisor completo por el término del cociente y se resta del dividendo. Esto se
repite hasta que no se pueda dividir més.

- El resultado final es el cociente mas cualquier residuo, que se coloca sobre el divisor en forma de
fraccion si es necesario.

11. Dividir 5x% + 3x — 4 entre x + 2

5x —7
X+2|5x2 + 3x —4
—5x2 — 10x
—7x—4
7x + 14
10

Resultado = 5x — 7+——
x+2

12. Dividira? =204+ aentrea + 5

a —4
at5 g2 +a—20
—a’—5a
—4a — 20
4a + 20

0

Resultado =a — 4

13.  Dividir 28a? — 30b% — 11ab entre 4a — 5b

7a + 6b
4a —5b | 2842 — 11ab — 30b2
—28a? + 35ab
24ab — 30b2
—24ab + 30b?
0

Resultado =7a + 6b



Ejercicios 3.5

Dividir:
1. —8a® entre —2a
2. L x* entre = x2
4 8
3. —8x2y2entre 2x?
4, a3b*c? entre a’bc
5. 2x3 — 4x? + 6x entre —2x
6. —15x°y°> entre —3x3y*z°
7. 22a3m=3pom-1 entre 11 g™ 1p*™
8. 3t =13 4352 _lyentrelx
4 2 6 3 2
Q. a® —b3entrea—>b

10.  15x° —9x3y? — 5x*y + 3x%y3 + 3xy* —ySentre3x —y

3.9 Evaluacion

A continuacion, se proponen una serie de ejercicios para evaluar lo aprendido en el presente capitulo:
1. Sumar 5x3 + 6xy? +y3; 7x%y — 2x3 —y3; 2x3 + 8xy? + y3.

2. Sumar 7x* + x? — 5; §x3—§x+6; —§X4+§X3+§X.

3. Sumar %xz—Zyz; —%xy+%y2; %xy+§y2.

4, De —5x2y restar —5x2y.

5. De 6a* — 7a**1 — 6a**? restar a* — 4a**1 + 8a**2,

6. De 2m? + 7m® 1 + 3m? 2 restar 2m?®*! — 7m? + 6m? 2 + 9m?°3,
7. Multiplicar —3x*y por 6xy®.

8. Multiplicar —5x3 + 7x2 + 2x — 3 por 3x + 1.

9. Dividir 3x3 — 12x? + 36x entre —6x.

10.  Dividir 2a® + 10a + 7a%® + 8entre a + 2.



3.10. Solucion de ejercicios impares
En esta seccidn se proporcionan los resultados de los ejercicios impares y de la evaluacion:
Ejercicios 3.1

1. —7x

3. %a

5. mn + 8ab

7. 5x1/2y

0. 5a

Ejercicios 3.2

1. 2x3 4+ 5x2%y — 11xy? — 2y3 — 2y3

3. 2m3 + m?n + 7mn? + 6nd

5. a® +3a° +2a* —7a® —a? + 13

4 3 2
7. -x*+=xy—-y?
X T Xy T3y
25 3 7 3
9. Z2a®+Za’bh—=-ab?>+=b3
4 4 8 5
13 1 1 2
11. =mP+-m’n—-mn?-:nd
3 6 2 5

Ejercicios 3.3

1. 8x2%y

3 3q0+1 _ gpa+2

5. 11a*

7. 9a® — 4a°b + 17a*b? + 16a?b* + 8ab®> — 9b°® — 2
0 7%+ 4 ggF+H1

Ejercicios 3.4

1. 12a*b®

3. —6ab?*t1

5. —20mlx — 12m*n?x — 28m?n*x

7 mon? + ~m*n3 — 2m3n* — Im2nS
’ 16 8 4

9. 7y° — 34y3 + 5y? + 24y — 20



Ejercicios 3.5

1. 4q*

3. —4y?

5. —x%+2x—3

7. 2q?m—2pim-1

9. a? + ab+b?

Evaluacion

1. 5x% + 7x%y + 14xy* + y3

2. %x4+;x3+x2+§x+1

3. §x2+lioxy+%y2

4.0

5. 5aX — 3351 — 149%*2

6. 2m@*! +9m? + 7m@ 1 — 3m? 2 — 9m?@3
7. —18x°%y’

8. —15x* + 16x3 + 13x%2 — 7x — 3
9. - ? +2x—6

10. 2a%’+3a+4
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4. Productos Notables

4.1 Introduccion

Los productos notables son un conjunto de expresiones algebraicas que se presentan con frecuencia y
que poseen caracteristicas especiales que permiten simplificar y resolver problemas de manera mas
eficiente. Estos productos notables se derivan de patrones y reglas especificas en las operaciones
algebraicas y son ampliamente utilizados. Estos hacen referencia a un procedimiento que puede ser
sintetizado, obteniendo una multiplicacion abreviada que generalmente se efectua por “visualizacién” o
inspeccion.

En este capitulo se presentan los productos notables mas comunes, las reglas para desarrollarlos
y algunos ejemplos de su utilizacion. Los productos notables a pesar de su aparente simplicidad, poseen
una relevancia trascendental para el desarrollo de conceptos matematicos mas complejos y su posterior
aplicacion en problemas de ingenieria.

Los productos notables que se abordaran en este capitulo son: binomio al cuadrado, binomios
conjugados, binomio al cubo y producto (x + a)(x + b).

4.2. Binomio al cuadrado

Si se tiene la suma de dos términos a y b elevada al cuadrado, se puede desarrollar de la siguiente manera:

(a+b)?=(a+b)(la+b)=a®+ab+ab+ b?

(a + b)? = a? + 2ab + b? (4.1)
Este Gltimo resultado se puede definir por medio de una regla y utilizarse cada que se presente

una expresion de este tipo sin importar que los términos sumados y elevados al cuadrado sean distintos

deayh.

Dicha regla se puede enunciar de la siguiente forma:

El cuadrado de la suma de dos términos cualesquiera es igual a:

— El cuadrado del primero: a?
— Mas el doble producto del primero por el segundo: 2ab
— Mas el cuadrado del segundo: b2

A continuacién, se desarrollan algunos ejemplos de la aplicacién de este producto notable para
calcular el resultado de binomios al cuadrado sin necesidad de realizar la multiplicacion.

Ejemplos:
1. Para evaluar (2x + y)? se aplica directamente la regla:
- El cuadrado del primero:
(2x)? = 4x?

Mas el doble producto del primero por el segundo:
2(2x)(y) = 4xy

- Maés el cuadrado del segundo:



?=y*

Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:
(2x + y)? = 4x? + 4xy + y?
2. (a? + 3b)? se aplica directamente la regla:
- El cuadrado del primero:

(@®)? = a*

- Maés el doble producto del primero por el segundo:

2(a?)(3b) = 6a®b
- Maés el cuadrado del segundo:
(3b)? = 9b?
Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:
(a? + 3b)? = a? + 6a%b + 9b?
3. (Vx + 3\/§)2 se aplica directamente la regla:
- El cuadrado del primero:
(VF) ==
- Mas el doble producto del primero por el segundo:
2(v%)(3,/7) = 6,/
- Maés el cuadrado del segundo:

(3y) =9

Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:
2
(\/§+ 3\/§) =x+6,/xy+9y

32 \2 L )
4. (; + 53’) se aplica directamente la regla:

— El cuadrado del primero:
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- Maés el cuadrado del segundo:

Gy) -2v
3Y) 797

Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:

<3+2 )2_9+4y+4 ,
x 3Y) Tz x ' 97

5. (3* 4+ 2¥)2 se aplica directamente la regla:
- El cuadrado del primero:
(3%)2 = 32x
- Maés el doble producto del primero por el segundo:
2(3%)(27) = 3*2v+!
- Maés el cuadrado del segundo:
(2%)? = 2%
Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:

(3% +2%)% = 3% 4 3%2V+1 4 22

Ejercicios 4.1

Encontrar el resultado de los siguientes binomios al cuadrado:

1. (x+y)?

2. (2x + 3y)?
3. (ab + ¢)?

4, (2a® + 3b)?
5. (2xy + y)?

6. (2xy + b?)?
2 1 \?
7. (EX + Ey)
2 3)\2
8. (5+3)
9. (2mn? + 7m)?

10.  (x®* +y?)?

65



66

De forma similar, si se tiene la resta de dos términos a y b elevada al cuadrado, se puede
desarrollar como:

(a—b)>=(a—b)(a—b) =a*—ab —ab + b?

(a —b)? = a? — 2ab + b? (4.2)
Este altimo resultado se puede definir por medio de una regla y utilizarse cada que se presente

una expresion de este tipo sin importar que los términos restados y elevados al cuadrado sean distintos

deayh.

Dicha regla se puede enunciar de la siguiente forma:

El cuadrado de la resta de dos términos cualesquiera es igual a:

— El cuadrado del primero: a?
— Menos el doble producto del primero por el segundo: —2ab
— Mas el cuadrado del segundo: b?

A continuacién, se desarrollan algunos ejemplos de la aplicacién de este producto notable para
calcular el resultado de binomios al cuadrado sin necesidad de realizar la multiplicacion.

Ejemplos:

1. Para evaluar (4x — 5y)? se aplica directamente la regla:
- El cuadrado del primero:

(4x)? = 16x?

— Menos el doble producto del primero por el segundo:
—2(4x)(5y) = —40xy

- Mas el cuadrado del segundo:

(5y)? = 25y

Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:

(4x — 5y)? = 16x? — 40xy + 25y?

2. Para evaluar (—5a3 + 6)2, como uno de los términos es positivo y el otro negativo, si se
reacomodan los términos se obtiene (6 — 5a3)?, a esta Gltima expresion se aplica la regla:

- El cuadrado del primero:

(6)2 =36

- Menos el doble producto del primero por el segundo:
—2(6)(5a3) = —60a®

- Maés el cuadrado del segundo:

(5a3)? = 25a°



Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:
(=5a®+6)? = (6 —5a®)? = 36 — 60a3 + 25a3
3. (Vx - 3\/§)2 se aplica directamente la regla:

- El cuadrado del primero:

(V) ==

- Menos el doble producto del primero por el segundo:

—2(VR)(3/5) = ~6,57

- Maés el cuadrado del segundo:

(3yy) =9

Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:
2
(Vx—=3\y) =x—6\/xy+9y

2 4x?\? . .
4. (% — %) se aplica directamente la regla:

- El cuadrado del primero:

2,,2

<2xy)2 _ Axcy
3/ 9

— Menos el doble producto del primero por el segundo:

Z(ny) 4x?\  16x°
3 y ] 3

- Mas el cuadrado del segundo:

<4x2>2 3 16x*
y y?

Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:

<2xy 4x2>2_4x2y2 16x3  16x*

3 y 9 3 y?
2
5 (% — xT) se aplica directamente la regla
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- Menos el doble producto del primero por el segundo:

3/ >/
2G)(5) %

- Maés el cuadrado del segundo:

Por lo tanto, el cuadrado del binomio es:

2
x x/ x2  xl2 3
_ — — + N

3y 4 9y2 6y 16

Ejercicios 4.2

Encontrar el resultado de los siguientes binomios al cuadrado:
1 (x —y)?

2. (3x% — 2xy)?

3. (a®b —¢)?

4, (a® — 3ab?)?
s )

s ()

7. (7a?b — 3abc)?

e (5-3)

0. (g -L)

2

10. (xl/S - 2x)2

El producto notable del binomio al cuadrado, ya sea suma ec. (4.1) o resta ec. (4.2), se puede
agrupar en una sola formula:

(a+b)?=(a+tb)(a+tb)=a?+ab+ab+b?
(a +b)? =a?+ 2ab + b? 4.3)
Este Gltimo resultado se puede definir por medio de una regla y utilizarse cada que se presente

una expresion de este tipo sin importar que los terminos sumados/restados y elevados al cuadrado sean
distintos de a y b.
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Dicha regla se puede enunciar de la siguiente forma:

El cuadrado de la suma/resta de dos términos cualesquiera es igual a:

—  El cuadrado del primero: a?
— Mas/Menos el doble producto del primero por el segundo: +2ab
—  Mas el cuadrado del segundo: b2

4.3. Binomios conjugados

Otro producto notable ampliamente utilizado son los binomios conjugados, los cuales son expresiones
algebraicas que consisten en dos binomios con la misma estructura, pero con un signo entre los terminos
opuesto. Es decir, si tenemos un binomio de la forma (a + b), su binomio conjugado sera (a — b), y
viceversa.

Al multiplicar un binomio por su binomio conjugado, el resultado siempre sera un caso particular
de los productos notables conocido como "diferencia de cuadrados”.

La multiplicacién de un binomio por su binomio conjugado resulta en la siguiente expresion:
(a+b)(a—b) =a®+ab— ab — b?
(a + b)(a —b) = a? — b? (4.4)

Dicha regla se puede enunciar de la siguiente forma:

El producto de dos binomios conjugados es igual a:

— El cuadrado del primero: a?
— Menos el cuadrado del segundo: —b?

Esta propiedad es muy util para factorizar expresiones y resolver ecuaciones. Al encontrarnos con
una diferencia de cuadrados en una expresion algebraica, podemos utilizar esta propiedad para
simplificarla y obtener una forma mas manejable.

Los binomios conjugados tienen una importancia significativa en el lgebra y en varias ramas de
las matematicas, y se aplican en la simplificacién de expresiones, en la resolucion de ecuaciones y en
otras areas donde se requiere manipulacién de férmulas de manera eficiente.

Ejemplos:

1. Para calcular (8x + 3y)(8x — 3y), se aplica directamente la regla:
- El cuadrado del primero:

(8x)? = 64x?

Menos el cuadrado del segundo:
~(3y)? = —9y?

Por lo tanto:

(8x + 3y)(8x — 3y) = 64x% — 9y?
y y y



2. (m* + n*)(m* — n*), se aplica la regla:
- El cuadrado del primero:
(mX)Z — m2x
- Menos el cuadrado del segundo:
_(nx)z — n2x
Por lo tanto:

(mx + nx)(mx _ nx) — m2x _ an

2 1 2 _ l - - .
3. (x + 53’) (x . y), se aplica directamente la regla:
- El cuadrado del primero:
(x2)% = x*

- Menos el cuadrado del segundo:

Por lo tanto:

1 1 1
2, = 2 _ 2.\ .2_ 2.2
(x +3y)<x 3y) Y

4, (me + %nx“) (me — %nx“), se aplica directamente la regla:

— El cuadrado del primero:
(2m*)? = 4m?*

- Menos el cuadrado del segundo:

2

2 4
— | =—pxt1 —  ___p2x+2
(5” ) 25"

Por lo tanto:

<2mx + an+1) <2mx _ %nx+1) — 4m2x _ in2x+2

5 25
5 (x_zz_l_x_y3) (ﬁ—ﬁ) se aplica directamente la regla:
) 2 3 2 3 ) p gla.

- El cuadrado del primero:
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- Menos el cuadrado del segundo:

xy32_ x2y6
3 /) 9

Por lo tanto:
xz? N xy*\ (xz*  xy®\  x%z* x%y°
2 3 2 3 ) 4 9

Ejercicios 4.3

Encontrar el resultado de los siguientes binomios conjugados:
1L (x+»hk-y)

2. (2x — 5y)(2x + 5y)

3. (x3 + 5y2)(x3 — 5y?)
b

5. (5 +3x?) (5 — 3x?)

6.  (a* +bY)(a* —bY)

7. (2x% + 3y3)(2x? — 3y3)

s (o))

9. (nma + %) (nm“ - %)

10. (x1/3 + 2y1/2) (x1/3 — 2y1/2)

4.4. Binomio al cubo

71

El binomio al cubo es una expresién algebraica que surge cuando un binomio (una expresion algebraica
con dos términos) se eleva al cubo, es decir, se multiplica por si mismo dos veces mas. Esta es otra forma

particular de los productos notables en el algebra y sigue un patrén de distribucion especifico.

La forma general del binomio al cubo es la siguiente:

(a+b)2=(a+b)a+b)la+b)=(a+b)(a®+ab+ ab+ b?)

(a+b)2 =a3+a?b + a?b + ab? + a?b + ab? + ab? + b3
(a + b)3 = a3+ 3a%b + 3ab? + b3

Donde a y b son términos algebraicos cualesquiera.

(4.5)



72

Esta regla se puede enunciar de la siguiente forma:

El cubo de la suma de dos términos cualesquiera es igual a:

— El cubo del primero: a3

— Mas el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo: 3a?b
— Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo: 3ab?
— Mas el cubo del segundo: b3

El binomio al cubo genera cuatro téerminos distintos en el resultado final, cada uno de los cuales
se obtiene mediante la combinacion de términos en el binomio y siguiendo las reglas de distribucion en
la multiplicacion.

Es importante notar que el binomio al cubo es otro ejemplo de productos notables, y como tal,
presenta una forma especifica y predecible que permite simplificar expresiones y resolver problemas de
manera mas eficiente.

Ejemplos:
1. (2xy + 3)3 se aplica directamente la regla:
- El cubo del primero:
(2xy)® = 8x%y®
- Maés el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:
3(2xy)?(3) = 36x2%y?
- Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:
3(2xy)(3)% = 54xy
- Mas el cubo del segundo:
(3)3 =27
Por lo tanto, el cubo del binomio es:
(2xy + 3)3 = 8x3y3 + 36x%y? + 54xy + 27
2. (x3y? + 6xyz)? se aplica directamente la regla:
— El cubo del primero:
(x3y2)3 = x%5
- Maés el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:
3(x3y?)2(6xyz) = 18x"y"z
- Maés el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:

3(x3y?)(6xyz)? = 108x°y*z?



- Maés el cubo del segundo:
(6xyz)3 = 216x3y323
Por lo tanto, el cubo del binomio es:
(x3y? + 6xyz)3 = x%y® + 18x7y°z + 108x°y*z% + 216x3y323
3. (Za2 + ga)3 se aplica directamente la regla:

- El cubo del primero:

(2a%)3 = 8a®

- Maés el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:

3(2a?)? (% a) = 4q°

- Maés el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:

2

3(2a?) (% a) = %a“

- Maés el cubo del segundo:
) =5
3%) T27¢

Por lo tanto, el cubo del binomio es:

13\° 2 1
22 _)= 6 4_5 44 3
<a+3a 8a+a+3a +27a

3 3
4, (% + x‘ly) se aplica directamente la regla:

- El cubo del primero:

— Mas el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:

x3\? x°
3 (}7) (X_l_'y) = BF

- Maés el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:

x3
3 (}7> (x"1y)? = 3x
— Mas el cubo del segundo:

(x1y)3 = x~3y3
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Por lo tanto, el cubo del binomio es:
x3 3 xo x>

-1 — —-34,3
<)7+X y) —}7+3F+3x+x y

x 3
5. (% + %aybx) se aplica directamente la regla:

- El cubo del primero:

2a%\> 8a3*
<3b3’) ~ 27b3Y

- Mas el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:

.2
3 (559) (5070) = 60

- Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:

2a*\ (3 2 9gx+zy
— I =aYhp* -

3 <3by) (2 @b ) 2by-2x

- Maés el cubo del segundo:

€ ay,,x)‘°’ _ 27 sy
2 8

Por lo tanto, el cubo del binomio es:

Zax 3 ybx ’ — 8a3x 2x+ybx—2y 9ax+2y 27 3yb3x
(55 +297") =27+ 6 Tt g
Ejercicios 4.4

Encontrar el resultado de los siguientes binomios al cubo:
1. (x +3)3

2. (2x + 3y)3

3. (ab + ¢)3

4, (3x3 + 2y)3

5. (xy + 4y)3

6. (2ab + b?)3
5 \3
7. Gx + g_’y)

5 ()]

9.  (ab?+2b)3
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10. (x%+yP)3

De igual forma, si se tiene la resta de dos términos a y b elevada al cubo, se puede desarrollar
como:

(a—b)>*=(a—b)(a—b)(a—b)=(a—b)(a?—ab —ab + b?)
(a+b)® =a3®—a?b —a?b + ab? — a®b + ab? + ab? — b3
(a —b)® = a®—3a?b + 3ab? — b3 (4.6)

Este ultimo resultado se puede definir por medio de una regla que se puede enunciar de la
siguiente forma:

El cubo de la resta de dos terminos cualesquiera es igual a:

—  El cubo del primero: a3

—  Menos el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo: —3a?b
—  Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo: 3ab?

—  Menos el cubo del segundo: —b3

Ejemplos:
1. (xy — 2y)3 se aplica directamente la regla:
- El cubo del primero:
(xy)® = x%y°
- Menos el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:
—-3(xy)*(2y) = —6x*y®
— Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:
3(xy)(2y)? = 12xy?
- Menos el cubo del segundo:
—(2y)° = -8y®
Por lo tanto, el cubo del binomio es:
(xy — 2y)3 = x3y3 — 6x2y3 + 12xy3 — 8y3
2. (2x%y3 — 3xyz)3 se aplica directamente la regla:
— El cubo del primero:
(2x%y3)3 = 8x6y?
- Menos el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:

—3(2x%y®)?(3xyz) = —36x°y7z



- Maés el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:
3(2x2y3)(3xyz)? = 54x*y>z?
- Menos el cubo del segundo:
—(3xyz)3 = —27x3y328
Por lo tanto, el cubo del binomio es:

(2x%y3 — 3xyz)® = 8x°y® — 36x°y"z + 54x*y°z? — 27x3y323
2 \3 -
3. (mz - gn) se aplica directamente la regla:

- El cubo del primero:

(m?)3 = m®

- Menos el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:
2
—3(m?)? (gn) = —2m*n

- Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:

2\ 4
3(m?) <§n) = §m2n2

- Menos el cubo del segundo:
3

3 27

Por lo tanto, el cubo del binomio es:

2 \° 4 8
<m2 —§n> =m® —2m*n +§m2n2 —ﬁn3

2 3
4. (2 % — xzy) se aplica directamente la regla:

— El cubo del primero:

- Menos el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:
6

x2\° X
-3 <2?> (x%y) = _12?

— Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:

6

x2> X
312—= | (x%y)2 =6—
( y3 y
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- Menos el cubo del segundo:
—(xzy)3 — _x6y3

Por lo tanto, el cubo del binomio es:

X2 3 .
5. (Z—y — gaybx) se aplica directamente la regla:

- El cubo del primero:

3x

an\?® a
(b_Y) ~ b

- Menos el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo:

a*\?* /2
_ _ —_aVhXx ) = -2 2x+y [, x=2y
3(55) (o) = -2

- Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo:

X\ /2 2
3 (-) (§ ayb") — 4gx+2Yp2EY

- Menos el cubo del segundo:

3

2 8
— | =gYpx — — A3V }h3x
(3ab) 274D

Por lo tanto, el cubo del binomio es:

a* 2 3 3x 8
<b_y _ §aybx) =335 = 2q2XHY pX=2Y 4 AqX+2V p2X-Y _ ﬁa3yb3x
-Ejercicios 4.4

Encontrar el resultado de los siguientes binomios al cubo:

1. (x—y)3

2. (3x2 — 2xy)3

3. (a®b —¢)3

4. (a® — 3ab?)3
5. (%xy - y)3

6. (5326—2 - xy)

7. (7a?b — 3abc)?3

3
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3

5. (5-3)
9. (7pqx — 3%)3
10. (x1/3 — Zx)3

El producto notable del binomio al cubo, ya sea suma ec. (4.5) o resta ec. (4.6), se puede agrupar
en una sola formula:

(a+b)>=(atb)(ax+b)(athb)=(atb)(a?+ab+ab+b?

(a+b)® =a®+a?b + a?b + ab? + a?b + ab? + ab? + b3

(a £ b)3 =a3+3a%b + 3ab? + b3 4.7)
Este Gltimo resultado se puede definir por medio de una regla y utilizarse cada que se presente

una expresion de este tipo sin importar que los términos sumados/restados y elevados al cubo sean

distintos de a y b.

Dicha regla se puede enunciar de la siguiente forma:

El cubo de la suma/resta de dos terminos cualesquiera es igual a:

— El cubo del primero: a3

— Mas/Menos el triple del producto del cuadrado del primero por el segundo: +3a?b
— Mas el triple del producto del primero por el cuadrado del segundo: 3ab?

— Mas/Menos el cubo del segundo: +h3

4.5. Producto (x + a)(x+ b)

La expresion (x + a)(x + b) es un producto de dos binomios con un término comun. Para expandir esta
expresion, podemos utilizar el método distributivo para multiplicar cada término del primer binomio por
cada término del segundo binomio.

(x+a)(x+b)=x%+ax+bx+ab

(x+a)(x+b)=x%+(a+b)x+ab (4.8)

Esta forma simplificada del trinomio puede ser de utilidad en diversas aplicaciones matematicas,
como la resolucion de ecuaciones cuadraticas o la modelizacién de problemas en ciencias e ingenieria.

Ejemplos:

1. Para calcular (x + 3)(x + 2), se aplica directamente la regla:
x+3)x+2)=x2+GB+2)x+ (32
(x+3)(x+2)=x>+5x+6

2. (x + 5)(x — 3), se aplica directamente la regla:
(x+5)(x=-3)=x2+G-3)x+ (5)(=3)

(x+5x—-3)=x%+2x—-15
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3. (x —4)(x + 2), se aplica directamente la regla:
x—4)x+2)=x24+(—4+2)x+ (-9 (2
x—4)(x+2)=x*-2x-8
4, (x — 1)(x — 6), se aplica directamente la regla:
x—-Dx—-6)=x2+(-1-6)x+ (—=1)(-6)
x—-Dx—-6)=x2—-7x+6
5. (x + 7y)(x — 4y), se aplica directamente la regla:
(x + 7y)(x — 4y) = x* + (Ty — 4y)x + (7y)(—4y)
(x + 7y)(x — 4y) = x? + 3yx — 28y?
(x + 7y)(x — 4y) = x? + 3xy — 28y?
Ejercicios 4.6
Encontrar el resultado de los siguientes productos:
1. (x+8)(x+2)
2. (x—8)(x+2)
3. (x+8)(x—2)
4, (x—8)(x—2)
5. (x = 3y)(x — 2y)
6. (x+5Mx+1)
7. (x+7)(x—6)
8. (x—6)(x+7)
9. (x—2)(x—2)
10, (x+2)(x-2)
4.6. Resumen del capitulo
Los productos notables son expresiones algebraicas que se presentan con frecuencia y tienen patrones
especificos que permiten simplificarlos de manera eficiente. Son herramientas poderosas en el algebra y
desempefian un papel importante en la resolucion de problemas y la manipulacién de ecuaciones.

Estos productos notables son fundamentales en el algebra y proporcionan atajos valiosos para
simplificar expresiones y resolver ecuaciones. Con su conocimiento, es posible abordar problemas
matematicos de manera mas rapida y eficiente, facilitando asi el estudio de diversas areas de las

matematicas, ciencias e ingenieria. Ademas, son la base para el desarrollo de conceptos mas avanzados
en el algebra y otras ramas de las matematicas.
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En la Tabla 4.1, se presenta un resumen de los productos notables tratados en este capitulo. Es de

gran utilidad tener a la mano esta tabla o bien memorizarla para poder aplicar esta herramienta
matematica en los problemas de algebra, calculo y otras aplicaciones en la ingenieria.

Tabla 4.1 Productos notables

Producto notable Formula Ec.

(a + b)?> =a® + 2ab + b? (4.1

Binomio al cuadrado (a—b)*> =a® —2ab + b? (4.2)
(a+b)?>=a®+2ab +b? (4.3)

Binomio conjugado (a + b)(a—b) = a® — b? (4.4)
(a + b)® =a®+3a?b + 3ab* + b3 (4.5)

Binomio al cubo (a —b)® =a® —3a?b + 3ab* - b3 (4.6)
(a+b)® =a®+3a%b + 3ab?* £+ b3 4.7

Producto (x + a)(x + b) (x+a)(x+b)=x*>+(a+b)x+ab (4.8)

4.7. Evaluacion

A continuacion, se proponen una serie de ejercicios para evaluar lo aprendido en el presente capitulo:
1. (2x + y)?

2. (2x — 5y)2

3. (x3 + 5y2)2

4. (P +yH? —y?)

5. (2y + 3x2)(2y — 3x?)

6. (x%2 = 5y2)3

7. (2x% + 3y3)3
o (o ely)

' 3x 3y
Q. x+9)(x-1)

10. (x=5)(x+4)



4.8. Solucidn de ejercicios impares

En esta seccidn se proporcionan los resultados de los ejercicios impares y de la evaluacion:
Ejercicios 4.1:

1. x% + 2xy + y?

3. a’b? + 2abc + c?

5. 4x%y? + 4xy? + y?

7. §x2+§xy+%y2

9. 4m2n* + 28m?n? + 49m?

Ejercicios 4.2:

1. x% = 2xy + y?

3. a*b? — 2a’bc + c?

5, ixzy2 —xy? +y?

7. 49a*b? — 42a3b?*c + 9a?b?c?
9. 49p2q** — 13—4p2 + 95%
Ejercicios 4.3:

1. xX“—y

3. x® — 25y*

7. 4x* — 9y°©

9 nZmae —
’ om?2

Ejercicios 4.4:

1. x3 4+ 9x% +27x + 27

3. a3b3 + 3a?b?c + 3abc? + ¢3

5. x3y3 4+ 12x2y3 + 48xy3 + 64y3
13,2 2 4.2, 8.3

7. 5% +9x y+9xy +27y

Q. abh® + 6a%b> + 12ab* + 8b3
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Ejercicios 4.5:
1. x3 —3x%y + 3xy? —y3
3. a®b3c — 3a*b?c + 3a’bc? — ¢3
5. %x3y3 _Zx2y3 +§xy3—y3
7. a®b® — 441a°b3c + 189a*b3c? — 27a3b3c3

3

3 3x _ 3,x L 7P~ _ P
9. 343p°q 49p°q +3qx 2795

3

Ejercicios 4.6:

1. x%+10x + 16

3. x?+6x—16

5. x% + 5xy + 6y?

7. x4+ x —42

9. x2—4x+4
Evaluacion

1. 4x?% + 4xy + y?

2. 4x2 — 20xy + 25y?
3. x6 + 10x3y? + 25y*
4, x*t—vy
5. 4y? — 9x*

6. x6 — 15x*y? + 75x%y* — 125y°

7. 8x% + 36x*y3 + 54x2y% + 27y°

3313£9i6 2. 3.2,1 3
8. (3x +3y) pyp +9x y+9xy +9y
9. x>+8x—9

10. x2—x—-20
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