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Elementos del pensamiento matematico que emergen al resolver problemas, en
contextos hipotéticos, con Excel
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Abstract

In this paper we analyze what elements of mathematical thinking emerged when six pre-service
mathematics teachers solved a task framed in a hypothetical context. We determined what strategies
and ways of reasoning appeared when they approached the task using a spreadsheet (Excel) as well as
paper and pencil environment. Also, we identified what were the main difficulties they faced when
trying to justify procedures and give an interpretation of the results.

Modelacion, Pensamiento matemdtico, Contexto hipotético, Tecnologia digital
1 Introduccion

Actualmente se reconoce que el uso de la tecnologia influye en la forma en que se desarrolla el
pensamiento matematico (Carreira, et al., 2016; Moreno-Armella y Santos-Trigo, 2016), ya que el uso
de artefactos computacionales ofrece oportunidades a los estudiantes para acceder a recursos Yy
estrategias que pueden ampliar la exploracion de relaciones, la formulacién de conjeturas, o el uso e
integracion de diferentes representaciones semioticas (Santos-Trigo, Moreno-Armella y Camacho-
Machin, 2016). ;Qué es lo que distingue a las tecnologias digitales de otro tipo de herramientas que se
han utilizado para apoyar el aprendizaje de las matematicas? De acuerdo con Balacheff y Kaput (1996),
lo que diferencia a los ambientes digitales, respecto de otros, es su caracter cognitivo intrinseco, pues
con el uso de software se puede operar con representaciones de objetos y relaciones matematicas. La
interaccion de estudiantes con una tarea, usando una herramienta digital, se basa en una interpretacion
simbolica y calculos con los datos que los estudiantes introducen, dando lugar a una retroalimentacion
proporcionada por el ambiente computacional en los registros respectivos.

Esta caracteristica de las tecnologias digitales como software dinamico, hoja electronica de
calculo, Sistemas de Algebra Computacional (CAS, por sus siglas en inglés), entre otros, ha facilitado a
los usuarios la interaccidn con diversas representaciones de los objetos matematicos, asi como la
realizacion de experimentos y exploraciones que, posteriormente, pueden conducirlos a visualizar e
identificar relaciones, a formular conjeturas, a elaborar argumentos que las sustenten, a establecer
conexiones, a comunicar resultados y plantear nuevos problemas. Es decir, el uso de estas herramientas
puede promover la préctica sistemética de procesos fundamentales en el quehacer de la disciplina,
incluyendo nuevas formas de pensar, representar y resolver problemas (Leung y Bolite-Frant, 2015;
Santos-Trigo, 2017).

Por otro lado, en la época actual, caracterizada por un desarrollo acelerado de los artefactos
tecnoldgicos, incluyendo software como GeoGebra, sistemas basados en la nube como Wolfram Alpha
0 apps como Photomath, los cuales ejecutan una amplia diversidad de procedimientos matematicos en
cuestion de segundos, es importante que la formacion mateméatica de las personas incluya el desarrollo
de habilidades, a partir de un entendimiento de los conceptos matematicos subyacentes, que les
permitan determinar cuando y cémo usar los recursos digitales efectivamente (Devlin, 2017). Es decir,
uno de los recursos basicos para los profesionales del siglo XXI debe consistir en el desarrollo del
pensamiento matematico asistido con el uso de tecnologias digitales.

Diversos autores (Mishra y Koehler, 2006; Moreno-Armella y Hegedus, 2009; Santos-Trigo,
2017) argumentan que el uso sistematico de herramientas digitales, al abordar tareas, permite
identificar y representar la informacion; encontrar relaciones entre datos e incognitas; resolver casos
particulares, identificar patrones y formular conjeturas; justificar y comunicar resultados. En este
trabajo buscamos documentar la forma en que profesores de matematicas utilizan Excel al resolver
problemas, en un contexto hipotético (Barrera-Mora y Santos-Trigo, 2001). De manera mas precisa,
buscamos documentar como los profesores aprovechan las capacidades de procesamiento de datos de
Excel para crear una amplia variedad de ejemplos y casos particulares que puedan ayudarlos a poner en
practica diversos elementos del pensamiento matematico: identificar y representar la informacion;
encontrar relaciones entre datos e incOgnitas; resolver casos particulares, identificar patrones y
formular conjeturas; justificar y comunicar resultados.
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2 Revision de la literatura

Una de las caracteristicas mas sobresaliente de una hoja electronica de calculo, es la capacidad para
organizar y operar datos numéricos a través de “formulas”, haciendo referencias a las etiquetas de las
celdas en las que se encuentran esos datos. Ademéas, es posible transformar formulas, modificar
procedimientos y realizar representaciones graficas de la informacion capturada o procesada en la hoja
de célculo. En Excel, las representaciones numéricas y graficas se encuentran vinculadas, de forma que
al cambiar un dato se modifican otros datos o una grafica; aunque esta relacion es unidireccional, ya
que no es posible modificar la gréfica sin modificar los datos. Sin embargo, esa interaccion entre
representaciones permite explorar propiedades de los datos, tales como tendencias o comportamientos
asintéticos. La solucion de problemas, utilizando una hoja electronica de calculo, se apoya
esencialmente en efectuar una amplia diversidad de célculos numéricos con rapidez y precision. Entre
los problemas que se pueden abordar con una hoja electrénica de céalculo se encuentran, por ejemplo,
aquellos que requieren el uso de representaciones y procesos recursivos.

Existen investigaciones que han tratado de determinar coémo utilizar hojas electrénicas de
calculo para introducir a los estudiantes al algebra y desarrollar el pensamiento algebraico,
particularmente en lo que respecta a la construccion del concepto de variable (Wilson, Ainley y Bills,
2005; Carreira, et al., 2016), ya que con esta herramienta es posible relacionar cantidades de tal forma
que el cambio de un dato se traduce en la variacion de otras cantidades que dependen de éste. En esta
linea de ideas, Nobre, Amado y Carreira (2012) argumentan que una hoja de calculo puede actuar como
un puente entre aritmética y dalgebra ayudando a los estudiantes a generalizar patrones, apoyar el
entendimiento del concepto de variable, ayudar a transformar expresiones algebraicas y proveer un
espacio para explorar ecuaciones. El uso de una hoja de calculo puede ayudar a que los estudiantes
centren la atencion en elementos tales como los procesos de razonamiento o la toma de decisiones, en
vez de concentrarse en la realizacion de operaciones aritméticas laboriosas (Oliveira y Néapoles, 2017).

Entre las principales ventajas del uso de la hoja electronica de célculo se encuentra la facilidad
para elaborar, organizar y representar datos, asi como, el desarrollo de habilidades para planear el
proceso de resolucion de un problema, dado que los estudiantes pueden usar la herramienta para
organizar y seleccionar la informacion necesaria, e implementar estrategias de solucion que no
requieren de una aproximacion algebraica inicial. Esta caracteristica hace que Excel sea una
herramienta Util para abordar actividades en las que es necesario ajustar o modelizar un conjunto de
datos mediante una funcion (Horton y Leonard, 2005), al permitir relacionar y manejar de forma
simultinea  representaciones  numéricas y  graficas.  Asimismo, el software  proporciona
retroalimentacién a los estudiantes, lo cual puede favorecer el desarrollo de procesos de monitoreo y
evaluacién durante el proceso de resolucion de un problema (Pittalis, Mousoulides y Christou, 2005).
Por ejemplo, al realizar una operacion aritmetica invalida, como dividir por cero o insertar datos que no
son validos en una formula o en una funcién, la herramienta lo indicara mediante los mensajes de error
“#;DIV/0!” o “#NUM!”, respectivamente; esto permitird al estudiante darse cuenta que debe justificar
el porqué del error o revisar el procedimiento de solucion del problema.

Oliveira y Napoles (2017) consideran que las hojas electronicas de calculo se pueden utilizar
para modelizar problemas de crecimiento de poblaciones; resolver ecuaciones mediante métodos
numeéricos, por ejemplo el método de biseccion o el de Newton-Rapson y permitir el analisis de estos
métodos iterativos; modelizar procesos recursivos; generar sucesiones numéricas; abordar y analizar
problemas de optimizacion. En estos estudios se destaca la utilidad de las hojas electronicas de calculo
en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas; enfatizando el papel del maestro en la
implementacion de actividades que permitan a los estudiantes usar Excel como una herramienta de
resolucion de problemas.

Una actividad que ilustra el potencial de Excel para construir conjeturas consiste en elaborar un
procedimiento que permita obtener el resultado de multiplicar un ndmero de dos digitos por el nimero
101 sin realizar la multiplicacién; a partir de observar regularidades en un conjunto de casos
particulares. Con base en una tabla, elaborada en Excel, se puede formular una conjetura para obtener
el resultado de multiplicar 1001 por un numero de tres digitos sin efectuar la multiplicacion. Esto se
puede generalizar formulando una conjetura que permita obtener el resultado de multiplicar un ndmero
de n digitos por el nimero 10...01, que tiene n-1 ceros.
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Un ejemplo mas, consiste en representar en forma decimal el nimero 1/n para diversos valores
de n (un ndmero natural) y observar en qué casos la expansion decimal de 1/n es finita. En el desarrollo
de estas actividades, las caracteristicas de la hoja electrénica de célculo parecen favorecer los procesos
de generalizacion de resultados a partir de casos particulares (Calder, etal., 2006).

Otra experiencia en la que se analizd la forma en que las aproximaciones a los problemas se
pueden complementar con el uso de diferentes herramientas, se llevd a cabo por Pittalis, Mousolides y
Christou (2005). En esta investigacion se determind que la integracion de las aproximaciones a un
problema efectuadas con un software dindmico y una hoja electronica de calculo mejord las
capacidades para pensar matematicamente en los estudiantes de educacion secundaria, respecto de
aquellos estudiantes quienes solamente usaron libros de texto. En esas experiencias de aprendizaje, las
herramientas actuaron como mediadores, comprometiendo a los estudiantes a usar formas de
pensamiento y procesos que no se hubieran puesto en préctica sin el uso de esas herramientas.

A pesar de las diversas ventajas que ofrecen las tecnologias digitales, es necesario enfatizar que
el uso, por si solo, de las herramientas no garantiza el aprendizaje, ya que se deben desarrollar nuevas
habilidades y competencias para aprender. Por ejemplo, no basta con visualizar un resultado en la
pantalla; sino que se requiere relacionar esa representacion con las propiedades del objeto matemético
(Balacheff y Kaput, 1996), pues es posible que las propiedades que lo caracterizan, difieran de aquellas
que se pueden percibir visualmente. Es decir, las capacidades de visualizacion que ofrecen las
herramientas computacionales se deben complementar con la elaboracién de argumentos matematicos
que justifiquen los resultados obtenidos con las herramientas.

Aungue el uso de la tecnologia puede favorecer la construccion de conceptos y la puesta en
practica de diversos elementos del pensamiento matematico, cuando los estudiantes resuelven
problemas, aun quedan muchas preguntas por responder. En este sentido, resulta relevante investigar el
rol que juegan las herramientas computacionales en el aprendizaje de las matematicas y, en particular,
en el aprendizaje basado en la resolucion de problemas. Las herramientas digitales seran una parte
integral del salon de clases en todos los niveles escolares, lo cual implica la necesidad de “reexaminar
qué matematicas deben aprender los estudiantes asi como la forma en que pueden aprenderlas mejor”
(NCTM, 2000, p. 25).

De acuerdo con Borwein y Bailey (2003, pp. 2-3), en las Matematicas Experimentales, la
computadora puede usarse para: (a) obtener comprension (insight) e intuicion, (b) descubrir nuevos
patrones y relaciones, (c) construir graficas para evidenciar principios matematicos, (d) examinar y
especialmente probar o mostrar la falsedad de conjeturas, (e) explorar un posible resultado para
determinar si requiere de una prueba formal, (f) sugerir aproximaciones para elaborar pruebas formales,
(g) realizar calculos que remplazan a las operaciones efectuadas a mano y (h) confirmar resultados
obtenidos analiticamente.

En este contexto, buscamos documentar la forma en que profesores de matematicas pueden
combinar, transformar o comparar representaciones de los problemas y objetos matematicos que es
posible construir con Excel al resolver problemas enmarcados en contextos hipotéticos, y aprovechar
las capacidades de procesamiento de datos de Excel para crear una amplia variedad de ejemplos y casos
particulares que puedan ayudarlos a poner en practica diversos elementos del pensamiento matematico:
visualizar relaciones; formular conjeturas y buscar argumentos para sustentarlas; comunicar resultados
y formular nuevos problemas.

¢Qué significa aprender mateméticas con el empleo de herramientas tecnol6gicas, en términos
de la resolucién de problemas?, ;qué tipo de argumentos resultan relevantes para validar conjeturas
cuando se trabaja en un ambiente computacional?, ;de qué manera el uso de una hoja electrdnica de
calculo puede favorecer la aplicacion de heuristicas de resolucion de problemas? La discusion de estas
preguntas puede ayudar a caracterizar la forma en que profesores, quienes cursan una maestria en
matematica educativa, generan estrategias de resolucion de problemas, formulan y justifican conjeturas,
comunican resultados y proponen nuevos problemas, mediante la conexion de contenidos de diversas
areas de las matematicas y de otras disciplinas, cuando trabajan en escenarios tecnologicos en los que
se promueve una aproximacion inquisitiva de la resolucién de problemas.



40

3 Elementos tedricos

La introduccion de la tecnologia en el &mbito educativo, y en particular en el campo del aprendizaje de
las matemdticas, ha traido consigo un fuerte impacto en la forma de comprender los conceptos
matematicos. Este impacto se basa en la reificacion de los objetos y las relaciones matematicas, ya que
es posible interactuar de forma mas directa con esos objetos y relaciones de lo que era al trabajar con
papel y lapiz; porque mediante una herramienta tecnologica se pueden operar y relacionar diferentes
representaciones de objetos matematicos (Moreno-Armella, Hegedus y Kaput, 2008). En otros
términos, el potencial que genera el uso de la tecnologia en el aprendizaje de los estudiantes, se basa en
la diversidad de oportunidades para extender el tipo de representaciones con las que puede interactuar,
y en la facilidad de operar con ellas mediante el uso de la tecnologia. Sin embargo, como ya se ha
mencionado, el proceso de utilizacion de la herramienta por parte de los estudiantes involucra el
desarrollo de nuevas habilidades, en relacion con un ambiente de papel y lapiz, que les permitan
adquirir  un entendimiento conceptual congruente con el quehacer de la disciplina, entre tales
habilidades destacan la capacidad para interpretar y validar resultados obtenidos con las herramientas
(Moreno-Armella y Elizondo-Ramirez, 2017; Edwards y Flores, 2018); la habilidad para manejar y
transitar entre diversas representaciones, o la aptitud para conciliar resultados obtenidos con distintas
herramientas (Moreno-Armella y Santos-Trigo, 2016).

Un aspecto importante del uso de la tecnologia en el aprendizaje, es el papel dual que juega. Por
un lado, funciona como amplificador y por otro, como un reorganizador de la cognicion (Moreno-
Armella y Santos-Trigo, 2008). El término amplificador se utiliza para caracterizar a una ‘“extension”
cognitiva, que permite intensificar las capacidades mentales a través del uso de una herramienta, con
base en las facilidades para encontrar diferentes formas de resolver un problema, que no estan
necesariamente disponibles o que tienen una funcidn limitada en ambientes de papel y lapiz. Por otra
parte, el término reorganizador de la cognicion se utiliza para caracterizar la forma en que el uso de una
herramienta reestructura la cognicién, en su funcionamiento y en su manera de organizarse. El
considerar a las herramientas computacionales como reorganizadores cognitivos implica reconocer que
existe una relacion dialéctica entre las herramientas y el usuario, ya que éstas organizan su
pensamiento, pero también la actividad del usuario influye en el desarrollo de las herramientas en dos
formas principales, al modificar lo que se hace con esas herramientas y al estudiar la forma en que se
usan, con el objetivo de incorporar caracteristicas que pueden favorecer el aprendizaje (Zbiek, et al.,
2007; Sherman, 2014).

Lo expresado con anterioridad indica que la adquisicion del conocimiento es una actividad
mediada por las herramientas y las representaciones externas que constituyen la liga entre el aprendiz y
el objeto del conocimiento (Hollebrands, Laborde y Stralier, 2008). Esto significa, que durante el
proceso de aprendizaje las herramientas que se utilicen, invariablemente influiran en la forma en que se
aprende, y en el aprendizaje mismo, y reciprocamente, es decir, que el conocimiento construido
depende de los instrumentos de mediacion empleados (Wertsch, 1993). En este sentido, resulta
importante examinar y comprender el papel mediador de las herramientas tecnologicas durante el
proceso de aprendizaje basado en la resolucion de problemas.

Algunas investigaciones en educacion matematica, (Mishra y Koehler, 2006) han mostrado que
los programas de investigacidn se estructuran en torno a mas de una perspectiva, esto con la finalidad
de analizar con mas elementos, los procesos cognitivos e identificar las dificultades que muestran los
estudiantes cuando incorporan a la tecnologia al abordar tareas de aprendizaje mateméatico. Esto tiene
como finalidad elaborar bases teoricas robustas que permitan enmarcar adecuadamente el uso de
artefactos digitales en el salon de clase. Al respecto, el marco de investigacion que orienta este trabajo
incluye tres dimensiones: (i) ontoldgica, (i) epistemologica y (iii) didactica.

En cuanto a la dimension ontoldgica, consideramos que mateméaticas es la ciencia de los
patrones (Steen, 1988) y que aprender matematicas consiste, en gran medida, en adquirir una
disposicion para ver el mundo a través de la lente de un matematico (Schoenfeld, 1992). Esta
disposicion incluye llevar a cabo actividades entre las que destacan: experimentar, explorar relaciones
matematicas, formular conjeturas, justificar resultados, comunicar ideas, asi como resolver problemas
por diferentes rutas (Polya, 2009/1945) y desarrollar una actitud inquisitiva; es decir, habilidad para
formular, de manera sistematica, preguntas y nuevos problemas (Santos-Trigo, 2007; Berger, 2014).
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Esta perspectiva ontoldgica fue de utilidad para determinar las caracteristicas de las tareas, asi
como del escenario de instruccion; los cuales debian favorecer el que los participantes llevaran a cabo
“intentos  sistematicos, basados en la observacion y experimentacion para determinar la naturaleza o
principios de regularidades en sistemas definidos axiomatica o tedricamente” (Schoenfeld, 1992, p.
335). En otras palabras, al abordar las tareas, los profesores debieran llevar a cabo actividades de
busqueda de patrones, sobre la base de evidencia empirica proporcionada por los recursos de Excel.

En cuanto a la dimension epistemoldgica, adoptamos una perspectiva de corte socio
constructivista (Simon, 1994), por lo cual suponemos, por un lado, que cada persona construye, de
forma activa, su propio conocimiento al enfrentar problemas que desequilibran sus estructuras
cognitivas, independientemente del contexto o la presencia y naturaleza del proceso de ensefianza. Por
otro lado, consideramos que el aprendizaje es un proceso que se lleva a cabo en una comunidad donde
se construyen significados o entendimientos considerados como compartidos (Cobb et al.,, 1991). Dado
que aprender es un proceso social, el medio cultural y sus producciones determinan las caracteristicas
del conocimiento que construimos (Werstch, 1993). Particularmente, la naturaleza de la actividad
cognitiva se encuentra estrechamente ligada a la generacidn y uso de representaciones semioticas
(Moreno-Armella y Hegedus, 2009, p. 501), esto debido a que estas estructuras simbolicas constituyen
un medio que nos permiten actuar sobre el mundo, pero a su vez imponen regulaciones a nuestro
pensamiento acerca del mundo (Moreno-Armella, Hegedus y Kaput, 2008; Santos-Trigo y Moreno-
Armella, 2016).

La dimension didactica se refiere a las caracteristicas del aprendizaje que consideramos
deseables y la forma de lograrlas. Estas caracteristicas tienen como eje el transformar un conocimiento
atomizado a uno altamente estructurado. Particularmente, en este trabajo estamos interesados en que
los estudiantes desarrollen niveles progresivos de entendimiento de las ideas matematicas (Hiebert, et
al. 1997), lo que implica la construccion de conexiones robustas entre un conocimiento nuevo vy
conocimientos previos a partir de procesos de reflexion y comunicacion de ideas, que se llevan a cabo
durante la resolucion de problemas. Entendemos que una conexion es robusta cuando la relacion o
relaciones establecidas entre diversos conceptos o ideas pueden usarse o aplicarse para abordar otras
tareas 0 problemas. Los objetos matematicos adquieren sentido y significado cuando se utilizan para
resolver algin problema o satisfacer alguna necesidad, ya sea practica o tedrica. Por ejemplo, los
logaritmos (cuya idea bésica es conectar una sucesion aritmética con una geomeétrica) surgieron para
satisfacer la necesidad de realizar operaciones aritméticas complejas con mayor facilidad; mientras que
la definicion formal de limite tiene su origen en la necesidad de sustentar rigurosamente diversos
resultados del calculo.

Adoptamos una aproximacion a la resolucion de problemas basada en proponer actividades de
modelizaciébn que orienten una construccion gradual de los aspectos esenciales del pensamiento
matematico, que de acuerdo con Schoenfeld (1994, p. 60), incluyen: (a) desarrollar un punto de vista
que valore los procesos de matematizar, abstraer y tener una predileccion de aplicarlos, y (b)
desarrollar competencias con las herramientas del oficio (abstraccion, representacion simbolica y
manipulacién simbdlica) y usarlas con el objetivo de entender y dar sentido a estructuras matematicas.
Lo anterior, se relaciona estrechamente con la promocion de un ambiente de instruccion en el que los
estudiantes trabajan en pequefios grupos, y realizan presentaciones plenarias del proceso de solucion de
los problemas. También, se requiere soporte instruccional sustantivo por parte del profesor para guiar
las actividades esenciales que modelan la solucion de problemas y la promocion de una reflexion
constante por parte de los estudiantes (Santos-Trigo, 2014).

4 Metodologia

La recoleccion de datos en la fase de experimentacién se llevdo a cabo en un curso de posgrado en
matematica educativa (maestria), en el que participaron seis profesores quienes se encontraban inscritos
como estudiantes de tiempo completo. En la tabla 3.1 se proporciona informacion especifica con
respecto a la formacién y actividad profesional, de cada uno de los participantes en el estudio. Los
profesores poseian conocimientos béasicos sobre el uso de Excel en la resolucion de problemas,
adquiridos en al menos uno de sus cursos de maestria; sin embargo, ninguno de ellos habia utilizado
esta herramienta en su préactica docente.
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Un aspecto que es importante considerar, es que las caracteristicas de los participantes, y del
contexto, influyeron en las conclusiones que se derivan de este estudio. Al ser estudiantes de tiempo
completo pudieron trabajar de forma consistente con las actividades durante un periodo de tiempo
superior al que generalmente se puede conseguir al trabajar con estudiantes de bachillerato, con
profesores en servicio 0 con participantes voluntarios. Ademas, la mayor parte de ellos contaba con una
formacion profesional en mateméaticas o areas afines, por ello se debe tener cautela al extender los
resultados a una poblacién con una formacién profesional diferente.

Por otra parte, el contexto también influyd en los resultados, ya que los participantes supieron
que las actividades que realizarian, servirian de base para un trabajo de investigacion, por lo que podria
haber una mayor disposicion para abordar las tareas, para buscar diversas formas de solucionar un
problema, de utilizar diferentes formas de justificacién o para extender un problema. Por ejemplo, si las
mismas actividades se implementaran con estudiantes que tuvieran la obligacién de abordarlas, el
proceso de solucién podria diferir del mostrado por los participantes de este trabajo.

Tabla 3.1 Caracteristicas de los participantes

Seudonimo Formacion profesional Experiencia profesional

Experiencia docente en bachillerato en instituciones
Daniel Ingenieria Industrial privadas.

Experiencia no docente en una empresa del ramo textil.
Emilia Actuaria Experiencia docente en bachillerato publico.

Licenciatura en Admon.

Master en formacion profesional
de profesores de centros
Juana educativos

Diplomado en habilidades
didacticas para la calidad

Experiencia docente en bachillerato en instituciones
privadas.

Experiencia profesional no docente en el area de recibo e
inventarios en una empresa de productos alimenticios.

educativa.
Experiencia docente en el nivel bachillerato en
Miauel Contaduria ;”:;:g;;osnezrt?gagigz, en el nivel superior e impartiendo
g Actuaria p )

Experiencia profesional no docente: auditor de la
Comision Nacional Bancaria y de Valores.

Jacobo Licenciatura en Matematicas Sin experiencia docente.

Experiencia profesional no docente en el area de seguros e
investigacion de operaciones.

Experiencia docente en nivel superior, bachillerato y
secundaria.

Anfitriona en sala de matematicas del museo
UNIVERSUM.

Sofia Actuaria

Fuente: Elaboracién propia

Los participantes abordaron la tarea propuesta en dos sesiones de trabajo, de dos horas cada
una. Las actividades se llevaron a cabo en un laboratorio de computo donde cada participante dispuso
de una computadora que contd con procesador de textos, navegador de Internet y Excel para desarrollar
las actividades propuestas. En cada una de las sesiones, los profesores resolvieron problemas mediante
el empleo de las herramientas disponibles. Se propuso que los participantes trabajaran por parejas,
integradas de acuerdo con su preferencia. Se considerd apropiado el trabajo en parejas porque mediante
éste se promueve el intercambio y discusion de ideas, asi como el analisis de los problemas desde
diversos puntos de vista. No hubo un tiempo determinado para la fase de trabajo en parejas, el cual
dependi6 de las dificultades que enfrentaron los participantes al resolver el problema.

Una vez que todos los participantes habian logrado un avance significativo en la solucion del
problema, un integrante de la pareja expuso ante todo el grupo las aproximaciones utilizadas, las
conjeturas o problemas formulados, asi como la justificacion de esos resultados ante el resto de los
integrantes del grupo; quienes hacian comentarios, preguntas y observaciones respecto del trabajo de
sus compafieros, asi como comparaciones con el trabajo propio. Durante las exposiciones se utilizd un
proyector para mostrar el trabajo realizado y se empled el pizarrdn en los casos necesarios.
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Al término de cada sesion, los profesores enviaron, via correo electronico, los archivos que
generaron, y entregaron una copia de sus notas en la sesion siguiente.

Cuando una actividad quedd inconclusa al término de una sesion, los participantes debian
continuar con la busqueda de soluciones, la elaboracién de justificaciones o la formulacion de
problemas, durante el periodo de tiempo entre una sesion y otra. Ademéas, elaboraron un reporte del
trabajo realizado durante cada sesion; asi como comentarios y reflexiones con respecto al trabajo de sus
comparieros, en caso de haberse realizado una presentacién plenaria de los resultados o avances en la
solucién de los problemas. Los reportes se entregaron a los investigadores en la sesion siguiente y con
éstos se integré una bitacora para cada estudiante.

Las actividades incluyeron trabajar situaciones y problemas obtenidos de articulos de
investigacion, libros, paginas de Internet y problemas formulados por los participantes. Los problemas
iniciales se eligieron de forma que los datos provinieran de un contexto hipotético, donde la situacion
se construye a partir de una serie de suposiciones acerca del comportamiento de las variables o
parametros que explican el desarrollo de la situacion y donde, a su vez, el comportamiento de los
parametros no se basa en datos o informacion real o de laboratorio (Barrera-Mora y Santos-Trigo,
2001).

Otra consideracion importante para la seleccion de la tarea fue que representara una situacion
problematica para los participantes, es decir, que ellos no contaran con un procedimiento o algoritmo
que les permitiera obtener una solucidén inmediata al aplicarlo y, por tanto, fuera relevante el empleo de
las herramientas tecnoldgicas, asi como la experimentacién y la formulacion de conjeturas; y que
pudieran implementarse diversas rutas de solucion del problema y, con base en el contraste de éstas,
fuera posible problematizar ideas o conceptos matematicos (NCTM, 2000). A continuacién, se enuncia
la tarea inicial, asi como una extension de la misma, que resolvieron los participantes en la
investigacion:

Tarea inicial. A un paciente se le inyecta una droga, novocaina, como un anestésico para su
tratamiento dental. Inmediatamente después de recibir la inyeccion, su rifion inicia un proceso de
eliminacién de la droga. El dentista le dice al paciente que su rifion eliminara de su sangre
aproximadamente 20% de la droga cada hora. Si el paciente recibe una inyeccién de 500 mg de
novocaina ¢Qué cantidad de la droga permanecera en su organismo después de 24 horas de haber
recibido la inyeccion? (Adaptado de Barrera-Mora y Santos-Trigo, 2001).

Extension de la tarea inicial. Un paciente toma una pildora cada cuatro horas, la cual contiene
200 mg. de cierta sustancia activa. Si se supone que la sustancia activa va al torrente sanguineo de
forma inmediata y que cada 4 horas el rifion elimina 20% de la sustancia que se encuentra en el
torrente sanguineo, ¢cual es la cantidad de sustancia presente en el organismo del paciente al cabo de
una semana de tomar el medicamento?

Es importante destacar que en Barrera-Mora y Santos-Trigo (2001) se elabordé una ruta
hipotética de aprendizaje y una propuesta de protocolo de implementacion, sin que se haya
implementado la tarea. En este trabajo, seis profesores abordaron la tarea y se reportan los elementos
del pensamiento matematico que pusieron en practica al tratar de encontrar una solucion.

Para abordar la tarea los participantes necesitan poner en practica elementos del pensamiento
algebraico para expresar la informacion del problema como una funcién, recursiva o definida
explicitamente; del pensamiento geométrico y el estudio de procesos de cambio, al tratar de visualizar
el comportamiento en el tiempo de las variables de interés (la cantidad de medicamento en la sangre).

El proceso de solucion de este problema puede requerir de la utilizacion de Excel, por las
facilidades que ofrece para efectuar calculos numéricos y para relacionar las representaciones numérica
y grafica de los datos. Este problema ofrece la oportunidad de que los estudiantes observen cambios o
invariantes en los comportamientos de las variables relevantes al modificar las hipdtesis 0 supuestos
iniciales. También, les puede permitir comprender que la construccion de un modelo matematico
depende de las simplificaciones o de las hipotesis que se formulan respecto del fendbmeno de interés.
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5 Resultados

Esta seccion se divide en dos subsecciones. En la primera, se aborda el andlisis de la tarea inicial;
mientras que en la segunda, se examinan los resultados de una extension en la que el medicamento se
suministra en varias ocasiones, considerando algunas omisiones Yy duplicacion de la dosis.

5.1  Concentracion de medicamento en la sangre (una sola toma)

Al abordar la tarea, todas las parejas siguieron aproximaciones parecidas. Por un lado, realizaron las
operaciones para calcular la cantidad de medicamento en la sangre para algunos casos particulares,
realizaron operaciones aritméticas y obtuvieron expresiones que les permitieron identificar un patron y
generalizar la forma de obtener la cantidad de medicamento presente en la sangre para cualquier hora
después de la aplicacion (Tabla 3.2). Con base en la expresion 500*(1-0.2)>*, obtuvieron la respuesta a
la pregunta planteada en el problema. Es importante notar que, en el equipo 3 (Jacobo y Sofia), hicieron
explicita la naturaleza recursiva del problema en su aproximacion con lapiz y papel, y que realizaron
transformaciones con las representaciones numéricas para obtener una formula no recursiva. Por otra
parte, en el equipo 2 (Miguel y Juana), extendieron el resultado algebraico de este problema particular
y propusieron una formula que modela la concentracion de medicamento en la sangre para cualquier
concentracion inicial y cualquier proporcion de eliminacion, C, = C,(1—i)™.

Tabla 3.2 Identificacion de patrones y generalizacion de resultados
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Fuente: Elaboracion propia

Todos los equipos también implementaron en Excel un procedimiento recursivo para encontrar
la concentracion de medicamento en el organismo del paciente después de 24 horas. Los equipos 1y 2
colocaron en una celda el valor 500 (celda B1) y en otra celda (B2) colocaron la formula B1-0.2*B1, la
cual arrastraron para obtener como respuesta (en la celda B25) el valor 2.361183241. En el caso del
equipo 3, el procedimiento en Excel se implementd de tal forma que pudieran variar la concentracion
inicial del medicamento, asi como el porcentaje de eliminacion. El trabajo efectuado en Excel, en el
caso de todos los equipos, se utilizd para contrastar el resultado obtenido con la formula que derivaron
en papel y lapiz (500*(1-0.2)**) y el procedimiento recursivo realizado con la herramienta.

Adicionalmente, Miguel y Juana se interesaron por graficar los datos que obtuvieron en Excel,
ademas ajustaron esos datos con la herramienta ‘“tendencia” y obtuvieron la expresion y =
500e~%2231x En el reporte de la sesion, los integrantes del equipo 3 (Jacobo y Sofia), se interesaron
por verificar que la funcién exponencial obtenida por Miguel y Juana, al ajustar los datos del problema,
reflejaba adecuadamente el comportamiento de los datos. Ellos elaboraron una tabla en la que
contrastaron los resultados para la concentracion de medicamento en la sangre, obtenidos con los
modelos y =500(1—0.2)" y y =500e %3y calcularon las diferencias entre los modelos
discreto y continuo, resaltando que la suma de los errores entre los datos observados y los esperados (a
partir del modelo continuo) no es cero, como ocurre en el modelo de regresion lineal. Esto es evidencia
de que este equipo, con el uso del software, intentd establecer una conexion entre sus conocimiento
previos. Jacobo y Sofia notaron que una consecuencia interesante del modelo exponencial es que la
sangre nunca se depura totalmente del farmaco, porque una funcidn exponencial negativa nunca toma
el valor cero.

Tabla 3.3 Elementos del pensamiento matematico (Tarea 1)

=0 IERVASERICII [dentificaron un patron y lo generalizaron con la expresion t,, = 500(1 — 0.2)™.
Implementaron un procedimiento recursivo en Excel para contrastar el resultado con el obtenido
mediante la expresion algebraica que obtuvieron con papely lapiz.

Identificaron un patron y lo generalizaron con la expresion C,, = 500(1 — 0.2)™. Generalizaron la
expresion anterior al escribir una férmula Gtil para cualquier concentracion inicial y proporcién de
eliminacion de medicamente por hora, C,, = C,(1 — D™.

Implementaron un procedimiento recursivo en Excel para contrastar el resultado con el obtenido
mediante la expresion algebraica que obtuvieron con papel y lapiz. Graficaron los datos y los ajustaron
mediante una funcion exponencial, que de acuerdo con su criterio es la que proporciona el mejor ajuste.
Se preguntaron como calcular la concentracién de medicamento en la sangre para fracciones de hora.

Juana y Miguel

Identificaron un patron y lo generalizaron mediante la expresion a,, = a,(1 —0.2)%%.

Reconocieron la naturaleza recursiva del problema y operaron los registros de representacion para
obtener una férmula cerrada.

Se interesaron por determinar qué tan bien ajusta el modelo y = 500e~%2231* 3 |os datos del problema.
Crearon una tabla para obtener las diferencias entre los modelos discreto y continuo, conjeturaron que
la suma de los errores seria cero como en el modelo de regresion lineal, pero rechazaron su conjetura al
visualizar los datos de su tabla.

Sofia y Jacobo

Fuente: Elaboracion propia
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5.2  Concentracion de medicamento en la sangre después de varias tomas

Después de abordar la primera tarea, los investigadores sugirieron una extension, cuyo enunciado es el
siguiente:

Un paciente toma una pildora cada cuatro horas, la cual contiene 200mg. de cierta sustancia activa. Si
se supone que la sustancia activa va al torrente sanguineo de forma inmediata y que cada 4 horas el
rifidn elimina 20% de la sustancia que se encuentra en el torrente sanguineo, ¢cual es la cantidad de
sustancia presente en el organismo del paciente al cabo de una semana de tomar el medicamento?

Este problema difiere en varios aspectos del problema anterior, entre ellos, que el periodo de
observacién no es una hora, sino cada cuatro horas; ademds, se agrega la condicién de que en cada
periodo, se vuelve a introducir al organismo una nueva cantidad de medicamento y el lapso en el que se
busca conocer la cantidad de medicamento es una semana. Adicionalmente, se planteé a los
participantes el problema de determinar qué ocurre si el paciente olvidaba tomar el medicamento en la
primera toma del segundo y del cuarto dia, y por esta razon, tomaba el doble del medicamento en cada
toma subsecuente.

Para abordar la tarea, en el equipo 1 (Daniel y Emilia), implementaron un procedimiento
recursivo en Excel (Figura 3.1). En la celda B1, registraron la concentracion de medicamento inicial de
200 mg, mientras que en la celda B2 declararon la formula 200+0.8*B1, y mediante el arrastre se
obtuvo que la cantidad de medicamento presente en el organismo del paciente, después de 42 tomas,
era aproximadamente de un gramo. Estos profesores también propusieron un modelo algebraico del
problema y notaron que la cantidad de medicamento en la n-ésima toma se puede calcular mediante la

— 2. n-1
expresion t =200+200(0.8) +200(0.8)" +---+200(0.8)

puede obtener mediante la formula . — 20 O[l—(O.S)”j
n = 1-08

, Que es una serie geométrica cuyo valor se

Para responder a la pregunta: ;qué ocurre con la concentracién de la sustancia activa en el
organismo si al paciente se le olvida tomar el medicamento? Daniel y Emilia copiaron a otra columna
de su tabla en Excel el procedimiento que implementaron para responder a la pregunta previa, y
modificaron las formulas de las celdas que representan la séptima, octava, decimonovena y vigesima
tomas (primera y segunda tomas del segundo dia; asi como, la primera y segunda tomas del cuarto dia,
respectivamente). La conclusion de los participantes fue que, al final de la semana, la concentracion de
medicamento en la sangre del paciente supera un gramo. En este caso, los participantes no plantearon
un modelo algebraico. Los investigadores preguntaron el por qué no habian elaborado alguna gréfica
para visualizar la evolucion de la cantidad de medicamento presente en la sangre del paciente.

Respondieron que el resultado numérico les parecié suficiente para dar respuesta al problema.
Al preguntar a los profesores, cudles serian las consecuencias para el paciente, en caso de olvidar tomar
el medicamento y duplicar la dosis en la siguiente toma, Emilia comentd que no habria ningin efecto
porque la concentracion del medicamento es aproximadamente la misma al final del periodo, con
olvidos y sin olvidos, se observa que esta profesora centra su atencién Unicamente en las cantidades, y
no en los posibles efectos reales de que se incremente la concentracion de cierta sustancia activa en el
organismo de una persona.

Investigador: [...] (Qué consecuencias creen que pudiera tener para la persona que esta
tomando el medicamento el no haberlo tomado y tomar el doble de la dosis en la siguiente toma, con
base en esos resultados que tienen ahi de su modelo?... ;o consideran que no hay ningin efecto?

Emilia: Como que no hay ningln efecto, ¢no? porque sigue teniendo un miligramo [quiso decir
un gramo] en ambos casos, al final de las cuarenta y dos tomas ¢no? [al tomar el medicamento de
acuerdo con la prescripcién médica y cuando olvida realizar alguna toma], o sea, no siento que haya un,
algun efecto.
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Figura 3.1 Procedimientos implementados en Excel para resolver el problema
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Fuente: Elaboracién propia con base en los archivos de Emilia y Daniel

Para resolver el problema, en el equipo 2 (Miguel y Juana), organizaron la informacion del
problema como se muestra en la tabla 3.4, e identificaron que la cantidad de medicamento presente en
el organismo del paciente en la n-ésima toma, se puede obtener mediante una serie geométrica. Los
a, =200 [1+ Z(o.s)‘j

= , donde
4 es la cantidad de farmaco acumulada después de la n-ésima dosis, y n es el nimero de tomas o dosis

ingeridas. Ademés, hicieron uso de su conocimiento sobre series geométricas para determinar que la
cantidad de medicamente presente en el organismo del paciente al cabo de una semana se puede

200((0.8)"2-1[0.8-1]

profesores identificaron un patrén y lo generalizaron para obtener que

obtener con la expresion

Posteriormente, implementaron un procedimiento recursivo en Excel para determinar la
cantidad de medicamento presente en la sangre después de 42 tomas. En una columna colocaron el
nimero de toma, en otra columna la cantidad de sustancia activa que se ingiere en cada toma y
posteriormente una tercera columna con la cantidad de medicamento presente en la sangre. Esta misma
tabla se modificé para responder a la pregunta de qué pasa si el paciente olvida tomar el medicamente,
simplemente al colocar un cero en la cantidad de miligramos correspondiente a la toma 7 y 19, asi
como 400 en la cantidad de miligramos correspondientes a las tomas 8 y 20 (Tabla 3.4, tercera fila).
Estos participantes también elaboraron una grafica para visualizar el comportamiento de los datos.
Mediante esta representacion se dieron cuenta del comportamiento asintdtico del fendmeno, e
identificaron que la cantidad de medicamento en el organismo a largo plazo se estabiliza en mil
miligramos, o un gramo de la sustancia activa.



48
Tabla 3.4 Evidencia del trabajo de Miguel y Juana

De acuerdo a los datos del problema, observamos que las condiciones siguen el
siguiente patron, qué representa una progresion geométrica:

a, =200 = (200)(1)

a, =200+ (200)(0.8)
Mode IO_ a, =200+ (200)(0.8) + (200)(0.8)?
alge bra_lco a, =200+ (200)(0.8) + (200)(0.4)? +(200(0.8)*
(sin olvidos) .

a,, =200+ (200)(0.8) +(200)(0.8)* +...+200(0.8)*?

Haciendo un analisis se deduce una férmula general es a, =200(1+ ) (0.8)")

] 200 1200
2 360 g
3 488 1000 4
4 590,4
Modelo & 672,32 800 +
6 737,856 :
Ta,b%"ar i y 7 790,2848 600y
grafico(sin 8 832,22784 it
; 9 865,782272
OIVIdOS) 10 892,625818 o6t}
11 914,100654 ‘
12 931,280523 0
13 945,024419
14 956,019535

Por lo que en el periodo 42 nos queda 1000.23036, esto se puede comprobar en
la siguiente tabla:

cantidad

periodos de | cantidad en | acumulada
4 horas miligramos en

M Ode IO o miligramos
1 200 200
tabular en 2 200 360
3 200 488
Excel (con ry 200 590.4
I .d 5 200 672.32
6 200 737.856
0 VI Os y 7 590.2848
1 1A 8 400 | 872.22784
duplicacion de : el
H 10 200 |918.225818
la dOS|S) 11 200 [ 934.580654
12 200 | 947.664523
13 200 |958.131619
14 200 | 966.505295
15 200 | 973.204236
16 200 | 978.563389
17 200 | 982.850711

Cantidad de droga en ¢l organismo (miligramos)

1200
Modelo .
grafico en [ . .
Exgel (con A
olvidos y .
. ., 4001
duplicacion de
. 200
la dosis)
0

Fuente: Elaboracion propia con base en los reportes de Miguel y Juana

A diferencia del primer equipo, Miguel y Juana implementaron un procedimiento algebraico
para responder a qué ocurre con la concentracién de la sustancia activa en el organismo cuando el
paciente olvida tomar el medicamento, mediante lo que Miguel llamé “una ecuacion de valor”, una
herramienta utilizada en matematicas financieras. El procedimiento para plantear la ecuacién es el
siguiente, a la cantidad de medicamento presente en la sangre, suponiendo que se realizaron las tomas
de acuerdo con la prescripcion médica, se le resta la cantidad de medicamento de la toma 7 y 19 que
queda en el organismo al finalizar la semana y se le suma la cantidad de medicamento adicional que se
consumié en los periodos 8y 20.



49

Entonces, la cantidad de medicamento en la sangre suponiendo el olvido de las tomas 7 y 19, asi
como la duplicacion de la dosis en las tomas 8 y 20 es igual a:

42
W —200(0.8)*° —200(0.8)° + 200(0.8)** + 200(0.8)** ~1000.23 "
8- . 1

Posteriormente, compararon los resultados obtenidos con Excel y con (1), obteniendo los
mismos valores y convenciéndose asi, de la validez del proceso de solucion. Miguel fue capaz de llevar
a cabo este proceso de razonamiento debido a sus conocimientos acerca del interés compuesto y
ecuaciones de valor, al observar un comportamiento andlogo entre este fendmeno y la concentracion
del medicamento en la sangre. Un aspecto relevante del trabajo del equipo 2 es que los participantes
justificaron el comportamiento asintético del modelo, con base en los supuestos o hipotesis del mismo.

Ademés, interpretaron el efecto que podrian tener los aumentos o disminuciones bruscos de la
cantidad de medicamento presente en la sangre del paciente. Miguel consideré que no hay algin efecto
en la salud del paciente al olvidar realizar una toma y después incrementar la dosis al doble, y justificd
su razonamiento explicando que finalmente la concentracion de medicamento se estabilizara en 1000

mg.

El equipo 3, formado por Jacobo y Sofia, elabord una tabla en Excel, la columna “inicio” indica
la cantidad de medicamento presente en la sangre al principio del n-ésimo periodo, después de haber
recibido la dosis de medicamento correspondiente a ese periodo. Por otra parte, la columna “fin” indica
la cantidad de medicamento en la sangre al final del periodo de cuatro horas.

Para simplificar la expresion que determina la cantidad de medicamento presente en la sangre

= 2 DAY r
del paciente, los estudiantes utilizaron el hecho de que la suma Sy =lr+r" 4y , puede

expresarse  COmo Sy :(1_rn+l)/ (1—r). Entonces o :200<(1_0'8n+1)/ (1_0'8)). Al implementar esta

formula en Excel, los estudiantes verificaron que proporcionaba los mismos resultados que con el
procedimiento recursivo elaborado previamente. Posteriormente, los participantes graficaron los datos
y observaron que la cantidad de medicamento presente en la sangre no supera los 1000 mg.

Con respecto a la situacion de olvido del paciente y la ingesta del doble del medicamento,
Jacobo y Sofia modificaron los valores de las tomas correspondientes en el modelo elaborado en Excel,
para que se satisficieran las condiciones del problema. Sofia consideréd que si podria haber algin efecto
en la vida real, al llevar a cabo esta forma de consumir el medicamento, ya que si la concentracion de
sustancia activa disminuye, debajo de cierto nivel, podria perder su efecto terapéutico y en caso de las
alzas bruscas, el exceso de sustancia activa podria ser toxico.



50
Tabla 3.5 Evidencia del trabajo de Sofia y Jacobo

A B c D
Periodo Toma Inicio Fin
Modelo 0 200 200 =C2'0.8
tabular 1 200 -B3+D2 -C3'0.8
Excel 2 200 -B4.D3 -C4°0.8
olvidos) a 200 =B5+D4 =C5'0.8
41 200 =B43+D42 =C43°0.8

Se construy6 el modelo considerando Ty*O en k = 6 y k = 12 y 400 en k = 7, 13, para simular los

olvidos y tomas “acumuladas”.

0.8 TOMA INICIO FIN
0 200 200 160
1 200 380 288
2 200 488 390.4
Modelo 3 200 500.4 472.32
4 200 67232  537.856
tabular en 5 200 737.856  500.2848
6 0 5002848 47222784
EX(_:eI (COI”I 7 400 87222784 697782272
olvidos y 18.22581
] ., 9 200 918.225818 734.580854
duplicacion de 10 200 934 580854 747664523
) 1 200 947664523 758.131619
la dOSIS) 12 0 758131619 608.505205
14 200 100520424 804163389
15 200 1004.16339 803.330711
18 200 1003.33071 802664569
17 200 1002.68457 802131655
18 200 1002.13166 801.705324
19 200 1001.70532 801.364259

Se construyeron las graficas para comparar la concentracion en la sangre, obteniendo:

Modelo
A fi | [——BEN
grafico en |
Excel (con _
olvidos % —_————
duplicacion de ol
[} 5 10 15 20 25 30 35 40 45

la dosis)

Los olvidos provocan caidas bruscas en la concentracion y las recuperaciones alzas bruscas, aunque no
muy arriba de la concentracién en caso no interrumpido. A largo plazo no tienen efecto pues la

concentracion tiende a 1000 mg.

Fuente: Elaboracion propia con base en los reportes de Jacobo y Sofia

Comentarios. Se observd que mediante la representacion algebraica de un problema con un
procedimiento recursivo, la obtencién de una formula implica que el estudiante lleve a cabo un proceso
de identificacién de patrones. Por otra parte, cabe destacar que del trabajo de Daniel y Emilia se puede
concluir que una herramienta como Excel permite a los estudiantes abordar un ndmero mas amplio de
problemas que los que pueden abordar Unicamente con papel y lapiz. Por ejemplo, al resolver el
problema con la hipétesis adicional del olvido de tomas y en incremento de la dosis, bastd con copiar el
procedimiento utilizado para resolver el problema previo en otro lugar de la tabla y modificar la
formula en alguna de las celdas para adaptar el procedimiento a los nuevos supuestos y asi solucionar
el problema, y sin embargo, no fueron capaces de traducir estas acciones llevadas a cabo con la
herramienta para modificar el procedimiento algebraico. El elemento que permite explorar una cantidad
mayor de datos del problema con el uso de Excel, es que la herramienta mantiene implicitas ciertas
relaciones algebraicas entre los datos, lo cual es posible dada la capacidad para construir lo que
Moreno-Armella y Hegedus (2009) denomina representaciones ejecutables de objetos matematicos.



51

Tabla 3.6 Elementos del pensamiento matematico (Extension de la tarea 1)

Identificacién y generalizacion de un patrdn para representar a la cantidad de
Daniel medicamento como una serie geométrica.

Emilia Elaboracion de un modelo tabular con Excel para abordar el caso de los olvidos y
duplicacion de la dosis.

Identificacion y generalizacion de un patron para representar a la cantidad de
medicamento como una serie geométrica.

Uso de diferentes representaciones para abordar los problemas (tabular, grafica y
algebraica).

Mediante una ecuacion de valor abordaron analiticamente el caso de los olvidos y
duplicacion de la dosis.

Identificacion y generalizacion de un patron para representar a la cantidad de
medicamento como una serie geométrica.

Uso de representaciones tabulares y graficas para abordar los problemas.

Elaboracion de una representacion grafica para analizar el comportamiento de los
datos.

Jacobo
Sofia

Fuente: Elaboracién propia
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7 Conclusiones

El uso de Excel favorecio la integracién de aproximaciones numeéricas, graficas y algebraicas. La
herramienta permiti6 a los estudiantes implementar de forma numérica procedimientos recursivos,
mediante el establecimiento de una ‘“formula” general, la cual, posteriormente, soOlo requiere de
transformarse recursivamente, en las celdas adyacentes, mediante el arrastre. Esta caracteristica para
implementar procedimientos recursivos, propia de las hojas de célculo, puede ayudar a los estudiantes,
con pocas habilidades para realizar operaciones numéricas, a resolver problemas que no podrian
abordar con papel y lapiz. Esto es una muestra del efecto mediador de la herramienta en los procesos de
resolucion de un problema, particularmente representado por el arrastre que permite amplificar las
capacidades de célculo, y reorganizar la formulacion de procesos recursivos. En el ambiente de papel y
lapiz los procedimientos que involucran célculos algebraicos son dificiles de implementar para
estudiantes que no poseen fluidez procedimental, ya que obtener relaciones funcionales con base en
formulas recursivas, requiere de recursos tales como: célculo con series 0 solucién de ecuaciones en
diferencias (ecuaciones de valor).

En el problema donde se supone que hay olvidos y duplicacion de la dosis, resulta complicado
elaborar un modelo algebraico, si no se toma en cuenta que el proceso de eliminacion del medicamento
es lineal, debido a que la tasa de eliminacion es constante. Al respecto, es importante sefialar que una
definicion recursiva de una funcién es, en términos pedagogicos, mas complicada que una formula
cerrada, aungue los estudiantes tienden a considerar, en primer término, una funcibn como recursiva,
mas que en su forma cerrada (Noss, 2001). Nos parece que una de las dificultades pedagbgicas al
definir una funcion en forma recursiva, radica en que la obtencién de una forma cerrada, requiere, en
varios casos, de resolver ecuaciones en diferencias. El uso de una herramienta como Excel, puede ser
una primera aproximacion para abordar procesos recursivos, lo cual es una forma de amplificar las
capacidades aritmeticas de un resolutor. Se observdO que los participantes lograron conectar
procedimientos aritméticos en papel y lapiz con el uso de formulas en Excel, y en consecuencia
obtuvieron medios para verificar por si mismos la validez de sus resultados.

Se observd que algunas caracteristicas de Excel, en particular la transformacion de formulas
mediante el arrastre, permiti6 a los estudiantes abordar problemas que requieren de recursos
matematicos que muchas veces exceden aquellos que poseen estudiantes promedio de bachillerato.
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Lo anterior es posible, ya que las herramientas operan con relaciones matematicas de forma
implicita (recursividad), y no es necesario, en una primera aproximacion, que el estudiante las conozca
para obtener o aproximar la solucion de un problema, o para visualizar una relacion entre variables.
Ademas, la ejecutabilidad de algunas representaciones (obtener la grafica de un conjunto de datos),
puede favorecer el desarrollo de procesos cualitativos de andlisis (Moreno-Armella y Santos-Trigo,
2016). ElI que la herramienta mantenga implicitas diversas relaciones matematicas puede aportar
elementos para que el estudiante desarrolle nuevas habilidades, como elegir una variable independiente,
en una relacion funcional, que sea “apropiada” para resolver un problema particular. En el caso de los
problemas en contextos hipotéticos, las herramientas no tienen influencia aparente en la determinacion
de las hipdtesis 0 supuestos que permiten modelar mateméaticamente el problema; ya que la actividad
con las herramientas parte de la consideracion de un modelo matematico.

En lo que respecta a los aspectos ontoldgico y didactico, Excel apoyo el desarrollo de diferentes
elementos del pensamiento matematico. Sin embargo, en lo que concierne a la generacion de nuevos
problemas, el alcance de Excel fue limitado en la generacion de nuevos problemas, ya que en las tareas
propuestas se utilizd principalmente como una herramienta para implementar procesos que permitieran
aproximar una solucién o como medio para verificar los resultados obtenidos mediante procedimientos
algebraicos. Cuando se buscd determinar la concentracion de medicamente en la sangre, suponiendo
diversas tomas, el ajuste de los datos mediante una funcion continua (y = 500e~%2231%)  permitid a
Miguel formular el problema para determinar la concentracion de medicamento en la sangre
considerando cualquier periodo de tiempo. Esta herramienta se utilizd para formular conjeturas
relacionadas con el comportamiento a largo plazo de un fenémeno. Por ejemplo, los estudiantes
conjeturaron coOmo se estabiliza la concentracion de medicamento en la sangre de un paciente, con base
en la integracion de aproximaciones numéricas y graficas. En este caso, el uso de la herramienta
favorecid que los estudiantes dispusieran de varias fuentes para contrastar la validez de los resultados,
por si mismos, sin esperar que fuese el profesor u otro experto quien avalara esos resultados.

Asimismo, el uso de esta herramienta permiti6 a los participantes variar las hipotesis o
supuestos iniciales de los problemas, con el objetivo de establecer el efecto de estas variaciones. Se
pudo constatar que el uso de Excel amplio algunos elementos del pensamiento mateméatico, como son:
identificar y representar informacion, resolver casos particulares, formular conjeturas y aportar
elementos para justificar y comunicar resultados, lo cual es un indicador del desarrollo de
entendimiento  matematico.

Las principales dificultades que experimentaron los participantes al abordar las tareas fueron:
(1) en el caso del problema con olvidos, solo un participante pudo modelar algebraicamente la situacion
y cuando realizd la exposicion plenaria de su resultado, los demas profesores no comprendieron la
formulacion del resultado, que como se explicO en la seccion de resultados, estuvo basado en la
linealidad del proceso de eliminacion; (2) en este mismo problema, todos los participantes, excepto
Sofia, no advirtieron de los riesgos que supone duplicar una dosis, la cual puede traer graves
consecuencias para la salud, es decir, los profesores no supieron interpretar los resultados matematicos
en términos de la situacion de referencia.
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