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Abstract

Digital technologies open up new routes in the mathematical learning process, not only to obtain
information but also for students to share ideas, interact with each other or with experts in the discussion
of mathematical concepts and ideas. How does the design and implementation of the Activities in a
MOOC based on problem solving and coordinated use of digital technologies influences the construction
and development of the mathematical knowledge of the participants? The results of this study indicate
that the design of the activities and methodology implemented by the MOOC design team in the forums
allowed and gave advantage to the discussion and analysis of how the systematic use of digital
technologies is important in the representation, exploration, understanding of concepts and problem
solving. The participants discussed their mathematical ideas and asked questions, problems and different
ways to solve them.

Resolucion de Problemas, Tecnologias Digitales, MOOC, Disefio de Actividades
1. Introduccién

Las tecnologias digitales influyen cada vez mas en el desarrollo de las actividades diarias de los
individuos; diversas herramientas de comunicacion son frecuentemente utilizadas en la busqueda de
informacidn. Por ejemplo, un estudiante, después de su clase formal, puede consultar a través del uso de
un celular, tableta o computadora: YouTube, Wikipedia o0 KhanAcademy para obtener informacion sobre
conceptos o teoremas. También, es posible que encuentre cursos desarrollados por universidades, donde
durante el desarrollo de las actividades, pueda interactuar planteando y discutiendo sus ideas con sus
comparieros o expertos en el tema. La conectividad esta alterando y cambiando los espacios y tiempos
en los que se produce el aprendizaje (Gross, 2016).

Recientemente, diversas universidades a nivel mundial estan compartiendo Cursos en Linea
Masivos y Abiertos (Massive Open Online Course, MOOC por sus siglas en inglés) en los cuales
cualquier persona puede inscribirse sin importar su nivel de estudios, ubicacion geografica, dominio o
conocimiento previo de la materia. Dependiendo del tema y contenido que aborde un MOOC, puede ser
que se solicite una cantidad minima de requisitos a las personas interesadas. En un MOOC, no existe
una restriccién en cuanto al nimero de participantes (generalmente se inscriben miles), ademas, no existe
un profesor encargado de responder o dar seguimiento puntual a cada participante, sino que cada
participante esta a cargo del desarrollo de sus actividades.

En el campo de la educacion matematica, las propuestas curriculares actuales promueven un énfasis
en la resolucion de problemas y en el uso de herramientas digitales (NCTM, 2009). Los procesos que
intervienen en la resolucion de problemas son: formulacion de preguntas, busqueda de diversos métodos
de solucidn, explorar diferentes representaciones, busqueda de patrones, variantes y relaciones entre
objetos matematicos, presentacion de argumentos, comunicacion de resultados, planteamiento de
preguntas y formulacion de nuevos problemas (Santos-Trigo, 2014). El uso sistematico de tecnologias
digitales resulta importante en los procesos anteriores de la resolucion de problemas, por ejemplo,
Santos-Trigo (2007) argumenta que un Sistema de Geometria Dinamica (SGD), por ejemplo, GeoGebra,
puede utilizarse para integrar los procesos que intervienen en la resolucién de problemas ya que pueden
generar representaciones o modelos dinamicos de los problemas matematicos donde el movimiento de
objetos particulares (puntos, rectas, segmentos, poligonos, etc.) puede ser explorado y explicado en
términos de relaciones matematicas. Asi, las representaciones dindmicas se convierten en una fuente que
involucra a los estudiantes en la reflexién e investigacion matematica.
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Churchill, King, y Fox (2013; 2016) proponen un marco para el disefio de ambientes de aprendizaje
en linea llamado RASE, donde se deben integrar cuatro componentes: Recursos, Actividades, Soporte y
Evaluacion. Asi, para el logro de un aprendizaje, el disefio de las actividades debe:

1.  Contemplar y fomentar la participacion de los estudiantes en un ambiente de reflexion,
colaboracion y discusion vy,

2. Centrarse en un contexto donde las tareas o problemas involucren a los estudiantes en un proceso
de resolucion de problemas.

La pregunta de investigacion que guio este estudio fue: ;De qué manera el disefio de las
Actividades basadas en la resolucion de problemas y uso coordinado de tecnologias digitales y las
interacciones entre los participantes de un MOOC durante el desarrollo de las tareas fomentan la
construccién y desarrollo del conocimiento matematico de los participantes?. En esta investigacion, se
disefiaron cinco Actividades que comprendian tareas o situaciones reflejando la practica de la disciplina,
es decir, utilizar diversas representaciones, encontrar el significado e interpretar la solucion y comunicar
los resultados.

Basandose en las ideas anteriores, se construyd el MOOC llamado: Resolucién de Problemas
Matemaéticos y Uso de Tecnologias Digitales, en la plataforma Open edx, (para mayor informacion
https://open.edx.org/about-open-edx) fundamentado en los marcos de resolucion de problemas y uso de
tecnologias digitales de Santos-Trigo (2014) y el modelo de disefio de ambientes de aprendizaje de
Churchill et al. (2016). Un objetivo planteado durante del disefio de las Actividades del curso fue ofrecer
la posibilidad a los participantes de involucrarse en discusiones relacionadas con los procesos de
resolucion de problemas. Se disefiaron cinco situaciones matematicas, cada una fue representada
dinamicamente utilizando un SGD para que los participantes tuvieran la oportunidad y la posibilidad de:
explorar el problema basados en el movimiento de los objetos presentes, generar conjeturas y justificarlas
a través de argumentos visuales o empiricos y posteriormente, construir un argumento que involucre
propiedades y resultados matematicos. En todo momento, se hizo conciencia en los participantes que el
plantear interrogantes es punto de partida para la comprension de ideas matematicas.

El foro que ofrece Open edx se utiliz6 como un medio de Soporte y Evaluacion, ya que es un medio
de comunicacion entre los participantes y les ofrece la oportunidad de plantear y aclarar sus dudas,
conocer las ideas de sus compafieros y contrastar sus puntos de vista con los de otros (Poveda & Aguilar-
Magallon, 2017). Interesa analizar la forma en que el disefio de las actividades matematicas y las
practicas, tanto de los participantes como del equipo de disefio, durante la implementacién del curso,
promueven aspectos relacionados con el pensamiento matematico: el planteamiento de preguntas y la
busqueda de diversas maneras de responderlas; la formulacién de conjeturas basadas en el movimiento
de objetos matematicos y la cuantificacion de atributos como medida de segmentos, angulos, areas, etc.;
y la busqueda de argumentos que validen y sustenten esas conjeturas transitando desde los argumentos
empiricos y visuales hasta la construccion de argumentos geométricos y algebraicos.

2. Marco Conceptual
Schoenfeld (1992) argumenta que la resolucion de problemas es una actividad esencial en el aprendizaje

de las matematicas ya que es un medio que permite identificar, explorar, probar y comunicar los procesos
de solucion.
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Un aspecto central en el desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes es la adquisicion
de estrategias, recursos® y una disposicion para involucrarse en actividades que reflejen la practica o
actividad matematica (Santos-Trigo, 2008); es decir, identificar y contrastar diversas maneras de
representar y explorar un problema, formular conjeturas y justificarlas, extender las condiciones iniciales
del problema, y plantear nuevos problemas (Schoenfeld, 1985). Por otra parte, diversas tecnologias
digitales proporcionan una base para transformar los materiales de aprendizaje tradicionales y ofrecer a
los estudiantes otras formas para que desarrollen su pensamiento matematico (Santos-Trigo, 2014;
Aguilar-Magallon & Poveda, 2017a).

Asi, las tecnologias digitales juegan un papel importante en resolucion de problemas, por ejemplo,
si un estudiante no puede resolver el problema por falta de informacion sobre un concepto, puede utilizar
Internet para consultarla de manera que le permita continuar con el proceso de resolucion. Borba et al.
(2016) comentan que los estudiantes acceden a sitios de informacion digitales como Wikipedia y
WolframAlpha donde pueden consultar y estudiar conceptos o relaciones matematicas referentes a un
tema especifico, lo que permite a los estudiantes conectar diversos temas y areas de las matemaéticas
(Leung, 2013; Leung & Bolite-Frant, 2015).

En el proceso de resolucion de problemas, el uso de un SGD:

Se vuelve importante para representar inicialmente el problema en términos de sus propiedades
principales y mas tarde para visualizar el problema de forma dindmica. Ademas, esta herramienta
puede ser utilizada para cuantificar los atributos matematicos como areas, perimetros, angulos,
segmentos de longitudes, pendientes, etc., y observar como cambian cuando se mueven algunos objetos
(puntos o lineas) dentro de la representacion del problema (Santos-Trigo & Camacho-Machin, 20009,
p. 275).

Asi, el uso sistematico de tecnologias digitales resulta importante en la representacion, exploracion,
comunicacion y comprension de conceptos matematicos en la resolucion de problemas. Aramo-
Immonen, Karkkéinen, Jussila, Joel-Edgar, y Huhtaméki (2016) afirman que el foro proporciona la
oportunidad para un aprendizaje activo y colaborativo en un MOOC; también, argumentan que el caracter
abierto y masivo favorece las interacciones entre sus participantes. Seguin Sinclair y Kalvala (2015), la
eficacia de un MOOC depende del tipo de actividades o tareas propuestas a sus participantes; sugieren
que éstas deben generar y promover un ambiente de discusion para el intercambio de ideas de manera
que atraigan la atencidn de los participantes, les planteen retos y fomenten su curiosidad.

Churchill et al. (2016) argumentan que se necesita un modelo para el disefio de ambientes de
aprendizaje que proporcione, a profesores e investigadores, pautas para utilizar tecnologias digitales en
el contexto de la ensefianza y aprendizaje. En esta direccion, proponen el modelo de disefio RASE que
integra Recursos, Actividades, Soporte y Evaluacion. Los Recursos, se refieren a los materiales
disponibles a los estudiantes: videos, documentos digitales, calculadoras, modelos dinamicos elaborados
en un SGD, etc. Las Actividades tienen como objetivo involucrar a los estudiantes en el proceso de
aprendizaje, en esta ruta, recomiendan utilizar la resolucion de problemas. El Soporte se refiere a que se
deben incluir diversos medios de comunicacion que permitan a los estudiantes obtener ayuda o
retroalimentacion en el momento en que lo necesiten y fomentar su independencia del profesor o tutor.
Cuando un participante del MOOC comparte sus ideas o resultados obtenidos, puede modificar o refinar
sus conceptos, ideas y estrategias de resolucion de problemas.

1 Son todos los conocimientos que un individuo puede utilizar cuando se enfrenta a una situacion matematica especifica (Schoenfeld, 1985).
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La Evaluacion enfatiza que se debe crear conciencia en los estudiantes sobre reflexionar acerca de
la retroalimentacion recibida para que continden su proceso de aprendizaje. Durante el disefio de las
Actividades del MOOC, los problemas matematicos deben ser vistos como un medio para que los
participantes planteen preguntas y busquen diversas formas de contestarlas con ayuda de los Recursos o
interactuando entre ellos. El objetivo es que el participante desarrolle el h&bito de cuestionamiento que
le ayude a resolver problemas en matematicas; asi como en cualquier disciplina del conocimiento
humano.

En el MOOC Resolucion de Problemas Matematicos y Uso de Tecnologias Digitales, el objetivo
del disefio de las Actividades fue que las tareas matematicas permitan a los participantes mover los
objetos de un modelo dinamico del problema, identificar visual o empiricamente las relaciones entre
éstos y conjeturar una posible solucién del problema. Su validacion transita desde el uso de argumentos
empiricos o visuales hasta la presentacion de una prueba o demostracion matematica. En esta ruta, un
aspecto importante a incluir es un medio de comunicacién que funcione como Soporte donde los
participantes puedan plantear alguna interrogante o idea en cualquier momento Yy recibir
retroalimentacion, asi, pueden reflexionar y tomar decisiones, como proceso de Evaluacion, hacia el
cumplimiento de sus objetivos de aprendizaje.

3. Metodologia

Se describen los elementos del disefio del MOOC, sus participantes, metodologia utilizada durante la
implementaciédn del curso y la forma de organizar y analizar los datos obtenidos.

3.1 Disefo de las Actividades

El curso pretende enfatizar que el aprendizaje de las matematicas requiere problematizar o cuestionar las
tareas o situaciones, pensar distintas maneras de resolver un problema, comprender y utilizar diversas
representaciones, encontrar el significado e interpretar la solucién y comunicar los resultados. Mediante
este proceso, las preguntas se convierten en un medio que permiten a los participantes construir,
desarrollar, refinar, o transformar sus formas de comprender y resolver problemas. Para ello, se utilizaron
diversos Recursos, Actividades, medios de Soporte y formas de Evaluacion. Los Recursos incluyeron
representaciones dindmicas de los problemas elaborados en GeoGebra, vinculos a la plataforma
Wikipedia y videos de KhanAcademy que permitan el estudio y consulta de conceptos o relaciones
matematicas.

Las Actividades comprendieron problemas matematicos con la finalidad de que los participantes
fomentaran sus procesos de construccion o desarrollo del pensamiento matematico. En cada Actividad
se resalto:

1.  El'movimiento de los objetos. Inicialmente, se proporciona a los participantes un modelo dinamico
que contiene figuras simples con el proposito de que identifiquen y conecten los conceptos o
propiedades matematicas asociadas al problema que representa. Los Recursos tienen la finalidad
de permitir a los participantes extender o refinar su conjunto de conocimientos e involucrarse en
los procesos de resolucion de problemas.

2. Formulacion de conjeturas. Durante el desarrollo de cada Actividad, el trabajo de los participantes
es plantear interrogantes sobre el comportamiento de algunos atributos de los objetos presentes y
formular conjeturas que pueden ser sustentadas o refutadas utilizando argumentos visuales o
empiricos.
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3. Justificacion de conjeturas. Toda conjetura propuesta por los participantes debe ser justificada. Asi,
las Actividades propuestas, promueven y cuestionan al participante para que construya y presente
un argumento que involucre propiedades y resultados matematicos. Por ejemplo, se pueden incluir
resultados geométricos, argumentos de calculo o geometria analitica.

El medio de Soporte fue el foro de discusion ya que ofrece la posibilidad de que los participantes
planteen sus dudas, compartan ideas y participen en las discusiones generadas en el desarrollo de las
tareas. Asi, el trabajo de los integrantes puede ser un punto de referencia para que otros retomen o
extiendan las ideas, las contrasten y discutan. Ademas, el foro es un medio para que los participantes
reciban retroalimentacion acerca de las ideas que plantean, esto les permite realizar un analisis y reflexion
como parte de la Evaluacion.

El MOOC se desarroll6 en la plataforma Open edx, parte de la Secretaria de Educacion Publica de
México (para mas informacion https://mexicox.gob.mx). La estructura del curso, las actividades y sus
objetivos se muestran en la Tabla 7.1.

Tabla 7.1 Estructura de las actividades del MOOC

Conjunto de actividades Objetivos
Sesidn de trabajo 1 (una semana). Relacionar las actividades de resolucion de problemas con el
Importancia de formular preguntas. aprendizaje de las matematicas. Promover que los estudiantes formulen

preguntas como un camino para comprender ideas matematicas y
resolver problemas.

Sesidn de trabajo 2 (una semana). Importancia del movimiento de objetos y la medicion de atributos tal
El problema de los granjeros: Dividir un cuadrado | como el area de figuras geométricas.

en dos areas iguales. Resaltar la bisqueda de diversas maneras de resolver el problema y

plantear preguntas para extenderlo.

Sesidn de trabajo 3 (una semana). Comprender el concepto de punto simétrico, explorar el modelo
Un problema de construccion: un tridngulo | dindmico en blsqueda de relaciones o invariantes y justificar o refutar
isdsceles entre dos rectas paralelas. las conjeturas planteadas utilizando argumentos matematicos.

Sesién de trabajo 4 (dos semanas). Mover objetos, observar el movimiento de las figuras y formular

El segmento y su recta mediatriz, el tridngulo |algunas conjeturas sobre su comportamiento tras el movimiento.
isésceles., el triangulo equildtero y el tridngulo |Justificar o refutar las conjeturas que se identifiquen en una primera
rectangulo e isdsceles. fase, la explicacion puede estar sustentada a partir de argumentos
visuales o empiricos, para posteriormente construir y presentar otro tipo
de argumentos (geométricos, algebraicos, etc.).

Sesién de trabajo 4 (dos semanas). Introducir al participante en el estudio de lugares geométricos como una
La parabola como lugar geométrico. Explorar el |estrategia para resolver problemas.

comportamiento del area de una familia de
rectangulos de perimetro fijo que se puede modelar
a través de un lugar geomeétrico.

Fuente: Elaboracion propia
3.2. Implementacion del MOOC, sus participantes y procedimientos

El MOOC tuvo una duracion de siete semanas Y el requisito solicitado a los interesados fue poseer o estar
cursando estudios de nivel medio superior y se plantearon cinco Actividades, donde, durante su
desarrollo, los participantes, tenian la posibilidad de expresar sus ideas en el foro, las veces que
consideraran necesarias. El equipo de disefio del MOOC (ED) monitore0 la actividad de los participantes
en los foros de la siguiente manera:



125

1.  Dado que es probable que muchos comentarios planteados por los participantes se repitan y generen
una gran cantidad de informacion que, en lugar de ayudarlos, los confundan o provoquen que
pierdan el interés en presentar sus ideas, en cada Actividad se clasificaron los comentarios en cuatro
categorias: respuestas a las preguntas que planteaba cada Actividad, acercamientos hacia la
solucién del problema (correctos e incorrectos), preguntas planteadas y, extensiones del problema.
Posteriormente, se eliminaron aquellos que tenian ideas similares; se tomaron dos comentarios de
cada categoria y fueron colocados de tal forma que se mostraran al inicio de las conversaciones,
asi los participantes les daban prioridad a estos comentarios para analizarlos y discutirlos.

2. Seintervenia en el foro sélo cuando se requeria orientar y extender la discusion. No se respondian
de manera directa las preguntas de los participantes, sino que, se planteaban preguntas con el
objetivo de generar discusion y que ellos mismos buscaran diferentes formas de solucionar la
situacion.

3. Alfinal de cada Actividad, se plante6 una serie de preguntas para promover la ampliacion del tema
y que los participantes buscaran extender los problemas iniciales.

Los datos de este estudio se recolectaron por medio de los foros de discusion. La unidad de analisis
fueron las conversaciones de los participantes en cada Actividad. Ernest (2016) argumenta que en la
conversacion como unidad de analisis intervienen: un hablante/proponente, un oyente/critico y un texto
matematico. El hablante/proponente plantea una idea y el oyente/critico responde proporcionando su
punto de vista, aceptando o modificando la idea original. Posteriormente, el hablante/proponente puede
asumir el rol de oyente/critico, de esta manera, se alternan sus roles.

Al finalizar el curso, el equipo de disefio del MOOC, hizo una recapitulacion de las conversaciones
en cada Actividad del curso y selecciond diez de los participantes mas activos durante todo el curso
(Yolanda, Karol, Alejandra, Alex, Carlos, Diego, Erick, Guillermo, Jhon y Alan), este conjunto se
denomina Grupo. Interesa analizar como el disefio de las Actividades y las interacciones en el foro
fomentan el proceso de construccion y desarrollo del conocimiento matematico, de los participantes:
¢ Como interpretaron los participantes los objetos matematicos presentes en las construcciones dinamicas
que representan los problemas? ;Qué propiedades asociaron a los conceptos? ;Qué significados
matematicos construyeron? ¢ Que estrategias de solucidn asociadas a un SGD utilizaron? ; Qué preguntas
planteaban y cémo las respondian? y Cémo influyd la metodologia utilizada por el equipo de disefio
durante la implementacion del MOOC?

4. Presentacion de Resultados

En esta seccién se discute una de las Actividades del MOOC. El problema inicial fue: Dos granjeros
desean sembrar un terreno que tiene forma de un cuadrado. ;Como dividir el terreno para que cada
granjero siembre exactamente la misma area? ¢Existen varias formas de hacer esa divisién? En cada
Actividad se discute una solucion diferente al problema.

4.1. Solucion 1

En esta primera solucion, los Recursos comprenden construcciones dinamicas de un cuadrado, enlaces a
Wikipedia y un conjunto de preguntas para guiar el trabajo de los participantes. En el modelo dinamico
del cuadrado (terreno), se trazan los puntos P y Q sobre los DC y AB, respectivamente, y la recta PQ que
divide al cuadrado en dos regiones. Se resaltan los valores de las areas de los cuadrilateros AQPD y
QBCP (Figura 7.1). Se cuestiona a los participantes sobre: Al mover los puntos A4, B, P y Q ;Que ocurre
con las areas de las regiones? ¢ Donde situar los puntos P y Q para que las areas de las regiones AQPD y
QBCP sean las mismas?
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Figura 7.1 Soluciones de Karol

Area QBCP=22.91

@
A Q B
6
Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro

Alan, Karol, Alejandra, Carlos, Erick, Guillermo y Jhon coincidieron en que al mover los puntos
Py Q es posible obtener regiones de areas iguales y se basan en el movimiento de objetos y la medicion

de areas para determinar algunas soluciones: P=CyQ = A; P =D y Q = B; y PQ mediatrizde DC
(Figura 7.2).

Figura 7.2 Soluciones de Karol

Alejandra tiene razon cuando dice que la solucion es cuando la recta PQ
es una diagonal, pero noten que existen mas soluciones: 1. PQ es

perpendicular a DC y pasa por su punto medio, es decir, PQ es mediatriz
de DC.

Relacionado con: Problema 1 / Problema 1. Foro 4. Sol 1. Justificacion

Esta publicacion es visible para todos.

Fuente: MOOC Resolucidn de problemas matematicos y uso de tecnologias digitales

Ninguno de los participantes logro observar la solucion general: Si PQ pasa por O (centro del
cuadrado) entonces el area AQPD = area QBCP. En las conversaciones, Karol compartié imagenes de
cuatro soluciones basandose en argumentos visuales (valor del area de cada region) pero no identifica
invariantes: no observé que, en todas las figuras que compartio, PQ pasa por O (Figura 7.3). EI ED no
intervino ya que en la siguiente parte de la Actividad se incluyé una serie de preguntas para que los

participantes exploraran y formularan una conjetura de la solucién del problema relacionada con el centro
del cuadrado.



Figura 7.3 Soluciones de Karol

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro
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En la siguiente parte, la conjetura, se cuestiond a los participantes: ¢ Qué propiedad cumple la recta
PQ para aquellos casos en que las reas de las regiones son las mismas? ¢Resulta importante el centro
del cuadrado y la posicidn de la recta que divide al terreno en regiones de la misma area? Los participantes
exploraron y observaron algunas invariantes en los objetos involucrados en el problema. La Tabla 7.2
muestra la conjetura planteada por Alan y Erick y un resumen de las interacciones en el foro.

Tabla 7.2 Conjeturas formuladas por los participantes y sus interacciones en el foro

Conjetura planteadas por los participantes

Interacciones en el foro

Resultados

Alan construy6 un modelo dindmico del problema, lo
compartié y formul6 la conjetura: “Si E es el centro del
cuadrado entonces se obtienen areas iguales si GE=FE”.

|
D\C C

\GE =3.41

E

acoaroTOAFSB
mGE} m@ F)

EF = 3.41

A Nk
X

Guillermo mencioné que toda
recta que pasa por el centro tiene
dicha propiedad, por lo cual, la
conjetura se puede expresar
utilizando el centro del cuadrado.
Otros participantes, ninguno del
Grupo, opinaron igual.

Alan menciona que la
solucién general se obtiene
cuando larecta PQ contiene
el centro de cuadrado.

Erick: “Si PQ pasa por el centro del cuadrado entonces se
convierte en un eje de simetria, por lo tanto, las areas son
iguales”. Carlos, Karol, Jhon y Guillermo presentan el
mismo argumento.

ED: “,Qué es un eje de simetria?
¢Como se define el eje de simetria
de un cuadrado? ¢ Cuantos ejes de
simetria tiene un cuadrado?” Los
participantes, compartieron 'y
comentaron  informacion  de
Wikipedia sobre el eje de simetria,
concluyeron que la conjetura es
falsa.

Los participantes
analizaron el concepto de
eje de simetria de un
cuadrado, para ello, P,
compartié informacion de
Wikipedia.

Concluyeron que los ejes de
simetria del cuadrado son:
cada diagonal, la mediatriz
de los lados.

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro
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Para extender la discusion y guiar a los participantes en sus exploraciones, el ED cuestiond:
“;Cudntas soluciones existen?” Jhon, Karol y Alejandra coincidieron en que: “Existen infinitas rectas
que pasan por el punto O y cortan a los lados opuestos del cuadrado, por lo tanto, se tienen infinitas
posibles formas de dividir el un cuadrado en dos regiones de area igual”. Las ideas mostradas en la
Tabla 7.2 y la pregunta complementaria que plante6 el ED sirvieron para identificar que la solucién al
problema se obtiene cuando PQ contiene a O, ademas, las soluciones son infinitas. Al final de las
discusiones en el foro, los diez participantes del Grupo formularon su primera conjetura: “Si la recta PQ
pasa por el centro del cuadrado entonces PQ lo divide en dos dareas iguales”’, basados en el movimiento
de Py Q y en la medicion de las areas de los dos poligonos que dividen el cuadrado.

Una vez que los participantes formularon una conjetura basada en las estrategias del movimiento
de objetos y la medicion de sus atributos, la siguiente parte consistio en hacerlos transitar a la basqueda
de relaciones matematicas que sustentaran la conjetura. Para ello, se les proporcion6 el modelo dindmico
del problema representado en la Figura 7.4, el cual consistié en una modificacion de la construccion
original (ver Figura 7.2) ya que el punto @ no es mavil. Se les solicitd mover el punto P y observar que
pasa con las areas de las regiones que se generan, ademas, cambiar la longitud de lado del cuadrado
(moviendo A 6 B). Luego, se plantearon las siguientes preguntas: ;Como se sustenta mateméaticamente
la conjetura planteada? ;Qué conceptos, propiedades y recursos matematicos podemos usar para
sustentar y demostrar la conjetura?

Figura 7.4 Modelo dinamico en la parte de Conjetura de la Actividad

D C Area OBCP=18

Fuente: Actividad del MOOC Resolucion de Problemas y uso de Tecnologias Digitales

En esta parte de la Actividad participaron ocho de los diez integrantes del Grupo, Yolanda y
Alejandra no compartieron sus ideas en el foro. Todos discutieron y concluyeron la justificacion 1 que
muestra la Tabla 7.3, Alex recopilé las ideas, construyd y presentd un modelo dindmico que muestra la
solucion. Un participante que no pertenece al Grupo (P,) presentd otro argumento para la justificacion
de la conjetura (justificacion 2 de la Tabla 7.3), Diego y Karol afirmaron estar de acuerdo en las ideas,
pero faltd justificar la congruencia de los rectangulos AQKD y LBCP.
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Tabla 7.3 Justificaciones, recursos y estrategias discutidas en el foro

Justificaciones presentadas por los particiopantes Recursos y estrategias de exploracion y solucién

Justificacion 1 (Grupo) Recursos: Propiedades del cuadrado y sus
: diagonales, angulos entre paralelas, angulos
opuestos por el vértice y congruencia de
triangulos.
Estrategia: Colocar un punto movil P sobre el
lado DC, construir la recta PO y trazar las
diagonales del cuadrado.
Justificacion: ADOP = ABOQ (por el criterio
ALA), asi DP = BQ, por lo tanto, los trapecios
AQPD y QBCP son congruentes y tienen area
A igual.

A

Se trazan las diagonales AC y BD, O es su punto de interseccién. El
triangulo DOP es congruente con el triangulo BOQ ya gue tienen dos
angulos correspondientes congruentes y el lado correspondiente entre
ellos también es igual, asi, DP y BQ son congruentes. los cuadrilateros
AQPD y QCCP tienen la misma area.

Justificacion 2 (P, Diego y Karol) Recursos: Propiedades del cuadrado, congruencia
I p c de tridngulos, &ngulos entre paralelas, propiedades
4 il de rectas paralelas y perpendiculares.
Estrategia: Colocar el punto mévil P sobre DC,
3 trazar la recta PO 'y construir rectas
perpendiculares a DC y AB que pasan por Py Q,
) 0 respectivamente.
irea de PCBQ = 8 Just,ificacién: AQKP = APLQ (LAL) y los
1 . rectdngulos AQKD y LBCP son congruentes (no
hrea de lDPQA =8 proporciona argumentos).
2PN aQ 2 3L g 5

como vemos en esta imagen, si descomponemos las areas que se
generan al atravezar un cuadrado con una linea que pase por su centro,
podemos observar que cada lado esta compuesto por el area de un
rectangulo y un triangulo, y que tienen las mismas medidas que las
figuras complementarias, este argumento de forma grafica, demuestra
que las areas son iguales. Los triangulos QKP y PLQ son congruentes
por el criterio LLL. También los rectdnqulos son conaruentes.

,,,,, Problema 1 / Problema 1. Foro 4. Sol 1. Justificacion

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro

Diego planteo la pregunta: “;Como sabes que AQ=PC?”, P, compartio un modelo algebraico
tratando de justificar la conjetura (Figura 7.5), pero no sustenta que AQ=PC. Posteriormente, el ED
realizd la misma pregunta, otro participante que no pertenece al Grupo compartié una imagen (Figura
7.6) donde utilizé las ideas de la justificacion 1 de la Tabla 7.2 para mostrar, por congruencia de
triangulos, que AQ=PC.
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Figura 7.5 Solucion algebraica de P, Figura 7.6 Justificacion AQ=PC

¢ Como sabes que AH=CG? El triangulo EPO es
congruente con el triangulo FQO, por ALA. Asi EP=QF.
Por otra parte, DE=FB por lo tanto AQ=PC

r bxq:= ak

D

poligonol

= Q
oses por LIVF840825HOCNCR02 /

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro. Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro.

Con el objetivo de buscar otras soluciones al problema, el ED planted en el foro: ““¢ Existe otra
opcion para dividir el terreno? ;Cudntas?”. Guillermo fue el Unico que propuso otra solucién al
mencionar que se puede hacer la division del terreno similar a un tablero de ajedrez donde la suma de las
areas de los cuadrados blancos es igual a la suma de las areas de los cuadrados negros (Figura 7.7).

Figura 7.7 Solucion de Guillermo

Si, por ejemplo -dado que no hay limitaciones en la division-,
dividiendo el cuadrado como tablero de ajedrez y que uno tomo los
cuadros blancos y otro los cuadros negros.

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro

4.2 Solucidn 2

En la busqueda de otras soluciones, la siguiente Actividad proporcioné a los participantes un nuevo
modelo dindmico del cuadrado, donde el punto P esta en su interior (Figura 7.8); se les solicitd mover el
punto P y observar que, efectivamente, P pertenece al interior del cuadrado ABCD: ¢ Qué regiones se les
puede asignar a los grajeros para que cada uno siembre la misma area?
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Figura 7.8 Modelo dinamico del cuadrado en la Solucion 2

6 Mostrar mas...

D C
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Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro

Los participantes exploraron, a través del movimiento de objetos y presentaron algunas soluciones

(Tabla 7.4, P, y P, son participantes no pertenecientes al Grupo).

Tabla 7.4 Ideas e interacciones de los participantes en el foro

Ideas iniciales planteadas en el foro

Discusiones en el foro

Karol indica que es posible determinar una solucion al problema cuando P
pertenece a una de las diagonales del cuadrado o a la recta que une los puntos
medios de ABy DC.

Para ayudar alos granjeros podria decirlas gue pueden tomar cualesquiera dos regiones de
por ajempla

o : o . :
= = g . n
T \‘\ //” “\\ / N
. . 4 .

/

!
7
!
-
-
3

por ejemplo del primer cuadro uno toma el color maorado y el otro los que faltan, v asi con los
demais cuadros repartiéndolos de forma equitativa, sin embargo, hay que buscar la realidad
del contexto, ¥y una divisién del terremo como en cuadro 3 no seria algo muy usual, asi gue le
diria a los granjeros que dividan el terreno come en la figura 2 para cumplir su labar,

Relaclonada con: Problema 1/ Probidema 1. Fore 5, Sol 2. Movimienio

ESIa publscagonm &5 visible para 1oaos,

Los 10 participantes del Grupo comentaron
que al mover los puntos A, By P se pueden
obtener las soluciones cuando: P coincide
con alguno de los vértices, P es el punto
medio de un lado o P es el centro del
cuadrado.

Ningln participante observé invariantes
entre los objetos o sus atributos. No
formularon una conjetura general.

Participante P,

Al mover P siempre se forman 4 triangulos

Relacionado con: Problema 1 / Problema 1. Foro 4. Sol 1. Justificacion

Esta publicacion es visible para todos.

Carlos y Alejandra: “Mueve el punto P de
tal forma que coincida con un vértice o que
esté sobre un lado? ¢Cuéntos tridngulos se
forman?”

Participante P,:

P debe coincidir con cualquier vértice

Relacionado con: Problema 1/ Problema 1. Foro 4. Sol 1. Justificacion

Esta publicacion es visible para todos.

Carlos le indica que existen mas
soluciones: “Mueve el punto P, sin
importar su posicion, mientras esté dentro
del cuadrado, la suma de las areas de los
triangulos opuestos es la mitad del area del
cuadrado”.

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro
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Alex formula la conjetura: “Si P esta sobre la mediatriz de cualquiera de los lados entonces se
tiene que la suma de las areas de los triangulos opuestos es la mitad del area del cuadrado”. Este
comentario, no recibid ninguna respuesta ya que no fue jerarquizado por el ED.

Al igual que en la Solucion 1, el ED no intervino, pues el disefio de la Actividad, en la siguiente
seccion (Conjetura) guia a los participantes a mover el punto P y observar la medida del area de cada
uno de los triangulos que conforman el cuadrado: ¢Es posible identificar alguna relacion entre los valores
de las areas? ;Se cumple esta relacion para cualquier posicion del punto P? ¢Al variar la posicion del
punto P, qué ocurre con la suma de las &reas de los triangulos APB 'y DCP?

Todos los integrantes del Grupo formularon y compartieron la conjetura: Si P es un punto que esta
dentro del cuadrado, la suma de las &reas de los triangulos opuestos es la mitad del area del cuadrado.
La sustentaron utilizando argumentos visuales y empiricos: el movimiento del punto P y la medicion de
areas. Una vez establecida la conjetura, con el objetivo de buscar formas de justificarla utilizando
relaciones matematicas, se proporciono a los participantes una modificacion del modelo dinamico que se
muestra en la Figura 7.8, se incluyeron las rectas FH y GE que pasan por Py perpendiculares a DC y
AB, respectivamente (Figura 7.9). (Como validar mateméaticamente esta conjetura? ;Qué propiedades
son importantes para presentar un argumento que sustente la conjetura? ;Qué propiedades tienen los
triangulos que se generan al trazar las rectas perpendiculares a los lados que pasan por el punto P?

Figura 7.9 Modelo dinamico del cuadrado en la Justificacion de la Solucion 2

D E C
12
F
ul & iH
[
Area ABP + Area DCP = 72
0
°
60
—| Mostrar mas...
{ g B
A G

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro

Karol menciond que, al trazar las rectas perpendiculares que pasan por P y mediante congruencia
de tridangulos, se puede justificar la relacion entre sus areas, sin embargo, no especifico cuales triangulos
tomar ni los criterios de congruencia a utilizar. Alan y Jhon retomaron tales ideas y utilizaron el criterio
de congruencia de triangulos LLL y LAL para justificar la conjetura. Alex observo la existencia de
triangulos rectangulos congruentes y presentd un modelo algebraico para sustentar la conjetura,
finalmente, Diego planted otra justificacion basada en el movimiento del punto P y la cuantificacion de
las sumas de las areas de los triangulos opuestos. La Tabla 7.5 muestra el detalle de las justificaciones.
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La justificacion de Diego generd una discusion entre varios de sus comparieros, algunos, en el
proceso de comprension de las ideas, utilizaron argumentos algebraicos para comprobarlo, sin embargo,
no fueron del todo correctos. Por ejemplo, el participante P, comparti6 un modelo algebraico para
justificar la conjetura basado en un caso especial (cuadrado de lado 6), Karol y Alejandra le
proporcionaron retroalimentacion referida a que la justificacion matematica se debe hacer en forma
general y no en un caso especifico. Posteriormente, P, agradecid en el foro a Karol y Alejandra por la.

La Tabla 7.6 muestra los detalles.

Tabla 7.5 Justificaciones de la conjetura y los recursos utilizados

Solucién 2

Comentarios en los foros relacionados con la justificacion de la

Recursos y justificacion utilizados

Alany Jhon

Al trazar rectas perpendiculares en P se forman rectdngulos cuyas
diagonales vendrian a ser los lados de los tridngulos acutangulos
generados en el cuadrado. En cada rectangulo se formo dos tridangulos
rectangulos. Para demostrar la conjetura utilizariamos |a altura y la base
de cada de cada rectangulo, lo dividimos en 2 y seria el area de cada
triangulo rectangulo, sumamos las areas de acuerdo al color y
demostrariamos que la suma de los triangulos opuestos por el vértice P
son iguales al otro para de tridngulos también opuestos por el vértice.
Los tridngulos AGP y AFP son congruentes ya que cumplen el criterio de
congruencia LLL y AP es diagonal del rectangulo AGPF. Los triangulos
FPD y EPD son rectangulos congruentes por LLL, igual para PEC y PHC vy
GBP y HPB, por lo tanto la suma de las areas de los tridngulos DCP y
ABP es igual a la suma de las areas de APD y BCP.

Relacionado con: Prablema 1/ Problema 1. Foro 7. Sol 2. Justificacion

Esta publicacién es visible para todos.

Recursos: Propiedades de rectas paralelas y
perpendiculares, tridngulos rectangulos
congruentes.

Justificacion 1.

AAGP = AAFP (por LLL, AP es diagonal del
rectangulo AGPF.

AFPD = AEPD (por LLL)

APEC = APHC (por LLL)

AGBP = AHPB (por LLL)

Por lo tanto, ADCP + AABP = Area AAPD +
ABCP.

Alex

Prapenga |y siguiente juseificseidne fUSTIFICACK RN DE LA COMJETURS, Caloulermas e drea de
Do == . CEHF

2 2

lzs rridngules APD y BOP 3 sumémaslas:

Ahora ben, dade que los segmences DA v CE sen lades del cueadrade, entences tenen la
MSma |, Por o gue se pueden establecer las siguienies igualdades:

DAEF | CEHP Db [
" = S (FP=FH) = =2 (FH)

2 2
Andlogamente caltulemos la sema de las Sreas de los rrilinguias DRC v ABF y usernos
data de que los segrmentas BC y AB tenen b misma lengiud par ser lados ded cuadrades:
g ;
Dc;:p N .i.EIEPG - Df[Em-Fﬂ@j - DZC E6)

Por otre lado, OO dene la misma longitud gue FH. wa gue kos sepgmentos AD w BC som
paralelss por serlados del cuadrade. Por el Eme aRgumento DA &5 Cengrusnte con EG

ancll CDeC ., _ DA . - I e
D 2510 conclEmas Qe T[EG} - = [FH) Que es o gue quariamos Justificar

Relarionacss con Problema § X Prosiema U Forn 7. 50l T Justificssicn

Recursos: Triangulos congruentes.
Justificacion: El area de AAPD y ABCP es igual
a
AD - FP+BC- HP AD-BC
2 2
AB - AB

(FP + HP)

2
dado que AD = BC y FP + HP = FH = AB.

Diego

Las suma alturas de los triangulos DCP y ABP se mantienen constantes
cuando se mueve P, y su valor es igual a la longitud del lado del
cuadrado. La suma de las areas de los tridngulos DCP y ABP es igual a
la mitad del area del cuadrado ya que la suma de esas areas es
AB*GP/2 + DC*EP/2=AB(GP+EP)/2=AB(BC)/2=AB*AB/2.

Relacionado con: Problema 1/ Problema 1. Foro 7. Sol 2. Justificacion

Esta publicacion es visible para tedos.

Justificacion: La recta perpendicular al lado DC
que pasa por P es altura de los triangulos
DCP y ABP. Asi, la altura de los tridngulos DCP
y ABP varia pero su suma no y la suma de sus
areas es igual a la mitad del &rea del cuadrado.

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro
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Una vez que los participantes compartieron y discutieron las soluciones anteriores, el ED plante6
la siguiente pregunta en el foro: “; Se podra determinar otra solucion diferente a las anteriores para dividir
un cuadrado en dos areas iguales? ;Qué otras preguntas se pueden plantear?”.

Tabla7.6 Interacciones en el foro y los resultados obtenidos

Idea inicial de P,.

Interacciones en el foro

Resultados

AD=6

Aren del Tridngslos - \ DEC+ [\ AEB
§z+ 3y = 3z + y); Reemplazando aclores
= zsy)=FG=18

Transcripcién de las ideas de

3x+3y=3(x+y)=3=*
6 = 18.(50% del é&rea del

Lo que representa el 30° [0 del drea cvadradado,

cuadrado).

Se  justifica la

o s P.FE+El=6 conjetura de Diego
o Seax+y=6. utilizando un
FE-Ei=¢ Area de ADEC + AAEB = modelo algebraico.
Swm:ziy=6

Se establece que las
demostraciones no
se pueden basar en

5 . casos especificos.

m T |
. Karol: “No se deben tomar
d [ : valores especificos (lado del
8= | cuadrado igual a 6 unidades

lineales)”.
Alejandra: “La justificacion
se debe realizar en general”.

Relacionado con: Problema 1/ Problema 1. Foro 7. Sol 2. Justificacion

Esta publicacién es visible para todos.

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro

La Tabla 7.7 muestra otra solucion del problema donde el participante P, (no perteneciente al
Grupo) construyd y compartié en el foro un nuevo modelo dindmico del problema con otra solucion,
basandose en la estrategia que utilizé Diego (Ver Tabla 7.5). Karol, Jhon y Alex discutieron y aprobaron
la solucion y su justificacion, ademas, mencionaron que el uso de herramientas digitales tal como
GeoGebra, fomenta este tipo de soluciones.

Tabla 7.7 Otra solucion al problema propuesta por P,

Recursos, estrategias y justificacion
Recursos:  Propiedades de  rectas
perpendiculares.

Estrategia: Colocar un punto mévil E sobre DC, trazar la
recta m perpendicular a DC que pasa por E. Colocar dos
puntos méviles F y G sobre m.

Justificacion 1: La suma de las alturas de AAFD y ABCG es
constante e igual a AB sin importar la posicién de E,F y G,
por lo tanto Area AAFD + Area ABCG es la mitad del area
del cuadrado.

Justificacion 2: Trazar rectas paralelas a los lados que pasan
por los puntos méviles para obtener tridngulos congruentes.

Solucién de P,
D E C

paralelas vy

L
Area DCGBAF= 16.7

F

Area de DFA = 3.01
Area de CGB = 13.7

A B

Como menciond Diego, la suma de las alturas de los tridngulos AFD y
BCG es constante y es igual al lado del cuadrado, sin importar la medida
de su lado. Si sumamos las areas de los tridngulos DFA y CGB se tiene
que es igual a la mitad del drea del cuadrado, anteriormente Diego lo
justificé: area DFA + area CGB= AD*AB/2=AB*AB/2 (AD=AB).

Relacionado con: Problema 1/ Problema 1. Foro 5. Sol 2. Movimiento

Esta publicacién es visible para todos.

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro.
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4.3 Solucién 3

Con el objetivo de que los participantes buscaran otras soluciones al problema, se les proporciond un
nuevo modelo dindmico que representa un cuadrado de lado AB, un punto movil P en su interior y las
rectas perpendiculares a los lados que pasan por P (Figura 7.10). Se cuestiona a los participantes sobre
cdémo asignar a los granjeros areas iguales. A diferencia de la Solucion 1y 2, el modelo dinamico no
incluyo la medida del area de cada region.

Figura 7.10 Modelo dindmico del cuadrado Solucion 3

D F C
E P G
o]
®
A H B

Fuente: Actividad del MOOC Resolucion de Problemas y uso de Tecnologias Digitales

En esta parte, solo participaron Alan, Karol, Alejandra y Alex del Grupo. Todos plantearon la
conjetura: El &rea asignada al primer granjero puede ser la del cuadrilatero EFGH y la del segundo el
area restante.

Karol complemento las ideas de otros participantes y proporciond informacion adicional
relacionada con recursos matematicos, por ejemplo, comparte un link sobre la congruencia de triangulos
de Wikipedia para clarificar el tema a un participante que no lo recordaba. Alan retomd esta idea y
presentd una justificacion no valida, Alex y Karol le proporcionaron retroalimentacion al mencionarle
los errores. Alan afirm6 comprender, la Tabla 7.8 muestra los detalles de la conversacion.

Tabla 7.8 Justificacion de Alan y la retroalimentacion proporcionada por otros

Idea de Alan Interacciones en el foro Resultados

Alan: Utiliz6 el teorema de Pitagoras para determinar | Una justificacion no se debe basar
las diagonales de los cuadrados y rectangulos, utilizd | en casos especiales sino se debe
c | areas de triangulos para concluir que el area del | hacer en forma general.

" T , cuadrilatero EFGH es la mita del cuadrado original.
a3 ~~_ Alex y Alejandra coment6 que para ciertas posiciones | EI movimiento de objetos permite
N\ & = _ del P la justificacion es valida, sin embargo, no se | observar rapidamente casos donde

: >l abarcaba la totalidad de los casos. la justificacion no funciona.

. ) Karol y Alejandra: “;Qué sucede si PECF no es
o b A cuadrado? Mueve el punto P hacia el lado AB”.

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro
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Una vez concluida la Actividad, el ED planteo en el foro la siguiente pregunta: “Hemos divido a
un cuadrado en dos regiones de igual darea ;jqué otras preguntas podemos plantearnos?”. Un
participante, no perteneciente al Grupo, menciond que, tras seguir el mismo proceso para dividir el area
del cuadrado en dos partes iguales, al mover el punto P, observé que la solucion funcionaba también para
el rectangulo, pero no para cualquier otro tipo de cuadrilatero y presento en el foro la pregunta: ““; existe
alguna forma de dividir cualquier cuadrilatero en dos areas iguales?”.

El comentario fue jerarquizado por el ED, quien al percatarse que no recibia respuesta, planteo la
pregunta: “;Serd posible determinar un cuadriltero inscrito dentro de cualquier otro tal que sea la
mitad de su darea?”. Diego resaltd la importancia de la busqueda de informacion en el proceso de
resolucion de problemas y propuso una solucion que se muestra en la Tabla 7.9

Tabla 7.9 Una extension del problema

Extensidn del problema Interacciones en los foros

Extension Diego: Comparti6  informacion de  Wikipedia

relacionada con el teorema de Varignon: En cualquier

it . . cuadrilatero, los puntos medios de los lados forman un

(g + - paralelogramo cuya area es la mitad del cuadrilatero
[ ‘ original.

¢Sera posible determinar un cuadrilatero inscrito dentro de
cualquier otro tal que sea la mitad de su &rea?

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro
Alan formul6 un nuevo problema: ¢Cémo dividir el cuadrado en 4 regiones con la misma area?
Ademas, construy6 y compartié en el foro un modelo dindmico del cuadrado resaltando una solucién.
Los detalles se muestran en la Tabla 7.10.

Tabla 7.10: Extension del problema propuesta por Alan.

Idea de Alan Justificacion
Extension porpuesta por Alan En la blsqueda de respuestas, Alan utiliz6 la
Muy interesante la forma de resolverlo, se me ocurrié la forma de dividir el cuadrado en propiedad' AI trazar una med'ana de un triéngLIIO,
4 areas iguales trazando la mediana de cada triangulo, L .. , R .,
éste queda dividido en dos &reas iguales. Asi,
construyé y presenté un modelo dindmico donde
traz6 la mediana (EI,EH,EG yEF) de cada
triangulo. Al sumar las areas de los triangulos
EDIy EGC, se obtiene que su valor es un cuarto
E 1 . Al sumar las areas de del area del cuadrado.

D H C

A B

los tridangulos de igual color se obtiene la division del terreno en 4 areas iguales. Usé la
propiedad de la mediana que garantiza que divide al triangulo en dos areas Iguales.
éque opinan?

Fuente: Conversaciones de los participantes en el foro.
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La extension del problema anterior no fue jerarquizada por el ED ya que Alan lo presenté en la
semana posterior a la que se discutid el problema de los granjeros. EI comentario no recibio respuestas
por parte de otros.

4.4 Discusion de los resultados

El disefio de las Actividades guio el trabajo de los participantes en la construccion y desarrollo del
conocimiento matematico, ya que buscaron diversas formas de explorar los modelos dindmicos como un
punto de partida para identificar conceptos, plantear conjeturas basadas en el movimiento de los objetos
matematicos presentes en la configuracion dinamica y sus relaciones o invariantes. Lo anterior, permitio
que todos los participantes del estudio transitaran desde soluciones visuales y empiricas (asociadas con
el uso de las herramientas como el arrastre 0 movimiento ordenado de objetos dentro de la configuracion
y la cuantificacion de atributos como medida de segmentos, &ngulos, areas, etc.) hasta la presentacion de
argumentos geometricos y algebraicos en la validacion de las conjeturas formuladas.

Al inicio de las Actividades, los participantes formularon soluciones basadas en casos especificos
o particulares sin observar invariantes en algunos objetos que conformaban la configuracién dinamica
del problema. El disefio de las Actividades los guio a ir mas alla de las técnicas que se utilizan en papel
y lapiz, por ejemplo, el movimiento de objetos y la medicion de atributos (areas) en forma instantanea
les permitio relacionar objetos y formular conjeturas basados en la observacion de invariantes (Ver Tabla
2). Otro aspecto importante del disefio de las Actividades fue incluir y propiciar el uso del foro como un
medio para comunicar, discutir, contrastar y dar u obtener retroalimentacion. Esto favorecid, en los
participantes, la construccion o refinamiento de conceptos e ideas matematicas y sus estrategias en la
resolucion de problemas. Durante la implementacién del MOOC, el monitoreo y jerarquizacion de los
comentarios que realiz6 el ED favorecié la discusion y refinamiento de ideas, por ejemplo, los
comentarios que no fueron clasificados no recibieron respuesta, tal es el caso de la extension del problema
planteada por P,. También, cuando el ED planted preguntas, se fomento en los participantes la discusion
de ideas matematicas, la formulacion de nuevas soluciones y extensiones del problema (Ver Tabla 2 y
5). Otro factor que incidi6 en las discusiones fue el comportamiento que asumieron algunos integrantes,
por ejemplo, Karol, Diego, Alex, Alejandra y Carlos proporcionaron retroalimentacion a las ideas o
preguntas de otros, esto promovio la independencia de los participantes y la construccién y su desarrollo
del conocimiento matematico.
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6 Conclusiones

Los resultados muestran que las diversas tecnologias digitales utilizadas en este estudio y la integracién
de los componentes Recursos, Actividades, Soporte y Evaluacion basados en la resolucion de problemas
favorecieron crear un ambiente de trabajo en colaboracion. La plataforma digital permitid incluir
representaciones dinamicas de los problemas elaboradas en GeoGebra, en las cuales los participantes
tuvieron la oportunidad de explorar, identificar conceptos, buscar conjeturas y diversas maneras o
argumentos para sustentarlas. En este proceso, utilizaron estrategias asociadas con el uso de las
herramientas como movimiento de objetos dentro de la configuracién dindmica y la cuantificacion de
sus atributos (longitudes y areas).
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Durante la etapa del disefio de un MOOC, se debe tener como objetivo que las tareas matematicas
posibiliten y fomenten crear la conciencia en los participantes para que ellos mismos monitoreen sus
avances en la comprension y uso de las ideas matematicas en la resolucion de problemas. Esto incluye
reflexionar sobre las decisiones que se toman durante el proceso de resolucion de problemas.

Sin la existencia de un profesor encargado de responder o dar seguimiento puntual a cada integrante
del curso, resulté importante el disefio de las Actividades, ya que fueron guiando a los participantes a
entender el problema, explorar la configuracion dinamica basado en el movimiento de sus objetos,
observar invariantes entre los objetos, formular conjeturas basadas en argumentos visuales y empiricos,
justificar las conjeturas utilizando relaciones y argumentos matematicos, analizar la generalidad de los
métodos de solucidn y formular nuevos problemas.

Durante el desarrollo de las Actividades, las conversaciones fueron el elemento clave para que se
cumpliera lo anterior. Resultaron importantes los roles que asumieron algunos participantes en las
conversaciones. Un grupo de participantes tomo el rol de proporcionar retroalimentacion a otros lo que
favorecié la aclaracion de dudas y el refinamiento de ideas relacionadas con conceptos matematicos, la
exploracién del modelo dindmico, la formulacién de conjeturas y su justificacion. Asi, los participantes
avanzaron en el desarrollo y comprension de las Actividades en forma colaborativa y sin depender de un
profesor o tutor. Otro grupo de participantes daba seguimiento a los comentarios que otros plantearon
con relacion a las preguntas, ideas matematicas y extensiones del problema propuestas por ellos. Esto
permitié construir y desarrollar diversas formas de resolver un problema.

Las acciones que tomo el ED en sus intervenciones en el foro expandieron las discusiones, dichas
acciones fueron: (1) las clasificacién y jerarquizacion de los comentarios favorecio la creacion de grupos
de trabajo donde se discutian las ideas matematicas, (2) las preguntas planteadas fueron respondidas de
varias maneras fomentando la comprension de conceptos e ideas matematicas y, (3) las preguntas
realizadas al final de cada parte de la Actividad permitieron encontrar otras soluciones y extensiones al
problema.

Un factor por considerar en el trabajo a futuro es la posibilidad de que los participantes construyan
y presenten sus propios modelos dinamicos de los problemas, ya que, en este estudio, pese a que no se
solicitd explicitamente, el disefio de las actividades y la metodologia aplicada por el ED durante la
implementacién del MOOC incentivé a varios participantes a construir y compartir sus construcciones
dinamicas de los problemas, lo cual fomento la discusién de ideas, las formas de resolver y extender el
problema.
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