106

Experimento de disefio para transitar hacia una definicion formalmente operable
de poligono en educacion secundaria

MATA-ROMERO, Armando, ALVARADO-MONROQY, Angelina y OLVERA-MARTINEZ, Carmen

A. Mata, A. Alvarado y C. Olvera

Universidad Juarez del Estado de Durango
armandomr@ujed.mx, aalvarado@ujed.mx, carmen.olvera@ujed.mx

A. Alvarado, G. Carmona y A. Mata (Dirs.) Una vision integradora. Topicos Selectos de Educacion en CITeM.
©ECORFAN- México, 2017.



107
Abstract

In this paper we research the focus of the lessons studied on polygons and directly relate this to
standards and school goals. From an immersion in geometric contents and its instruction in middle
school in Mexico, we have detected a limited polygon definition. Consequently, we note that some
procedures and facts that involve the concept are treated in teaching only for convex polygons.
Therefore, an investigation was carried out in the mentioned context, with the purpose of
constructing (together) with the students an adequate and functional definition of a polygon, based on
students' concept image. Also, our intention was to fortify the understanding of this concept, in order to
achieve that it was used in the deduction of an algebraic expression to calculate the sum of the
polygon’s interior angles (valid for both concave and convex polygons). To argue the validity of such
an expression, it was necessary for the students to understand the process of properly triangulate any
polygon. In this sense, a didactic experience was designed and to prove its effectiveness, it was
implemented with middle school students. Finally, the effect of the proposed didactic design on the
formation and reconceptualization of the concept of polygon in the students was documented, as well
as the effect on the development of their abilities to use it in the calculation of the sum of its interior
angles.

Polygon, Concept Image, Concept Definition, Design Experiment

Introduccion

Esta investigacion se dirige, principalmente, a la formacién y desarrollo de conceptos geométricos. La
principal motivacion ha sido que, en diferentes talleres de desarrollo profesional docente en geometria
realizados por la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Judrez del Estado de Durango
(Forma, espacio y medida y su ensefianza con tecnologia, profesores de secundaria, 2009; La
importancia de los conceptos geométricos en el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas,
profesores Escuelas Normales, 2011; Nuevas Tecnologias en la Ensefianza de las Matematicas,
profesores de las Escuelas Normales, 2014; Diplomado Desarrollo del Pensamiento Matematico y Uso
de la Tecnologia para la Resolucion de Problemas, profesores de bachillerato, 2014-2015; Seminario
de Matematica Educativa, 2017) se explora el conocimiento conceptual del profesor a través de
preguntas que, al requerir respuestas justificadas, generan discusiones Yy propician una
reconceptualizacion que permite llegar a acuerdos y solventar algunas deficiencias atribuidas a un
manejo parcial de las definiciones de los conceptos (ver Tabla 1.1).

Responder adecuadamente tales preguntas representa un reto tanto para los profesores como
para los estudiantes de diferentes niveles educativos. Por ejemplo, construir la definicién de
cuadrilatero envuelve a los estudiantes en un proceso complejo (Edwards & Ward, 2004). Con relacion
a la definicion de paralelogramo, de Villiers (1998) menciona que: aunque los estudiantes puedan
enunciar la definicion convencional de paralelogramo como un cuadriladtero con lados opuestos
paralelos ellos pueden no considerar los rectangulos, cuadrados y rombos dentro de este grupo. Esto se
puede atribuir a que los estudiantes tienen en mente a los paralelogramo en los cuales no todos los
angulos o lados pueden ser iguales.



Tabla 1.1 Algunas preguntas para explorar en el conocimiento geométrico conceptual

1. a) Si tengo tres segmentos de recta, ¢siempre puedo construir
un triangulo?

b) Una altura de un tridngulo, ¢es una recta o un segmento de
recta?

c) ¢Es correcto decir: las mediatrices de un tridngulo?

d) ¢Es cierto que la altura de un tridngulo es el lado del triangulo
que va de un vértice al lado opuesto?

e) ¢Es cierto que si dos triangulos tienen dos lados y un angulo
iguales, entonces son congruentes?

f) ¢Es cierto que la suma de los angulos de un triangulo es de
180°?

3. a) ¢Se puede construir una
circunferencia que pase por 3
puntos?, ¢y por cuatro puntos?

b) ¢ Qué significa construir una
circunferencia inscrita a un
tridngulo?

c) ¢Siempre se puede inscribir un
cuadrilatero a una circunferencia?,
&Y circunscribir?

2. ¢Cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas?
a) Un cuadrado es un rectangulo.

b) Un cuadrado es un cuadrilatero y viceversa.

c) Un rectangulo es un paralelogramo y viceversa.

d) Un cuadrado es un rombo.

4. a) {Qué es una razén?

b) ¢Qué es una proporcién?

c) ¢razény escala es lo mismo?

d) ¢Qué significa la frase segmentos
proporcionales?

108

e) Un cuadrilatero (trapecio) es un paralelogramo.
f) Un tridngulo equilatero es isdsceles.
g) Con cuatro segmentos de recta siempre se puede construir un
cuadrilatero.
5. a) ¢Qué es un poligono?
b) ¢Se puede hablar de altura de un poligono?
Fuente: Elaboracion propia

En esta investigacion se pretende proponer experiencias para la formacion y el desarrollo del
concepto de poligono, dado que, en la exploracion previa con dos grupos de secundaria se detectd que
es un concepto que no es formalmente operable para los estudiantes, es decir, se les dificulto utilizarlo
para deducir resultados y para resolver problemas que lo involucren. Limitan sus soluciones a los
poligonos convexos, mas aun, a los poligonos regulares.

En el Programa de Estudios del nivel secundaria de la asignatura de Matematicas (Secretaria de
Educacién Puablica, 2011), dentro del eje de Forma, Espacio y Medida de segundo grado, se encuentra
el contenido correspondiente al calculo de la suma de los angulos interiores de un poligono. Tal
contenido permanece en el nuevo Plan y Programas de Estudio para la Educacion Bésica (Secretaria de
Educacion Publica, 2017) dentro del mismo eje con el tema correspondiente a Figuras y Cuerpos
Geomeétricos. En dicho tema, el aprendizaje esperado es que el estudiante deduzca y use las relaciones
entre los angulos de poligonos en la construccion de poligonos regulares. Para lograrlo, sugieren
trabajar en: el nimero de diagonales que pueden trazar desde un vértice, el nimero de diagonales en
total y la suma de sus angulos interiores.

La manera en que generalmente se aborda en el aula, es encontrando la suma de los angulos
interiores, en funcion del numero de lados del poligono. Sin embargo, al revisar libros de texto de
segundo grado de secundaria disponibles en la pagina de la Comision Nacional de Libro de Texto
Gratuitos (Conaliteg), se observo que dicho resultado se estudia Unicamente con poligonos convexos,
incluso en algunos casos s6lo se trabaja con poligonos regulares, a través de la divisién en triangulos
mediante diagonales trazadas desde un mismo vértice (Figura 1.1). Cuando el poligono es concavo,
este procedimiento ya no es claro, pues no es posible hacer la division desde cualquier vértice ya que se
tendré al menos una diagonal fuera del poligono (Figura 1.2).
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Figura 1.1. Diagonales trazadas desde un ~ Figura 1.2 Diagonales trazadas desde un
mismo vertice en un poligono convexo mismo vertice en un poligono concavo.

Fuente: Elaboracion propia

Por lo anterior, surge la necesidad de obtener la suma de los angulos interiores de un poligono

mediante un proceso de divisién en triangulos por diagonales que no necesariamente estén trazadas
desde un mismo Vértice, ya que justificar matematicamente, con base en el proceso planteado, que la
suma de los angulos interiores de un poligono es igual a 180°(n — 2) si se tiene un poligono de
n lados, es dificil para el caso de un poligono céncavo y requiere de conocimientos propios de una
licenciatura en matematicas (Eves, 1985). Por otra parte, abordar este resultado s6lo en poligonos
convexos, limita el aprendizaje del estudiante de secundaria e incluso, se contrapone con las
definiciones de lo que es un poligono establecidas en otros libros de texto, dado que en todas ellas la
definicion incluye también a los concavos, aungue no sean estudiados con la misma profundidad.
Como antes se menciono, el estudio de los poligonos en educacién secundaria se concentra en los
poligonos convexos. Asi, en esta investigacion se propone una secuencia didactica para contrarrestar
esta debilidad. La hipétesis es que dicha secuencia prepara al estudiante para un desarrollo conceptual
profundo, desde la distincion entre poligonos concavos y convexos hasta la construccién de una
definicion “apropiada” del concepto de poligono (basada sobre elementos que los estudiantes ya
definieron, comprendieron y pueden utilizar, ademas de que sea establecida en un sentido no circular),
que le permita deducir un procedimiento para calcular la suma de sus angulos interiores conociendo
s6lo el nimero de lados del mismo. Tal procedimiento se sustenta en un proceso de triangulacion sin
importar si se trata de un poligono céncavo o convexo.

Para organizar este informe, en la seccion 2 se abordan algunos aspectos tedricos que sustentan
el disefio de la secuencia didactica propuesta. En el apartado 3 se justifica la eleccion de la metodologia
de investigacion basada en el disefio y se describe el proceso de disefio y la implementacion de la
secuencia didactica. En la seccion 4 se presentan los resultados obtenidos de la implementacion.
Finalmente, se muestran algunas conclusiones derivadas de la investigacion y el redisefio sugerido a
partir de los resultados obtenidos.

Marco Conceptual

La formacién y desarrollo de conceptos es central en el pensamiento matematico. Los estudiantes
necesitan experiencias que les permita extraer significado de las definiciones y poder establecer la
relacion entre la definicion y los objetos que ésta representa. Tales experiencias apoyan a los
estudiantes en el desarrollo de un pensamiento deductivo y en la comprensién del lenguaje matematico,
caracterizado por su precision para descartar la posibilidad de ambiguedades.
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Actualmente tales experiencias estan limitadas, sin embargo, en el nivel medio superior y
superior se incrementan los requerimientos de un buen manejo de las definiciones y uUnicamente se
asume que el estudiante debe estar capacitado para ello, sin considerar la dificultad que presentan los
estudiantes para desenvolver o extraer significado de los conceptos y las definiciones. Diferentes
estudios muestran que no es suficiente con que el estudiante sea capaz de expresar verbalmente la
definicion de un concepto para que pueda comprenderlo y utilizarlo de manera adecuada (Vinner,
1991; Bills & Tall, 1998; Selden & Selden 1995; Edwards & Ward, 2004).

Un primer paso en la resolucion de problemas y en la produccién de conjeturas y de
demostraciones, se da cuando se comprenden los conceptos involucrados y se utilizan las definiciones
de manera adecuada. Sin embargo, los estudiantes no hacen uso de ellas para resolver problemas o
demostrar un enunciado donde estan implicados y recurren a un representante concreto del objeto,
alguna férmula que los represente, solo piensan en alguna caracteristica del objeto, o bien, una
definicion “corta” (Alvarado & Gonzalez, 2010). Es deseable incluir experiencias tempranas que
fortalezcan el proceso de definir y su funcion al hacer matematicas. Es necesario que los conceptos en
el nivel béasico sean revisados para determinar si pueden ser utilizados apropiadamente por los
estudiantes. Se tiene la necesidad de hacer las definiciones y conceptos formalmente operables para los
estudiantes (Bills & Tall, 1998), es decir, ellos deben ser capaces de usar un concepto y su definicion
para crear o reproducir de manera significativa un argumento formal, ya sea para la solucion de un
problema, para establecer una conjetura, o bien, para justificar o demostrar una proposicion.

Multiples investigaciones muestran que en la formacién de un concepto es de gran importancia
fortalecer la imagen que los estudiantes poseen de él y acercarlos de manera gradual a su definicion
(Tall & Vinner, 1981; Vinner & Hershkowitz, 1980; Vinner, 1991; 2011). Para Tall & Vinner (1981) la
imagen del concepto es una estructura cognitiva individual asociada a un concepto; esto incluye todas
las asociaciones de cuadros mentales, ejemplos, propiedades y procesos. Mientras que, con la
definicion del concepto, se refieren a la forma en que las palabras se utilizan para especificarlo. La
definicion de un concepto puede ser personal o formal y esta Gltima posee las caracteristicas para ser
institucionalizada a largo plazo por la comunidad matematica. Tall & Vinner en diferentes
investigaciones han encontrado que enriquecer la imagen del concepto da sentido a su definicion
formal y sostienen que una forma de instruccion que se ocupe de enriquecer la imagen que tienen los
estudiantes del concepto ayuda a desarrollar la habilidad para visualizar y operar adecuadamente con
los conceptos matematicos. Por su parte, Dahlberg & Housman (1997) sefialan que la tendencia de los
estudiantes a evocar parte de su imagen del concepto, en lugar de su definicion, cuando responden a
una variedad de tareas mateméticas relacionadas no es necesariamente malo; establecen que, en
ocasiones, es deseable tener a la mano la riqueza de las imagenes de los conceptos, dado que, esto les
permite construir ejemplos, identificar aquellos que no lo son y visualizar contraejemplos. Lo anterior
sirve de plataforma para edificar sobre la imagen del concepto del estudiante.

En esta misma direccidn, Pinto & Tall (1999) pudieron observar que los estudiantes exhiben dos
modos distintos de manejo de definiciones formales, uno dando significado a traves de la consideracion
de ejemplos (frecuentemente visuales) y otro por extraccion de significado, a través de la manipulacion
y reflexion sobre la definicion misma. En la secuencia propuesta en este trabajo (secciones 3 y 4) se
observan también estas dos formas de manejo, cuando los estudiantes tratan de dar significado a la
definicion de poligono, desde fortalecer su imagen a través de ejemplos visuales, posteriormente
extraer significado de su definicion para encontrar un procedimiento adecuado para triangulacién de los
mismos, y finalmente, establecer una formula funcional para calcular la suma de los angulos internos
de un poligono cualesquiera.
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Para lograr lo anterior, la construccién de una gran variedad de ejemplos ha jugado un papel
determinante tanto en la formacion del concepto (Vinner, 1991) como en la clarificacion (Dahlberg &
Housman, 1997), la adquisicion de significado del mismo y su uso en la generalizacion de un resultado
(Watson & Mason, 2005).

Dada la naturaleza de este trabajo, resulta de interés la forma de estructurar una secuencia
didactica. En este sentido, Simon (1995) sugiere que en una trayectoria hipotética de aprendizaje, es
necesario incluir: la meta de aprendizaje, las actividades de aprendizaje y considerar el pensamiento y
aprendizaje que los estudiantes han desarrollado.

Finalmente, la incorporacion de la tecnologia digital en la ensefianza y el aprendizaje de la
matematica ha sido recurrente en las Ultimas décadas. En parte debido a su poder de visualizacion y a
que puede ser tomada como una herramienta de reconceptualizacion que nos permite “ver mas”.
Ademas, las actividades con tecnologias digitales como GeoGebra, promueven la comprension de
conceptos matematicos, conocer e interactuar con diferentes maneras de representarlos (Niss, 2014) y
establecer conexiones entre ellas (Confrey & Smith, 1991). En este trabajo la incorporacion de
GeoGebra, tiene el objetivo de involucrar al estudiante en actividades en las que pueda analizar,
identificar y explorar relaciones entre objetos geométricos.

Metodologia

Este trabajo es exclusivamente cualitativo y se ha seguido como metodologia la investigacion basada
en el disefio. Dado que, se pretende analizar el aprendizaje en contexto, mediante el disefio y estudio
sistematico de formas particulares de aprendizaje, estrategias y herramientas de ensefianza.

En este tipo de experimentos, el disefio y la investigacion de su funcionamiento son
interdependientes. El disefio es considerado central para promover el aprendizaje y crear conocimiento
atil y més alld de centrarse en la creacion de disefios eficaces para el aprendizaje, estos estudios
explican por qué el disefio funciona y sugieren modos en que puede adaptarse a nuevas circunstancias
(Cobb et al, 2003). Para Confrey (2006) son investigaciones extensas de practicas educativas,
provocadas por el uso de tareas curriculares innovadoras y cuidadosamente secuenciadas, que estudian
coémo se aprende un sistema conceptual a través las interacciones ocurridas en el aula (medio, entre
alumnos, alumno-profesor, etc.). Estas investigaciones pretenden documentar el proceso de aprendizaje
a través de: los recursos, el conocimiento previo aplicado por los estudiantes en las tareas, la naturaleza
de las interacciones en el aula, la evidencia escrita, el surgimiento y evolucion de las concepciones.

De la misma manera que trata de documentar cémo se lleva a cabo el proceso de ensefianza
mediante la observacion y analisis del trabajo de los alumnos. También se caracterizan por un
refinamiento progresivo ya que el disefio es constantemente revisado a partir de la experiencia. El
proceso de investigacion se compone de ciclos continuos de disefio, implementacion, analisis y
redisefio. Estos ciclos de disefio generan automaticamente rastros de documentacion cuyas trayectorias
revelan informacion importante sobre la naturaleza de los desarrollos que ocurren, relativos a los
artefactos y a los sistemas conceptuales que subyacen (Lesh & Kelly, 2000). En esta metodologia,
durante el disefio y la experimentacion se elaboran conjeturas, que se prueban y se refinan con base en
la evidencias que se van documentando sobre lo que alumnos, profesores e investigadores aprenden
durante el proceso.
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1 Estructura del Experimento de Disefio

En este trabajo se llevo a cabo un experimento o estudio de disefio en un aula de ensefianza secundaria
(estudiantes de 12-13 afios de edad), en el cual un equipo de investigadores colabora con un profesor
(quien forma parte del equipo de investigacion) y dicho equipo asume la responsabilidad de la
instruccion.

Para dicho estudio se han considerando cuatro fases: a) Estudio Exploratorio, b) Disefio de la
propuesta didactica, c) Experimentacion, d) Anélisis de las producciones de los alumnos y €) Redisefio.

1.1 Estudio Exploratorio

El proposito en esta fase de la investigacion fue analizar las ideas matematicas fundamentales en torno
al concepto de poligono (tanto en el contexto matematico experto como en el contexto de la practica
escolar actual), con la finalidad de detectar caracteristicas para el disefio de una herramienta conceptual
que propiciara la formacion y transformacion de conocimientos sobre este concepto en los estudiantes.
Uno de los aspectos importantes a considerar en el disefio de una secuencia didactica, es comprender el
conocimiento actual de los estudiantes involucrados en torno al objeto de estudio (Simon & Tzur,
2004). Asi, antes del disefio se realizd una actividad exploratoria con estudiantes de secundaria con la
finalidad de conocer cudl era el lenguaje utilizado por ellos cuando trataban con poligonos y sus
caracteristicas. Los resultados obtenidos de esta actividad sirvieron de base para el disefio de las
actividades de la secuencia.

Durante esta fase, también se revisaron libros de matematicas y textos utilizados en el nivel
secundaria. Se entrevistaron a algunos profesores para saber cual era la definicion de poligono que ellos
utilizaban, cuél era su imagen del concepto y cdmo lo utilizaban para elaborar argumentos formales,
por ejemplo, en deducir y/o explicar la expresion para calcular la suma de angulos interiores de un
poligono.

1.2 Disefio de la Propuesta Didactica

El objetivo de la secuencia es que los estudiantes establezcan una definicion adecuada (sin pérdida de
formalidad, pero comprensible para ellos) del concepto de poligono, que comprendan la diferencia
entre un poligono céncavo y uno convexo Yy que logren deducir la expresion que representa la suma de
los angulos interiores de un poligono de n lados sin importar si es céncavo o convexo.

Los variables macro-didacticas utilizadas fueron: 1) las hojas de trabajo de trabajo que guiaron
las sesiones y en las cuales los estudiantes comunican su pensamiento; y 2) el uso de manipulables
disefiados en el ambiente dinamico GeoGebra.

La secuencia didactica se conforma de tres actividades que enseguida se describen.

Actividad I. Definicion de poligono
Esta actividad se disefid para construir una definicion aceptable de poligono (Figura 3.1). El propdsito

era que los estudiantes identificaran las principales caracteristicas de un poligono: figura geométrica
cerrada, formada con segmentos rectos, simple.
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Figura 3.1 Actividad para construir la definicion de poligono
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Fuente: Elaboracion propia.

Actividad Il. Identificar poligonos concavos y convexos

En la actividad se utiliza el ambiente dinamico GeoGebra con la intencion de involucrar al estudiante
en actividades en las que pueda analizar, identificar y explorar relaciones entre objetos geométricos. En
dicho ambiente, se elaboraron manipulables para promover en el estudiante la identificacion de las
caracteristicas principales de los poligonos convexos y concavos. En el manipulable de la Figura 3.2, el
estudiante puede mover los vértices para modificar la forma de los poligonos y de acuerdo a la misma,
aparece la leyenda de si es concavo o convexo. El objetivo era que los estudiantes identificaran qué
sucedia cuando la leyenda cambiaba, es decir, se esperaba que reconocieran que bastaba con que un
angulo interior del poligono midiera méas de 180° para que se considerara concavo.

Mientras que en el manipulativo de la Figura 3.3, el estudiante puede mover los extremos de un
segmento, que inicialmente aparece en el interior del poligono. Cuando se mueven los extremos puede
ocurrir que el segmento, o una parte de éste, quede fuera del poligono y entonces se genera una leyenda
de alerta. Los estudiantes buscan las caracteristicas de los poligonos para los cuales eso sucede: los
coéncavos.

Figura 3.2 Manipulativo en GeoGebra para identificar concavos y convexos en funcién de la medida
de sus angulos.

Fuente: Elaboracion propia
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Figura 3.3 Manipulativo en GeoGebra para determinar caracteristicas de poligonos concavos y
convexos con relacion al segmento que une dos de sus puntos interiores
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Fuente: Elaboracion propia

En la hoja de trabajo utilizada para la Actividad Il se pedia a los estudiantes lo siguiente:

1. Abre el archivo de GeoGebra llamado poligonosegmentos.ggb. En él encontraras varios
poligonos y dentro de cada uno de ellos, un segmento. En cada poligono mueve los extremos
del segmento, observa lo que sucede y contesta las siguientes preguntas: ¢En qué poligonos
te aparece el mensaje de ALERTA cuando mueves los extremos del segmento? ¢ Por qué crees
que aparece el mensaje de ALERTA? (Qué caracteristicas comunes tienen los poligonos
donde aparece el mensaje?

2. Abre el archivo poligonosangulos.ggb. Mueve los vértices de cada poligono de tal manera
que: a) Conviertas todos a céncavos; y b) Conviertas todos a convexos.

Finalmente, se pedia que observaran los cambios en las medidas de los angulos y registraran la
informacion en una tabla.

Actividad I11. Calculo de la suma de angulos interiores de un poligono

En esta actividad los estudiantes debian deducir y utilizar la expresion para el calculo de la suma de los
angulos interiores de un poligono conociendo sélo el numero de lados del mismo, sin importar si el
poligono es céncavo o convexo. Para ello, en la primera parte debian realizar triangulaciones de
poligonos, es decir, dividir en triangulos los poligonos siguiendo las reglas:

a) Que todos los vertices de los triangulos sean vertices del poligono.

b) Que los tridngulos no se empalmen.

En la hoja de trabajo se les muestran ejemplos de divisiones correctas e incorrectas de un poligono
(Figura 3.4).
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Figura 3.4 Ejemplos presentados de triangulaciones correctas e incorrectas de poligonos

Correcto Incorrecto Incorrecto

Fuente: Elaboracion propia

En la segunda parte de esta actividad se les pide a los estudiantes que divididan un grupo de
poligonos convexos en tridngulos con base en las reglas establecidas y que registren en una tabla los
valores de las variables: nombre del poligono, nimero de lados del poligono, nimero de triangulos en
los que se dividio el poligono.

Enseguida, en la tercera parte analizan la informacion y contestan preguntas como:
¢qué procedimiento utilizaste para dividir en tridngulos cada poligono?, ¢en cuantos

triangulos quedaria dividido un hexagono /heptagono/decdgono convexo?, ¢en cuantos
triangulos quedaria dividido un poligono convexo de n lados?

En la cuarta parte de la actividad se repite lo descrito para la segunda parte, pero ahora aplicado
a un grupo de poligonos cdncavos y deben responder preguntas similares a las de la tercera parte, pero
ahora para este caso de los concavos.

De acuerdo a la informacidn obtenida, deben contestar justificadamente la pregunta

¢existe alguna diferencia en el nimero de triangulos en que se divide un poligono convexo de

n lados y uno concavo de n lados?

A continuacion, se les presenta a los estudiantes la Tabla 3.1 la cual deben completar.
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Tabla 3.1 Equivalencia de angulos entre un poligono convexo y el mismo poligono triangulado
De acuerdo con las figuras 1 y 2 completa la tabla tomando en cuenta los ejemplos proporcionados.

Figura 3

Figura 2

Angulos interiores de la figural Angulos correspondientes en la figura 2
A
B b+c
C

E
F
A+B+C+D+D+E+F

Fuente: Elaboracion propia
Luego, utilizan el hecho conocido de que la suma de los angulos interiores de cada triangulo,
T1, T2, T3y T4 es 180° y asi deducen que a+b+I+c+d+k+e+i+j+f+g+h=540°.

Las observaciones anteriores preparan a los estudiantes para contestar justificadamente las
cuestiones y realizar los calculos correspondientes de la Tabla 3.2.

Tabla 3.2 Preguntas para los estudiantes. Hoja de trabajo de la Actividad 11l

1) Calcula la suma de los angulos interiores de la Figura 1 (Tabla 3.1) (esdecir A+ B+ C+ D + E + F).
2) ¢Cbémo obtienes la suma de los angulos interiores de la Figura 1, a partir del nimero de triangulos en
que se dividio?

3) ¢Qué formula utilizarias para encontrar la suma de los angulos interiores de un poligono de n lados de
acuerdo al namero de tridngulos en que se divide segun las reglas establecidas en el punto 1?

4) ¢Podrias encontrar la suma de los angulos interiores de la Figura 1 (Tabla 3.1), a partir del nimero de
triangulos en que se dividio?

5)¢Podrias deducir una formula para encontrar la suma de los angulos interiores de un poligono de n
lados de acuerdo al nimero de triangulos en que se divide segun las reglas establecidas desde el

principio?

Fuente: Elaboracion propia

Con esta parte de la actividad se espera que los estudiantes sean capaces de enunciar un método
para calcular la suma de angulos interiores de un poligono cualesquiera, dicho método debera ser
valido, tanto para convexos como para concavos.
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1.3 Experimentacion

Esta secuencia didactica se implementd en dos grupos de segundo grado de educacion secundaria en la
ciudad de Durango, Durango en México; sin embargo, los resultados que se presentan en este trabajo
son los obtenidos de uno de ellos. El grupo estaba conformado por 42 estudiantes, 20 mujeres y 22
hombres, cuyas edades se encontraban entre los 12 y 13 afios. Los alumnos de este grupo se
caracterizaban por atender las indicaciones de las actividades, ser participativos al socializar sus
respuestas, trabajar en un ambiente colaborativo. Es importante mencionar que en el grupo ya se habia
abordado el tema de la suma de &ngulos interiores de un poligono cinco meses antes de la
implementacion de las actividades y los estudiantes ya tenian experiencia previa en el manejo de
GeoGebra.

La escuela secundaria en la que se llevo a cabo esta experimentacion cuenta con aula HDT
(Habilidades Tecnologicas para Todos) donde se imparten las clases de matematicas. De esta manera,
se contaban con una mesa de trabajo y una computadora para cada dos alumnos, lo cual favorecia el
trabajo en parejas.

Las actividades fueron trabajadas, en primera instancia, de manera individual y después durante
las exploraciones de los manipulables, se generaron discusiones en cada pareja conformada.
Posteriormente, se abrié un espacio para la socializacion de respuestas y para la discusion grupal. Las
actividades se trabajaron durante dos sesiones de 90 minutos cada una.

Las evidencias del trabajo de los estudiantes se recolectaron desde los registros escritos en las
hojas de trabajo previstas, las videograbaciones del trabajo en equipo y de la socializacion, asi como las
notas de los investigadores y del profesor.

Resultados

En el estudio exploratorio se logro conocer el lenguaje que es cercano a los estudiantes cuando trabajan
o se refieren a los poligonos: figura, vértices, esquinas, picos, lados rectos, segmentos, etc. También, se
identificd que una definicion de poligono que los profesores usualmente utilizan es la de «Figura
geométrica plana limitada por una linea poligonal cerrada que no se corta a si misma. Los segmentos
que forman la poligonal son los lados del poligono y los puntos de enlace de éstos son los vertices.»
Como se puede apreciar, para esta definicion seria necesario definir antes “linea poligonal”, lo cual no
sucede. Ademas, una vez que se da la definicion de “poligono”, después es utilizada de manera natural
con alguna representacién semiética pobre, es decir, se presentan algunos dibujos prototipicos en el
contexto escolar, principalmente, poligonos convexos, mas adn, regulares.

Algunas otras definiciones de poligono encontradas en el contexto fueron: «Una figura plana
limitada por rectas que forman una linea quebrada cerrada» (Landaverde, 1977); «Una linea no recta,
formada por segmentos se llama linea quebrada. Si los dos puntos extremos de una linea quebrada
coinciden la figura que se obtiene es un poligono» (Bulajich & Gémez, 2002); «Figura plana cerrada
limitada por segmentos de recta como lados» (Bronshtein et al., 2007); «Figura plana cerrada limitada
por tres 0 mas segmentos de recta que terminan en pares en el mismo nimero de veértices y no se
intersectan en puntos diferentes a sus vértices» (Borowsky & Borwein, 2005); y la definicion que
aparece en la Real Academia Espafiola: «Porcion del plano limitado por lineas rectas».
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Estas definiciones, entre otras, fueron importantes para explorar, primero con profesores v,
posteriormente, con estudiantes, qué tipo de definicion podia surgir desde enriquecer la imagen del
concepto que se tenia.

En relacion a los resultados de la implementacion de la secuencia, se dividen los resultados por
actividad.

En la Actividad I, los estudiantes reconocen algunos elementos que les permiten clasificar y
construir la definicion de poligono. Distinguen entre figura abierta (no cerrada) y cerrada, identifican
vértices (esquinas, picos), exploran numero de lados y angulos para clasificar. También, es notorio que
reconocen la naturaleza de los lados (rectos y curvos) y asocian la ausencia de &ngulos con lados
curvos. Distinguen entre figuras regulares (normales) e irregulares e identifican a las lineas paralelas
como una caracteristica que los ayuda para clasificar un tipo especial de poligonos. En esta parte se
destaca que no utilizan la palabra segmento. En la Figura 4.1 se muestra la produccion de un estudiante
correspondiente a la clasificacion lograda de los ejemplos visuales presentados en la actividad
mencionada en la Figura 3.1. En esta produccion se aprecia que tal clasificacion le permitio construir la
definicién de poligono, dado que, desde la imagen del concepto de poligono que posee, descarta de las
figuras presentadas a las figuras [geométricas] abiertas, las que poseen lados curvos, las que no tienen
veértices. Enriqueciendo con ello la imagen del concepto que lo lleva a construir una definicion personal
que posteriormente es discutida en grupo.

Durante la socializacion el profesor motivaba a los estudiantes a expresar sus ideas de la
clasificacion realizada para conformar la definicion de poligono: «alguien que quiera decir: “estas
figuras las agrupe por...”». Se da una participacion activa de los estudiantes: «las figuras E, 1 y C se
parecen porque sus lados miden lo mismo»; «con ellas puedes hacer teselaciones»; «Q, P, N y K se
parecen en que tienen angulos interiores de mas de 180%; «L, O y D son figuras con formas circulares
0 semicirculares»; etc. Una vez que el profesor escucha todas las aportaciones, trata de establecer
conexiones entre ellas y les pide a los estudiantes que lo ayuden a hacer un concentrado con las
caracteristicas que les interesan y que hacen que ellos no consideren a las figuras presentadas como
poligonos: «las figuras que no tienen lados rectos»; «las figuras que no se cierran». También toma en
cuenta aquellas aportaciones que se contraponen y trata de mediar para tomar acuerdos: «las que tienen
formas “picudas” como A, K y F». Pregunta a los estudiantes sobre otras figuras con picos: «otras
picudas son N, G, Q y P»; «si, pero de todas esas con picos Ay F no se cierran y las otras si (K, N, G,
Q y P)»; «son las que tienen angulos de méas de 180° y si son poligonos (concavos)».

Finalmente, el profesor apoya la discusion y como conocimiento acordado y compartido se llega
a establecer la definicion de poligono como: Figura plana, cerrada formada por lados rectos. Esta
definicion se considera aceptable, sin ambigliedades y apropiada para el nivel educativo (aunque falta
el atributo simple, es decir no se permiten intersecciones entre lados), a diferencia de la definicion que
se identificd en el estudio exploratorio como la definicion tratada en secundaria. Ademas, para el
adjetivo de “plana” los estudiantes pudieron darle el significado «en un mismo plano».



119
Figura 4.1 Produccion escrita como resultado d

e la actividad 1 (Figura 3.1)

Fuente: Produccién de un estudiante.

En las Actividades Il y Ill, cuando los estudiantes tratan con triangulaciones en poligonos
convexos, se encontrd que la mayoria de los estudiantes solo utilizan triangulaciones en poligonos
convexos a partir de diagonales trazadas desde un vértice (ver Figura 4.2). Unicamente cinco (de 42)
estudiantes triangularon de manera distinta (ver Figura 4.3). También se detectd un caso en que un
estudiante realiz6 triangulaciones incorrectas tomando un punto interior para unirlo con los vértices.
Como resultado de la socializacion, los estudiantes fueron capaces de describir el proceso para
triangular.

Figura 4.2 Procedimiento para triangular ~ Figura 4.3 Procedimiento alternativo para
un poligono convexo utilizado por la triangular un poligono convexo.
mayoria de los estudiantes

Fuente: Producciones e los estudiantes.

Entre los resultados obtenidos en las Actividades Il y 11l respecto al tratamiento con poligonos
concavos, se destacan los siguientes: 1) reconocieron las caracteristicas de los poligonos concavos
(Figura 4.4); 2) la mayoria de los estudiantes triangularon a partir de segmentos trazados desde
diferentes vertices (Figura 4.6); 3) la mayoria muestra dificultades para describir el proceso para
triangular; y 4) de los 42 estudiantes, cuatro trazaron algunas diagonales fuera del poligono (un
ejemplo se presenta en la Figura 4.5).
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Figura 4.4 Caracterizacién de un poligono céncavo
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Figura 4.5 Procedimiento incorrecto para
triangular poligonos concavos
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Figura 4.6 Procedimiento correcto para
triangular poligonos concavos
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Fuente: Producciones de los estudiantes

En cuanto a la actividad 111 los estudiantes lograron deducir sin mayores problemas la formula
para el calculo de la suma de los angulos interiores en poligonos convexos. En el caso de los poligonos
cdncavos, la mayoria de los estudiantes (los que lograron realizar triangulaciones apropiadas y describir
el proceso, por ejemplo, el estudiante de la produccién de la Figura 4.6) lograron deducir la formula
para el calculo de la suma de los &ngulos interiores, aunque presentaron mayores dificultades en el caso

de concavos (ver Figura 4.7).

Para tal deduccion, tanto en concavos como en convexos, la triangulacién apropiada ha sido
crucial, dado que ellos observan que el nimero de triangulos obtenidos dentro del poligono es igual a
n — 2, considerando a n como el numero de lados del poligono. Desde lo anterior y tomando en cuenta
el hecho de que la suma de angulos interiores de un triangulo es 1802, pueden llegar a la expresion
1802(n — 2) para calcular la suma de angulos interiores de un poligono cualesquiera.
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Figura 4.7 Deduccién de la formula para calcular la suma de angulos interiores de un poligono
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Fuente: Produccién de los estudiantes
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Conclusiones

Con la propuesta didactica se logré ampliar la imagen del concepto de poligono que los estudiantes
tenian muy enraizada y con ello, lograron establecer una definicion funcional y aceptada en la
comunidad de practica. Como parte de ampliar su imagen de poligono, la consideracién de multiples
ejemplos apoyd a que los estudiantes reconocieron su clasificacion en poligonos convexos y concavos
y en consecuencia sus caracteristicas.
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También, diversificaron sus procedimientos para triangular los poligonos a partir de segmentos
trazados desde distintos vértices y que pertenezcan al interior del poligono, este procedimiento permitio
incluir a los poligonos céncavos y obtener resultados generales y no limitados Unicamente a los
convexos. Con ello, se fortalecen las aportaciones tedricas de Tall & Vinner (1981), dado que para
ellos, un concepto se forma en varias etapas, el desarrollo de su imagen no es necesariamente coherente
todo el tiempo, varios esquemas cognitivos se dan en la misma persona en diferentes contextos y
algunos esquemas entran en conflicto con otros. Conocer esquemas cognitivos particulares de los
estudiantes, sensibiliza a los profesores acerca de sus respuestas y de como enriquecer la imagen que
tienen de un concepto para mejorar la comunicacion y en consecuencia la ensefianza. Particularmente
para este trabajo interesd saber qué imagen del concepto de poligono ayudaria a que los estudiantes
Ilegaran a deducir un método para calcular la suma de angulos interiores de un poligono (incluyendo
céncavos y convexos) Yy tal informacion fue utilizada para ayudarlos a construir su propia definicion de
poligono a través de una secuencia didactica tratando de que no se tuvieran conflictos potenciales con
la definicion formal para que gradualmente esta definicion se integrara dentro de la imagen de los
estudiantes y pudieran manejarla habilmente. Desde este punto, fue posible llevarlos a reproducir
significativamente un argumento formal para justificar su deduccién de la expresion para el calculo de
los &ngulos interiores de un poligono convexo o concavo. Es decir, el concepto de poligono convenido
es ahora formalmente operable (Bills & Tall, 1998) para ellos. No obstante, se considera necesario
trabajar con resolucién de problemas o situaciones que permitan evaluar si a largo plazo el concepto
sigue siendo formalmente operable, sobre todo en el caso de los poligonos concavos, en los cuales se
presentaron mayores dificultades en algunos estudiantes para realizar triangulaciones apropiadas y
deducir la expresidn algebraica para calcular la suma de sus angulos interiores. EI Grafico 5.1 resume
la evolucidn del concepto de poligono.

Gréfico 5.1 Evolucion del concepto de poligono a través de la intervencién didactica.

S Concepto de poligono
formalmente operable,
utilizado para deducir,

— Definicion del concepto, conjeturar'y argumentar.
funcional y apropiada para
el nivel secundaria que —
incluye concavos y
Imagen del concepto CONVeXos.
vinculada a el

poligonos convexos.

Fuente: Elaboracion propia

Por otra parte, durante la socializacion se privilegidé el uso de lenguaje apropiado y ese
comportamiento se reflejo en sus registros escritos a medida que se avanzaba en la intervencion
didactica. También, durante la socializacion se demandaban explicaciones y justificaciones a los
estudiantes y esto establece de manera implicita normas en la practica matematica.

Las hojas de trabajo propuestas para las Actividades I, Il y Il fueron utiles para guiar,
documentar y evaluar los progresos en el trabajo de los estudiantes, ademas de cumplir con la funcion
de organizadores del pensamiento para permitirles comunicar sus ideas.
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Con relacion al uso de GeoGebra, en esta propuesta se concluye que ha sido un medio propicio
para la visualizacion de variantes e invariantes y esto ha permitido una re-conceptualizacion de la
definicion de poligono. Es decir, acortar la distancia entre la imagen que los estudiantes tenian
inicialmente de los poligonos y la definicion del concepto lograda a partir de la interaccion con los
ambientes disefiados en GeoGebra y la extension de su comprension tanto de los poligonos céncavos
como de los convexos.

Desde la evaluacion del funcionamiento didactico, se han planteado mejoras que permitan un
redisefio para iniciar otro ciclo de investigacion. Entre los principales elementos para mejorar se han
considerado:

1) Agregar un problema o situacion para la evaluacion en cada actividad.

2) Considerar mas figuras geomeétricas en la Actividad I: méas poligonos convexos y céncavos, no-
ejemplos (poliedros, figuras geométricas abiertas en el espacio y que no sean simples o que se
corten en dos 0 mas de sus lados),

3) Incluir items para el reconocimiento de exterior e interior de un poligono céncavo para poder
refinar los procedimientos de triangulacion y utilizar la palabra segmento para evitar el uso de
diagonal de un poligono (segmento que unen dos vértices no consecutivos) en la triangulacion
del mismo. Dado que, utilizarla puede llevar a los estudiantes a cometer errores en la
triangulacion de poligonos concavos al trazar “diagonales” entre vértices y que queden fuera del
poligono (ver Figura 4.5),

4) Promover diferentes triangulaciones desde los poligonos convexos para transferirlas a
triangulaciones de concavos

5) Incluir un mayor nimero de poligonos en los ejemplos de la Actividad I11.

Para cerrar este capitulo, sélo falta mencionar que es necesario estudiar diferentes conceptos en
el nivel basico y la forma en que son utilizados por los profesores y estudiantes para proponer mejoras
que eviten limitar su significado.
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