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Abstract

The purpose of this study was to analyze the extent to which the systematic and coordinated use of
digital technologies (GeoGebra, YouTube and Padlet) allows the students to represent and explore
mathematical problems and, ways in which they can engage in mathematical discussion beyond the
classroom. 18 high school students participated in problem solving activities that involved the concept
of quadratic equation, they were studying the first mathematical course. The participants were
familiar with the use of dynamic geometry system (GeoGebra), they were efficient in using basic
tools such as: point, intersection, line, segment, perpendicular line, parallel line, trace, locus, polygon,
regular polygon, circumference, distance or length, area and some input bar commands to represent
geometric objects dynamically. The participants used GeoGebra to build dynamic models of the given
problems and, often, constructed loci generated from the variation of parameters’ values involved in
the models using sliders. They also relied on the use of YouTube to remember or learn how to use
formulas, and to carry out algebraic procedures. Similarly, they used Padlet to share and discuss
information related to the topic in study. In general terms, there is evidence that the use of several
digital technologies became important for students to understand and discuss mathematical ideas and
to solve problems.

Resolucion de Problemas, Tecnologias Digitales, Nivel Medio Superior

Introduccion

La resolucion de problemas y el uso de las tecnologias digitales ofrecen la oportunidad para que los
estudiantes se involucren en actividades propias del quehacer y pensamiento matematico. ¢(Coémo
utilizar las tecnologias digitales cuando se desarrollan actividades matematicas bajo el enfoque de la
resolucion de problemas? En respuesta a esta pregunta, hay que reconocer y discutir que existen varios
tipos de tecnologias con potenciales distintos, lo que obliga a identificar las ventajas que ofrece una
tecnologia en particular cuando los estudiantes las usan sistematicamente en la resolucion de problemas
(Santos-Trigo, Reyes-Martinez, & Aguilar-Magallon, 2015).

Las investigaciones que existen en torno al uso de las tecnologias digitales en ambientes que
promueven la resolucion de problemas presentan distintos enfoques y formas de incorporarlas en las
actividades de aprendizaje. Esto es, buscan responder preguntas como: ¢qué acercamientos y
soluciones muestran los estudiantes cuando usan alguna tecnologia digital en particular para resolver
un problema?, ;,como selecciona el profesor las tecnologias para explorar y solucionar un problema?,
¢cuales son las caracteristicas que debe tener la tecnologia para que tanto profesores como estudiantes
puedan aprovecharlas para construir conocimiento matematico?, ¢cudles son las dificultades que
aparecen al utilizar las tecnologias digitales en la resolucion de problemas?

Algunas investigaciones reportan cémo el uso de la tecnologia en la resolucion de problemas
influye y modifica la forma en que los profesores se enfrentan a problemas. Santos-Trigo, Reyes-
Rodriguez, y Espinosa-Pérez (2007), reportan que el uso del SGD (Sistema de Geometria Dinamica, en
este caso GeoGebra) ayuda a los profesores a monitorear sus procesos en la soluciéon de un problema,
permitiendoles argumentar, validar y extender las actividades. Santos-Trigo y Reyes-Rodriguez (2011),
observaron que para resolver un problema que implica modelacion con el uso de un SGD, los
profesores se involucraron en actividades y tareas como representar, identificar relaciones matematicas,
formar conjeturas y buscar argumentos a partir de mover de manera ordenada objetos dentro del
modelo dindmico del problema.
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Santos-Trigo, Moreno-Armella y Camacho-Machin (2016), resaltan la importancia del uso de
las tecnologias digitales y sugieren que extienden los elementos que caracterizan un Espacio de Trabajo
Matematico, pues observaron que los modelos dindmicos de los problemas abren la posibilidad de
representar y explorar las tareas de distintas formas, promoviendo la participacion activa de los
profesores y estudiantes. Es decir, las tecnologias digitales facilitan a los estudiantes el compartir ideas
e involucrarse en discusiones colectivas orientadas a la construccion y comprension del conocimiento
matematico.

GOmez-Arciga, Santos-Chavez y BasaldU-Gutiérrez (2016), en un estudio realizado con un
grupo de estudiantes de nivel bachillerato, reportan que el uso sistematico de las tecnologias digitales
favorece los habitos de razonamiento matematico, pues construir modelos dindmicos permite que los
estudiantes construyan e identifiquen objetos matematicos y conceptos, definan variables, busquen
relaciones, analicen casos mas simples, hagan deducciones e interpreten soluciones. Debe destacarse
que se implementaron muros digitales donde los estudiantes podian interactuar y discutir los problemas
fuera del horario de clases.

Las investigaciones expuestas hasta el momento coinciden con trabajos recientes, por ejemplo:
Alagic y Alagic (2013) y Poveda y Aguilar-Magallon (2017) afirman que los entornos de ensefianza
tienen que contemplar el trabajo colaborativo, pues la interaccion entre los participantes permite
apropiarse de nuevos recursos y refinar sus estrategias.

Existe una propuesta sobre el uso de las tecnologias digitales en el ambito educativo que se basa
en un modelo denominado Aprendizaje Invertido. Consiste en asignarles materiales o recursos a los
estudiantes para que los revisen fuera de clases y después, en un ambiente interactivo guiado por el
profesor, apliquen los conceptos aprendidos para resolver los problemas planteados en clases (Green,
2012; Lawrence, 2014). Con base en estas ideas, durante la implementacion de las actividades
disefiadas para esta investigacion, se propuso a los estudiantes consultar diversas fuentes de Internet
donde pudieran recuperar informacion, fuera de clase, que les fuera util para la resolucion de los
problemas planteados.

El uso coordinado de las tecnologias digitales amplia las posibilidades de alcanzar los objetivos
deseados en la ensefianza matematica que, segin Schoenfeld (1992), son: dar sentido a la disciplina,
comprender conceptos relevantes, explorar problemas y situaciones problematicas, desarrollar un punto
de vista matematico, desarrollar un lenguaje formal y promover decisiones auténomas en los
estudiantes al comprender conceptos y resolver problemas.

Con el uso de las tecnologias digitales, los estudiantes pueden consultar recursos en linea como
libros de texto, wikis, buscador de respuestas (WolframAlpha) y videos que les ayuden a
complementar, ampliar o contrastar las actividades vistas en clase. No obstante, el acceso a diferentes
recursos en linea no garantiza que los estudiantes puedan seleccionarlos y utilizarlos eficientemente
para su aprendizaje (Santos-Trigo & Reyes-Martinez, 2014).

Por este motivo, el problema de investigacion que se presenta se centra en analizar y
documentar cémo el uso sistematico y coordinado de las tecnologias digitales permiten a los
estudiantes representar y explorar los problemas matematicos y, cOmo pueden aprovecharse para
extender las discusiones de sus ideas y acercamientos a los problemas mas alla del salon de clases.
Segun Santos-Trigo y Reyes-Martinez (2014) el uso coordinado de estas tecnologias puede ofrecer
distintas oportunidades a los estudiantes para desarrollar el pensamiento matematico.
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Por lo tanto, la pregunta que guio este estudio fue: ¢Qué acercamientos y formas de resolver los
problemas muestran los estudiantes cuando usan sistematicamente YouTube, Padlet y un Sistema de
Geometria Dinamica?

Marco conceptual

El marco conceptual de esta investigacion esta estructurado de acuerdo con las ideas establecidas en el
problema de investigacion. Por una parte, la resolucion de problemas es importante considerarlo
cuando se desea caracterizar el desarrollo del pensamiento matematico antes, durante y después de
resolver un problema; porque permite analizar los recursos y las estrategias cognitivas 0 métodos
heuristicos, que exponen los participantes a lo largo del problema (Santos-Trigo, 2014). Por otra parte,
debido a que las actividades involucraron el uso de tecnologias digitales, se retomo el marco propuesto
por Santos-Trigo y Camacho-Machin (2009) cuya caracteristica esencial es que incorporan dichas
tecnologias como un elemento central en el proceso de resolucion de problemas.

1 Resolucion de problemas

En 1945 se publico el libro How to solve it, escrito por Polya, quien identificé cuatro fases en la
resolucion de problemas que debian considerarse para ensefiar y aprender matematicas, éstas son: 1)
comprension del problema; 2) concepcion de un plan; 3) ejecucion de un plan; 4) vision retrospectiva.
Sin embargo, Schoenfeld (1985) en su libro Mathematical Problem Solving, comenta que este proceso
involucra mas elementos, que deben tomarse en cuenta para entender como los estudiantes resuelven
problemas o qué tipo de acercamientos muestran y, a partir de ellos, reflexionar qué actividades se
pueden formular para ayudarlos. Asi, Schoenfeld (1985) propone un marco que permite analizar el
proceso para resolver problemas que desarrolla un individuo, el cual se compone de cuatro
dimensiones: recursos, heuristicas, estrategias meta-cognitivas y creencias. En este estudio nos interesa
identificar y analizar los recursos y las heuristicas que exhiben los estudiantes de bachillerato cuando
resuelven problemas. Segin Schoenfeld (1985), los recursos son los conocimientos que el individuo
tiene a su disposicion y las formas en que se apropia de éstos. De los cuales, identifica cinco tipos de
conocimientos:

1. Conocimiento informal o intuitivo acerca de la disciplina o problema a resolver: son las formas
en que interpretan los estudiantes las matematicas y como se aprenden, con base en las
experiencias que tienen sobre los conceptos utilizados de la disciplina. Por esta razon, surgen
algunas dificultades cuando intentan entender conceptos matematicos.

2. Hechos y definiciones: son necesarios tanto para seleccionar alguna ruta de solucion como para
validar el proceso en la resolucién del problema. El estudiante debe tener la capacidad de
acceder a este conocimiento para utilizarlo cuando se enfrenta a un problema.

3. Procedimientos rutinarios: especifican como debe resolverse un problema sin ser explicitos con
los posibles algoritmos que pueden utilizarse, por ejemplo, para encontrar las raices de una
ecuacion cuadratica primero deben identificarse los términos cuadrético, lineal e independiente,
enseguida seleccionar los coeficientes a, b y ¢, cuando la ecuacion esta igualada a cero y por
ultimo, aplicar la férmula general. Es decir, como no implican toma de decisiones entonces son
considerados a nivel tactico y no estratégico.
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4, Conocimiento acerca del discurso del dominio: es como el estudiante percibe conceptos o reglas
para resolver un problema. Si entiende un aspecto particular de alguna regla, probablemente no
pueda trasladarla a otro contexto.

5. Errores consistentes o recursos débiles: es el resultado, que obtiene un estudiante, de emplear un
procedimiento sistematico imperfecto, el cual usa de modo consistente y con confianza, a un
contexto diferente (Matz, 1980).

Las heuristicas son estrategias generales que pueden ser Utiles para superar las dificultades que se
presentan al momento de resolver un problema. Algunas heuristicas que identificd Polya (1945) son:
explotar analogias, introducir elementos auxiliares en el problema, descomponer o combinar algunos
elementos del problema, dibujar figuras, variar el problema o trabajar en casos especificos. Estas
estrategias pueden ayudar a descubrir relaciones estructurales o conceptos matematicos relacionados
con el problema, ampliando las posibilidades de alcanzar una solucion. Sin embargo, el estudiante debe
involucrarse en experiencias que le permitan apropiarse de estas estrategias, es decir, de saber como y
cuando utilizarlas.

2 Uso de tecnologias digitales en la educacién matematica

Es reconocido que la tecnologia digital no solo tiene un gran potencial para favorecer el aprendizaje de
las matematicas, también abre nuevas perspectivas que no eran posibles antes del desarrollo de las
tecnologias digitales (Leung, 2013). Internet es una herramienta que, aunque no fue disefiada
originalmente para propiciar conocimiento matematico, su uso ha generado cambios en las dindmicas
de ensefianza. Borba, Clarkson y Gadanidis (2013) comentan que el hecho de que los estudiantes
tengan acceso continuo a Internet refleja cambios como: 1) el conocimiento matematico en su totalidad
ya no es solo propiedad de los profesores y de los libros de texto, ni esta limitado por la forma de
comunicacion en los libros tradicionales, el conocimiento también existe en sitios de informacion de
acceso publico como Wikipedia, WolframAlpha y otros que ofrecen contenido matematico textual,
multimodal e interactivo; y, 2) la ensefianza de las matematicas no esta limitada a escenarios formales
de aula ya que Internet se ha convertido en un amplio recurso de informacion, por ejemplo, un
estudiante puede efectuar una blasqueda en YouTube o Khan Academy sobre funciones y encontrar
numerosos videos que ensefian los contenido matematicos relacionados con el tema.

En este sentido, incorporar las herramientas tecnoldgicas demanda que el profesor no sélo debe
conocer y dominar los contenidos de la materia que imparte, sino buscar de qué manera puede
incorporar la tecnologia en sus practicas con la finalidad de mejorar el aprendizaje en sus estudiantes
(Mishra & Koehler, 2006). Santos-Trigo (2008) y Aguilar-Magallon y Poveda (2017) consideran que
las tecnologias digitales son un elemento importante cuando se resuelven problemas, porque ademas de
ayudar a identificar patrones, conjeturas o relaciones, también permite implementar estrategias y
extender el repertorio de heuristicas. Es decir, el uso de las tecnologias digitales influye en la
conceptualizacion y forma de interactuar con los problemas. Al respecto, Leung y Bolite-Frant (2015)
también coinciden con la idea de que las formas de resolver un problema se pueden explicar a partir de
las herramientas que usa el estudiante en el proceso de solucién de los problemas. Por lo tanto, puede
afirmarse que las tecnologias digitales juegan un papel importante en el desarrollo de las habilidades
cognitivas.
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Santos-Trigo y Camacho-Machin (2009) proponen un marco que, ademas de permitir analizar
los procesos que siguen los estudiantes cuando resuelven problemas con el uso de las tecnologias
digitales, da la posibilidad de transformar problemas rutinarios en un conjunto de actividades no
rutinarias. En consecuencia, los profesores pueden planear sus lecciones y organizar actividades de
aprendizaje que promuevan el desarrollo del pensamiento matematico en los estudiantes. A
continuacion, se presenta el marco que consta de cinco fases, en cada una se plantean algunas preguntas
directrices y se da una breve descripcion:

1. Comprension del problema: ¢qué conceptos matematicos dominan los estudiantes y qué
preguntas se plantean antes de iniciar con la resolucion del problema? Identificar los conceptos
que se relacionan con el problema y plantear algunas preguntas que orienten la actividad, por
ejemplo: ¢que es lo que se busca?, ;,como se construye el modelo dindmico?, etc.

2. Implementacion de un plan de solucion: ¢como representar el problema con el uso de un SGD o
con otra herramienta que permita explorarlo para encontrar relaciones?, ;qué estrategia es
adecuada para utilizar? Valorar diferentes caminos para alcanzar la solucion.

3. Busqueda de patrones y una solucién general: ¢qué relaciones o invariantes se exhiben y como
pueden aprovecharse para obtener la solucién? Analizar y discriminar los distintos resultados
encontrados para proponer una solucion argumentada.

4. Conexiones y extensiones: ¢con qué problemas similares puede conectarse el problema?, ;qué
cambia en el problema si se modifica algin elemento? Plantear nuevos problemas a partir de los
resultados encontrados en el problema.

5. Vison retrospectiva y reflexiones: ¢cuéles fueron las ideas principales que se aportaron para la
solucion del problema?, ¢qué estrategias se utilizaron y cuales fueron las mas efectivas?, ¢qué
preguntas se plantearon antes, durante y después de resolver el problema? Discutir en torno a
las actividades y resultados obtenidos.

Bajo este enfoque, los modelos dindmicos se vuelven importantes para explorar
comportamientos matematicos de una familia de objetos a través del arrastre, la busqueda de lugares
geométricos y la cuantificacion de atributos, favoreciendo la formulacion de conjeturas. Ademas,
proporciona informacion sobre invariantes, patrones de comportamiento, que permite identificar
conexiones y relaciones de objetos matematicos las cuales pueden ayudar a establecer argumentos que
justifiquen las relaciones emergentes o las conjeturas.

Dick y Hollebrands (2011) enfatizan la importancia de que los estudiantes usen la tecnologia
digital como medio para fomentar habitos de resolucion de problemas y sefialan que las fases del
proceso de solucion adquieren otro significado cuando se incorpora el uso sistematico de herramientas
digitales. Estas fases involucran:

Analizar el problema: identificar cuéales herramientas tecnoldgicas son apropiadas para usarlas y
cuando hacerlo.

Implementar una estrategia: hacer un uso util de las herramientas tecnoldgicas y monitorear el
progreso hacia lo solucion.

Busqueda y wuso de conexiones: especialmente explorando a través de diferentes
representaciones.
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Reflexionar sobre la solucion del problema: considerar la racionalidad de los resultados
obtenidos en las herramientas tecnologicas, reconocer las limitaciones de las mismas, conciliar
los diferentes enfoques (con y sin tecnologia) e interpretar los resultados en el contexto del
problema. (p. xiii)

Usar la tecnologia digital cuando se resuelven problemas matematicos, implica saber como
seleccionarla segun sus caracteristicas para que ayude a superar las dificultades que se les presentan a
los estudiantes en este proceso (NCTM, 2011). En este sentido, Hegedus y Moreno-Armella (2010)
mencionan que si se utiliza una herramienta para construir representaciones matematicas deben
considerarse los siguientes componentes:

. Navegacion. Capacidad de seleccionar diferentes acciones desde la pantalla (trazar rectas,
construir poligonos, etc.), mover figuras matematicas, desplazarse y hacer zoom en un sistema
de coordenadas.

. Interaccion. Seleccionar, mantener, arrastrar o manipular objetos.

. Anotacion. Afiadir marcas, literales o nimeros a partes de las figuras.

. Construccion. Figuras matematicas que pueden ser construidas a través de las herramientas
especificas.

. Simulacion. Permitir que los objetos que forman parte de las figuras sean animados.

. Manipulacion. Las figuras construidas pueden ser analizadas como familias que mantienen las

propiedades esenciales de la construccion (figuras robustas).

Estas caracteristicas son inherentes a GeoGebra. Por otro lado, Tzu-Bin, Chen, y Chai (2015)
caracterizan las “nuevas” tecnologias disefiadas para la comunicaciéon (conocidas como medios de
comunicacion) de la siguiente manera: digital, se crean en forma digital como periddicos, revistas y
libros en linea; virtualidad, se propagan a través de Internet; hipertextualidad, la informacién esta
fragmentada en pequefios segmentos y se vincula con hipervinculos; interactividad, facil creacion de
mensaje multimodal que promueve las interacciones y comunicaciones entre los participantes.

Estas ideas expuestas, sirvieron para seleccionar las tecnologias digitales, Padlet y YouTube, que los
estudiantes utilizaron para obtener informacidon que les ayudara a desarrollar las actividades y para
compartir sus ideas con el resto del grupo, fuera de las sesiones de clases.

Metodologia

A continuacion se detallan los aspectos metodoldgicos de la investigacion que aqui se reporta, como:
los participantes, las sesiones de trabajo, las actividades y los instrumentos de recoleccion de datos.

1 Participantes de la investigacion

El estudio se realizd con un grupo de estudiantes de primer semestre de bachillerato, los cuales

cursaban la materia de Matematicas I. EI grupo estuvo conformado por 18 estudiantes con edades entre
15y 17 afos.
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Es importante mencionar que todo el grupo estaba familiarizado con el uso GeoGebra, la
mayoria utilizaba las herramientas béasicas como punto, interseccion, recta, segmento, recta
perpendicular, recta paralela, rastro, lugar geométrico, poligono, poligono regular, circunferencia
(centro, punto), distancia o longitud, area y algunos comandos en la barra de entrada.

2 Sesiones de trabajo

Se llevaron a cabo seis sesiones dirigidas por el investigador responsable del estudio, tres sesiones por
semana: dos de 2 horas y una de 1 hora, haciendo un total de 10 horas de trabajo presencial bajo un
ambiente de resolucién de problemas. En cada sesion los estudiantes resolvian problemas geométricos
mediante el uso de ecuaciones cuadraticas apoyados por el SGD. Las sesiones se llevaron a cabo en un
aula de computo, donde cada estudiante disponia de una computadora con acceso a Internet y con
GeoGebra (SGD) para desarrollar las actividades propuestas. El profesor contaba con una
computadora, proyector y pintarron.

Con el fin de que los estudiantes discutieran sus ideas y analizaran configuraciones dinamicas
desde diferentes perspectivas, se les propuso formar binas. También, se les solicitd que expusieran los
acercamientos o avances de las construcciones dindmicas con el uso del SGD para contrastar sus
resultados con el resto del grupo. Al termino de cada sesion, el profesor pidid a los estudiantes enviar
por correo electrénico un archivo de GeoGebra con las construcciones generadas, la descripcion de lo
que habian realizado hasta el momento y agregaran con el comando texto, comentarios y reflexiones
con respecto al trabajo presentado por sus comparfieros.

De manera complementaria, y tomando en cuenta las ideas de Aprendizaje Invertido (Green,
2012; Lawrence, 2014), se les solicito a los estudiantes que buscaran informacion en Internet como, por
ejemplo, videos tutoriales en YouTube, Khan Academy, wikis, entre otras, donde pudieran recordar o
aprender férmulas, algoritmos o conceptos relacionados con las actividades que se desarrollaron en las
sesiones presenciales. Ademas, se implementd el uso de Padlet con la finalidad de que se generaran
discusiones y compartieran informacion fuera de clases.

3 Actividades

El problema que se les propuso a los estudiantes fue construir el modelo dindmico de un cuadrado tal
que uno de sus vértices estuviera en el origen y otro sobre el eje x, analizarlo y discutir los resultados.
Para fines de la toma de datos en la investigacion se dividio en tres actividades: 1) construccion del
modelo dindmico; 2) anélisis del area y perimetro de dicho modelo; 3) justificacidn algebraica de los
resultados obtenidos. En la seccion de analisis y discusion de resultados se detallan las actividades. Es
importante mencionar que la manera en que se propusieron las actividades tuvo la finalidad de que los
estudiantes desarrollaran las habilidades matematicas y conocimientos necesarios para abordar la
siguiente actividad. Por ejemplo, las relaciones y conexiones que los estudiantes identificaran y los
resultados que obtuvieran en la primera actividad les servirian para la segunda.

La implementacion de las actividades se hizo con base en los episodios propuestos por Santos-
Trigo y Camacho-Machin (2009), es decir, en cada actividad se enfatizaron dichos episodios.
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4 Recoleccion y analisis de datos

A continuacion, se mencionan y describen los instrumentos que se utilizaron para recolectar los datos
en esta investigacion.

Archivos de GeoGebra: estos archivos fueron entregados por los estudiantes al final de cada
sesion por via correo electronico. Fueron de gran utilidad para observar y analizar los primeros
acercamientos que tuvo cada estudiante con respecto a la construccién de cada problema solicitado. El
andlisis fue posible gracias a la opcion protocolo de construccion que incluye el SGD, el cual permite
generar cada construccion paso a paso, sin embargo, esta opcion presenta una limitante al no guardar
los objetos eliminados de cada construccion. Sin embargo, este aspecto fue cubierto con las notas de
campo Yy con las videograbaciones que se hicieron a los diferentes equipos y a cada estudiante durante
las exposiciones.

Videograbaciones: el objetivo de grabar las sesiones de clases fue contar con los acercamientos
iniciales de cada construccion, con las discusiones y participaciones de los estudiantes en torno a los
conceptos matematicos, con los procedimientos algebraicos realizados en papel y lapiz, y las
reflexiones sobre los distintos resultados obtenidos. Las grabaciones se centraron en los monitores
cuando cada equipo describia su trabajo y en el pintarron cuando pasaba algun estudiante a explicar sus
avances o cuando se generaba una discusion grupal.

Muro digital Padlet: se utiliz6 como un medio de comunicacion (foro) que sirviera de apoyo en
las tareas, es decir, que los estudiantes expresaran sus dudas, compartieran informacion de paginas o
videos relacionados con los temas, mostraran acercamientos de las posibles soluciones y que
intercambiaran opiniones sobre estos acercamientos. El objetivo de usar este muro digital fue contar
con la evidencia de las discusiones e interacciones que muestran los alumnos en torno a los problemas
y conceptos matematicos planteados en las tareas.

Archivos en Word: las tareas fueron entregadas en estos archivos con el proposito de tener
todos los procedimientos de los problemas discutidos en Padlet de manera clara y organizada; ademas,
de analizar las soluciones del resto de los problemas que no se presentaron en el muro.

Notas de campo: son las evidencias escritas de las observaciones del investigador, donde se
distinguen situaciones fuera de lo comin con relacién a las actividades de los estudiantes cuando
resuelven problemas con el uso del SGD. Las notas de campo sirvieron para complementar la
informacidn y el analisis de los datos.

En los datos obtenidos se analizaron los recursos y los métodos heuristicos que pusieron en
juego los estudiantes durante el desarrollo de las actividades. La presentacion de estos resultados esta
estructurada con base en los episodios propuestos por Santos-Trigo y Camacho-Machin (2009).
Presentacion y discusion de los resultados
1 Primera actividad
La actividad inicial se centré en la construccion dinamica de una figura geométrica (cuadrado) y se

propuso de la siguiente manera: Construir un modelo dinamico, en GeoGebra, que represente a la
familia de cuadrados con un vértice en el origen y otro sobre el eje x.
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Los diferentes acercamientos y las formas de resolver el problema que mostraron los estudiantes
permitieron identificar recursos, estrategias o heuristicas y conceptos utilizados en la construccion.
Durante el episodio de comprension del problema los estudiantes analizaron cuéles son los objetos
geomeétricos relacionados con la construccion del modelo dinamico, por ejemplo, los angulos de 90° los
tradujeron como la interseccion de rectas perpendiculares. En ese sentido, la implementacion de un
plan de solucion fue explorar y determinar qué herramientas del SGD podian servir para la
construccién de los objetos geométricos relacionados con el modelo dindmico. Una herramienta
seleccionada fue poligono regular la cual permitié a los estudiantes construir el cuadrado dados dos
vertices consecutivos. Este resultado favorecio al episodio de bldsqueda de patrones y una solucién
general, ya que los estudiantes observaron el comportamiento del punto C (vértice del cuadrado)
cuando se mueve el punto B, a través de la opcidn rastro, y concluyeron que C describia el lugar
geométrico de la recta y=x (Figura 4.1). Asi que, una solucion distinta, que se obtuvo gracias al uso de
la heuristica de analizar el lugar geométrico de un punto, u otra forma de construir el cuadrado
cumpliendo con las condiciones establecidas en el problema, es a partir de la recta encontrada. En la
Figura 4.2 se muestra una solucién que se sustenta en la misma idea de la recta, solo que el punto es el
que se define con dicha relacion funcional.

Figura 4.1 Construcciones del cuadrado por medio del comando poligono regular y la rectay = x

Fuénte: Produccion de los estudiantes.

Figura 4.2 Construcciones del cuadrado, mostradas por los estudiantes, cuando se define el punto C en
funcion del punto B
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Fuente: Produccioén de los estudiantes.
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Otro camino que siguieron los estudiantes para construir el cuadrado fue con el uso de la
herramienta circunferencia (centro, punto) (Figura 4.3). Trazaron la circunferencia con centro en el
vertice A (que esta ubicado en el origen del plano cartesiano) con radio AB con el objetivo de trasladar
la medida del lado del cuadrado al eje de las ordenadas, obteniendo las condiciones suficientes para
construir el modelo dinamico solicitado en el problema.

En esta actividad se observd como la construccion del modelo dindmico del problema permiti6
que los estudiantes construyeran significados de objetos matematicos. Es decir, representar el cuadrado
en GeoGebra, implicé analizar las propiedades geométricas para seleccionar adecuadamente los objetos
geométricos necesarios para su construccion (recursos) y, a pesar de modificar las dimensiones de sus
lados, mantener dichas propiedades.

Las diferentes estrategias que usaron los estudiantes, en la construccion del modelo dindmico,
evidenciaron como emplearon los comandos de GeoGebra o las propiedades de los objetos
matematicos que éste ofrece. Por ejemplo, usar la circunferencia para trasladar la medida de un
segmento, trazar perpendiculares para construir angulos rectos y activar rastro para identificar el lugar
geomeétrico. Este ultimo es considerado una heuristica, porque puede usarse de forma general para
encontrar nuevos elementos que ayuden a resolver un problema con el uso del SGD.

Figura 4.3 Construccion del cuadrado con el uso de la herramienta circunferencia

| |
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Fuente: Produccion de los estudiantes.

2 Segunda actividad

El objetivo de esta actividad fue que los estudiantes exploraran y analizaran atributos matematicos
derivados de la construccion dindmica del cuadrado. En este sentido, se les solicitd lo siguiente:
Representar graficamente el comportamiento del perimetro y del area cuando la longitud de la base
del cuadrado (segmento AB) cambia. El episodio que se lleva a cabo en esta tarea es el de conexiones y
extensiones, ya que los estudiantes se involucran en encontrar relaciones estructurales del modelo
dindmico que les permitan comprender cémo varian sus atributos cuando se cambia la longitud del
segmento AB. Los primeros acercamientos mostrados fueron relacionados con graficar el perimetro del
cuadrado en funcion de la longitud de segmento AB (Figura 4.4). La idea que utilizaron los estudiantes
para obtener la grafica asociada al perimetro fue definir el punto E como la relacion que existe entre la
coordenada x del punto B y el perimetro del cuadrado, sin embargo, dependiendo de la manera en que
se expresara el perimetro se visualizaban graficas distintas (Figura 4.4).
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Esto generé una discusion en torno a las preguntas: ¢por qué se obtuvieron resultados
diferentes? y ¢cual de estas gréaficas tiene sentido segun el contexto del problema? Es decir, el uso del
SGD implicé que los estudiantes reflexionaran sobre el dominio del problema e interpretaran las
gréaficas obtenidas.

Para representar la grafica del area asociada al cuadrado, los estudiantes siguieron la misma
estrategia y, de la misma manera que el perimetro, se obtuvieron distintas graficas dependiendo de la
manera en la que la que se definid el area (Figura 4.5). Este resultado dio la posibilidad de que el grupo
se centrara en analizar y discutir sus acercamientos nuevamente.

Figura 4.4 Gréaficas asociadas al perimetro
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Fuente: produccién de los estudiantes.

Después de que compartieran y argumentaran los distintos acercamientos, se les solicitd a los
estudiantes concluir; es decir, involucrarse en el episodio de vision retrospectiva y reflexiones. Por
ejemplo, el grupo logré determinar que solo debia analizarse el primer cuadrante del plano cartesiano,
que es donde tiene sentido el problema, porque en los otros cuadrantes es necesario considerar lados
con medidas negativas del cuadrado.

Ademas, los estudiantes observaron que existe un cuadrado que cumple que el valor asignado a
su area es igual al valor asignado a su perimetro y se obtiene en el momento en que ambos lugares
geométricos se intersecan. Por lo tanto, graficaron la recta y = 4x y la parébola y = x* que son las
funciones asociadas a los respectivos lugares geométricos, encontraron las coordenadas del punto de
interseccion e interpretaron que la coordenada de la abscisa determinaba la longitud de la base del
cuadrado y la coordenada de la ordenada determinaba el valor asignado tanto al perimetro como al area
(Figura 4.6).
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Figura 4.5 Gréficas de perimetro y &rea obtenidas por distintos estudiantes
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Fuente: produccién de los estudiantes.

Figura 4.6 La interseccion de la recta y la pardbola muestra que para el cuadrado de lado 4 unidades,
los valores del perimetro y area coinciden
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Fuente: produccion de los estudiantes.

En resumen, se observo que el uso de GeoGebra fue fundamental para explorar y analizar
atributos matematicos, como el area y el perimetro en este caso, y sus relaciones mediante la
manipulacion de un punto mavil (punto B) dentro la representacion del problema.

3 Tercera actividad
La finalidad de esta actividad fue que los estudiantes exhibieran los recursos obtenidos en las tareas que

realizaron fuera de clases. Es importante resaltar que para desarrollar y resolver las tareas, ellos podian
revisar videos tutoriales, wikis y compartir informacion en Padlet.
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Por tal motivo se les solicitdé lo siguiente: Demostrar algebraicamente que los valores
asignados al area y el perimetro del cuadrado coinciden cuando la longitud de uno de sus lados mide
4 unidades.

Resolver este problema llevd a que los estudiantes desarrollaran una serie de actividades
matematicas relacionadas con la ecuacion cuadratica como parte de la comprension del problema, por
ejemplo, plantear una ecuacion que involucrara igualar las expresiones del area y del perimetro,
reconocer la ecuacion como cuadratica, escribir la ecuacion en su forma general, identificar los
coeficientes. Una vez que los estudiantes habian identificado que se trataba de una ecuacién cuadratica,
debian escoger y utilizar algin método para su resolucion, es decir, implementar un plan de solucidn.
Sin embargo, la mayoria de los estudiantes no recordaban cdmo se resuelve una ecuacion de segundo
grado. Por lo tanto, tuvieron la necesidad de buscar esta informacion en diferentes fuentes de Internet,
la més utilizada fueron los videos en YouTube. Dichos videos fueron compartidos entre los estudiantes
a través de Padlet. Asi, el uso coordinado de YouTube y Padlet ayudd a los estudiantes a aprender
recursos o estrategias Utiles para resolver el problema (Figura 4.7). De esta manera, los estudiantes se
involucraron en la busqueda de patrones y una solucion general. Se observo que los procedimientos
algebraicos utilizados, eran los mismos que se desarrollaban en los contenidos de los videos de
YouTube (Figura 4.8). Estos videos que fueron seleccionados por los estudiantes implicaron una
actividad de basqueda y discriminacion de material audiovisual de contenido educativo que explicara
de manera clara, concisa y concreta, procedimientos algebraicos para resolver ecuaciones cuadraticas.

Figura 4.7 Procedimientos que siguieron los estudiantes para resolver la actividad planteada

Fuente: Produccion de los estudiantes.
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Figura 4.8 Videos compartidos en Padlet que muestran como resolver una ecuacion cuadréatica por
férmula general y factorizacion
Resue\ve las s;rJu;en+es cuvacliones Resoluclion pPor wadiode de Foctoriaxcidn
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Fuente: Canal de videos YouTube.

Una parte importante cuando se resuelve problemas que involucran ecuaciones cuadraticas, es
verificar las soluciones obtenidas e identificar si pueden ser consideradas como soluciones en el
contexto del problema. Particularmente, la solucion de x = 0 carece de sentido ya que x representa la
longitud del cuadrado. El andlisis de estas ideas involucra al estudiante en el episodio de vision
retrospectiva y soluciones.

A lo largo de la sesion los estudiantes exhibieron recursos matematicos obtenidos mediante el
uso de YouTube y Padlet. Por ejemplo, YouTube permitié que replicaran procedimientos rutinarios,
como el uso de la férmula general para ecuaciones cuadréaticas y el método de factorizacién. Asimismo,
accedieron a conceptos matematicos como: forma general, coeficientes, raices y comprobacion de una
ecuacion cuadratica. Por otro lado, la plataforma Padlet fue la que sirvié para que los estudiantes
compartieran y accedieran a informacion y videos recopilados por ellos mismos. También, permitid
que el profesor interactuara con los estudiantes fuera del horario de clases. Por ejemplo, en la Figura
4.9 se observa que el profesor planteé un problema en el muro digital y compartié un video cuyo
contenido era clave para resolver dicho problema. Los estudiantes trataron de resolver la tarea, pero
Unicamente se recibe una respuesta formal por parte del Alumno 3, quien fue el que observo el video
compartido por el profesor. En la Figura 4.9 se muestran las participaciones més significativas de una
secuencia de los comentarios y discusiones que se suscitaron en Padlet.

Figura 4.9 Discusiones de los problemas en Padlet
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Los valores que necesita "k" en la ecuacion presentada para poder tener raices
reales son valores distintos de 0, que "k" no valga 0 y que los valores de k sean
valores con el signo negativo. Y solamente cuando "k" vale 1, este puede tener
cualquier signo.

Alumno 2
Los valores necesarios para 'K" en la expresion Kx*2-6x+5=0 y obtener sus raices
reales deben ser diferentes a cero y que este cuente con el signo negativo, asi
lograremos obtener 2 soluciones reales y con signo positivo.

Alumno 3

Con la ayuda del video que nos puso en profe en |a tarea, pude saber como sacar

los valores de k.
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4 Discusion de las actividades con el uso de tecnologias digitales

El uso de GeoGebra en el desarrollo de las actividades permitié extender el analisis y discusion de un
problema, de tal manera que los estudiantes ya no se tuvieron que enfocar unicamente en el manejo de
reglas algebraicas, sino también en como representar el problema de una forma distinta, es decir, en
construir un modelo dinamico. Las diferentes construcciones dinamicas que mostraron los estudiantes
posibilitaron que construyeran significados de objetos matematicos. Por ejemplo, trazar el cuadrado en
GeoGebra, requiridé que se analizaran sus propiedades geométricas para seleccionar los objetos
geométricos adecuados para construirlo y, sin importar que las longitudes de sus lados fueran
modificadas, mantener dichas propiedades. Las estrategias que utilizaron en la construccion del modelo
dindmico mostraron cémo razonaron las propiedades de los objetos matematicos en funcién de los
comandos de GeoGebra. Por ejemplo, trazar rectas perpendiculares para construir el angulo recto que
se forma entre los lados de un cuadrado y usar una circunferencia para trasladar la medida de su lado.

Obtener una representacion distinta del problema permitié plantear nuevas preguntas que se
relacionaron con los atributos del modelo dinamico, tales como: ¢cual es la grafica del perimetro que se
asocia al modelo?, ¢cudl es la grafica del area que se asocia al modelo?, ¢qué interpretacion se le puede
dar a la interseccion de ambas graficas? y ;qué otros elementos pueden identificase? Responder estas
preguntas implico que los estudiantes desarrollaran conceptos y formulas vinculados con geometria
analitica. Por ejemplo, definir un punto en funcién de una de las coordenadas de otro punto fue el
resultado de construir una regla de correspondencia que se utilizo para analizar el lugar geométrico del
area o del perimetro, identificar caracteristicas importantes del lugar geométrico que traza dicho punto
para asignarle la funcion o grafica correspondiente y encontrar elementos basicos de las graficas como
sus Vértices o intersecciones. Es importante destacar que el uso del lugar geométrico con el SGD fue
una heuristica esencial para obtener los acercamientos o resultados mencionados.
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YouTube y Padlet proporcionaron espacios de discusion en linea y material audiovisual
enfocados en brindar informacion que ayudara a resolver problemas y ejercicios de corte algebraico,
dando la oportunidad de trabajar en un ambiente colaborativo. Los videos educativos de YouTube
fueron de gran utilidad para que los estudiantes se apropiaran de férmulas, algoritmos y procedimientos
algebraicos, que servirian para resolver los ejercicios o problemas. Por ejemplo, la formula general, el
método de factorizacion, el método de completar del trinomio cuadrado perfecto y uso del
discriminante. En la Tabla 4.1 se muestra de manera resumida el impacto que tuvo el uso de las
tecnologias digitales que se involucraron durante el desarrollo de las actividades.

Tabla 4.1 Impacto de las diferentes tecnologias digitales

Tecnologia

digital Principal resultado obtenido

La exploracion de modelos dinamicos favorecid la identificacion y reconocimiento de propiedades de los
GeoGebra objetos matematicos involucrados en la construccion, las relaciones y conexiones que se establecen entre
ellos, la formulacion de conjeturas y su posterior justificacion.

Los estudiantes compartieron informacion proveniente de diferentes fuentes de Internet, o bien,

Padlet . . .
fotografias de las soluciones desarrolladas en sus libretas.

Los estudiantes accedieron a informacidn que les permitié recordar o aprender férmulas, conceptos,
YouTube métodos de solucion, entre otros, lo que favorecié la comprension de los problemas y el desarrollo de
diferentes estrategias de la solucidn de los problemas.
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Conclusiones

¢Qué acercamientos y formas de resolver los problemas muestran los estudiantes cuando usan
sistematicamente YouTube, Padlet y un Sistema de Geometria Dinamica? En este sentido, se puede
decir que el uso sistematico de YouTube, Padlet y GeoGebra, favorecieron los habitos de razonamiento
matematico. La construccion de modelos dindamicos permitié que los estudiantes construyeran e
identificaran objetos matematicos y conceptos, definieran variables, buscaran relaciones, analizaran
casos mas simples, hicieran deducciones e interpretaran las soluciones. El acceso a los videos
educativos de YouTube ayudd a que los estudiantes aprendieran a organizar las soluciones mediante
calculos y manipulaciones algebraicas, asi como a verificar y argumentar dichas soluciones. Las
participaciones en Padlet promovieron la comunicacion de resultados, lo que implico el refinamiento de
las soluciones. En otras palabras, estas tecnologias digitales en conjunto favorecen el analisis de un
problema, la implementacion de una estrategia, el uso de conexiones y la reflexion de la solucién.

En el desarrollo de las actividades, el uso de GeoGebra permitié que los estudiantes examinaran
y analizaran el tipo de herramientas con las que contaban y las propiedades geométricas de la figura a
construir, con la finalidad de representar el problema como un modelo dinamico que, como
consecuencia, podian explorar comportamientos matematicos de una familia de objetos a través del
arrastre, buscar el lugar geométrico, y expresar numéricamente los atributos o graficas del modelo. Por
ejemplo, en la construccion del cuadrado se observo que con el uso del comando poligono regular,
construyeron el cuadrado de manera automatica, esto le permiti6 analizar el lugar geométrico de uno de
sus vértices y graficarlo, para posteriormente trazar el cuadrado sin ayuda del comando. Es decir,
gracias al SGD el estudiante descubre una propiedad del cuadrado y genera un plan para trazarlo.
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Otro caso fue utilizar el comando circunferencia para trasladar la medida del segmento dado a
uno de los ejes y completar la construccion del cuadrado. Ambos resultados exhiben una forma distinta
de pensar el problema en términos de los comandos.

El uso coordinado de las tecnologias digitales favorecio el desarrollo de diferentes métodos de
solucion, lo cual es un elemento importante en las tareas que se desarrollan en un ambiente de
resolucion de problemas (Santos-Trigo, 2014). Se propicia también el desarrollo de estrategias que
dificilmente se pueden llevar a cabo en un ambiente de lapiz y papel. En particular, el uso de lugares
geomeétricos permitio representar graficamente el comportamiento de la variacion conjunta de variables
y la construccion de conicas (parabola) como una herramienta para resolver el problema. De esta
manera, se propicio el desarrollo de formas de razonamiento que involucra el pensar el problema en
términos de las herramientas con que se cuentan en las diferentes tecnologias digitales, y se promovio
el andlisis de los recursos, habilidades y heuristicas involucradas en cada uno de los acercamientos
hacia la solucion que exhibieron los estudiantes. En este sentido, el uso de tecnologias digitales
permitié que los estudiantes integraran contenidos matematicos, desarrollaran habilidades al resolver
problemas y reorganizaran sus ideas al establecer relaciones y conexiones entre los conceptos y objetos
matematicos involucrados.
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